
1 Ñåìèíàðû 1-2. Ðÿäû Ôóðüå ïî ñèíóñàì è êîñèíó-

ñàì

Çàäà÷à 1.1. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì, êîñèíóñàì ôóíêöèè f : [−π, π]→ R
(ïðîäîëæåííûå íà R ïåðèîäè÷åñêè).

1.

f(t) :=

{
t/2 t ∈ (−π, π),

0 t = ±π.

Ïîñòðîèòü ãðàôèê ïðèáëèæåíèé, íàáëþäàòü ôåíîìåí Ãèááñà.

2.
f(t) := sign(t), (f(0) := 0) - ïðÿìîóãîëüíûé âîëíîâîé ïðîôèëü

Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðàçëîæåíèå ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ π â âèäå ÷èñëîâîãî
ðÿäà. Êàê áûñòðî îí ñõîäèòñÿ?

3. f(t) := |t|. Îáñóäèòü ïîòî÷å÷íóþ è ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ïîëó÷åííîãî ðÿäà.

Çàìå÷àíèå. ×èñëîâîé ðÿä èç êîýôôèöèåíòîâ ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Êëàññ ôóíê-
öèé ñ ýòèì ñâîéñòâîì íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Âèíåðà (óïðàæíåíèå - äîêàçàòü, ÷òî
ýòî äåéñòâèòåëüíî àëãåáðà). Ýòî íåñëó÷àéíî: ôóíêöèÿ ëèïøèöåâà, à âñå ëèï-
øèöåâû (è äàæå ãåëüäåðîâû ñ ïîêàçàòåëåì 1/2 ôóíêöèè ïðèíàäëåæàò àëãåáðå
Âèíåðà,)

4. f(t) := t2,

5. f(t) := et,

6. f(t) := | sin t|,

7. f(t) := sin t
2
,

8. f(t) := cosαt, α 6∈ Z.

Çàäà÷à 1.2. Íàéòè
∑∞

k=1
1

(2k+1)2
(èñïîëüçîâàòü ðÿä Ôóðüå äëÿ |t| ïðè t = 0), à çàòåì

ñ ïîìîùüþ ýòîãî ðÿäà íàéòè
∑∞

k=1
1
k2
.

Çàäà÷à 1.3. Íàéòè
∑∞

k=0
1
k4

(èñïîëüçîâàòü ðÿä Ôóðüå äëÿ t2 è ðàâåíñòâî Ïàðñåâà-
ëÿ).

Çàäà÷à 1.4. f(t) :=

{
t t ∈ [0, π]

π t ∈ (π, 2π)
- ïðîäëèòü ïåðèîäè÷åñêè íà R

Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå. Ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ π2

8
.

Çàäà÷à 1.5. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) := cos 2x íà èíòåðâàëå (0, π) â ðÿä Ôóðüå
òîëüêî ïî ñèíóñàì.

Çàäà÷à 1.6. Ðàçëîæèòü ôóíêöèþ f(x) := sinx íà èíòåðâàëå (0, π) â ðÿä Ôóðüå
òîëüêî ïî êîñèíóñàì.

Çàäà÷à 1.7. Ðàçëîæèòü â ðÿä Ôóðüå ïî ñèíóñàì, êîñèíóñàì ôóíêöèè f : [−1, 1]→ R
(ïðîäîëæåííûå íà R ïåðèîäè÷åñêè).
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1. f(t) := |t|,

2. f(t) := et.

Çàäà÷à 1.8. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ sign(x) â ðÿä Ôóðüå íà îòðåçêå [−1, 2].

Çàäà÷à 1.9. Ïðîâåðüòå, ÷òî ñèñòåìà einx, n ∈ Z, ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé îðòîãîíàëüíîé
ñèñòåìîé â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2(−π, π). Ðàçëîæèòå ïî íåé
ôóíêöèè èç çàäà÷è 1.1.

Çàäà÷à 1.10. Êàê âûãëÿäèò ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå L2(−π, π) îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû einx? Çàïèñàòü åãî äëÿ ïðèìåðîâ èç ïðåäû-
äóùåé çàäà÷è.

Çàäà÷à 1.11. Êàêèìè ñâîéñòâàìè õàðàêòåðèçóþòñÿ êîýôôèöèåíòû cn êîìïëåêñíîãî
ðÿäà Ôóðüå (îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû einx) íà èíòåðâàëå (−π, π)
à) ÷åòíûõ, íå÷åòíûõ ôóíêöèé
á) âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé
â) ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñâîéñòâàì f(x) = ±f(2π − x)
ã) òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ

2 Ñåìèíàðû 2-11. Ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðî-

èçâåäåíèÿì è íîðìû. Îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû

Î ðàçíèöå êîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ è áåñêîíå÷íîìåðíûõ:

Çàäà÷à 2.1. Äîêàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L
ëþáûå äâå íîðìû ýêâèâàëåíòíû. Íîðìû ‖ · ‖1 è ‖ · ‖2 íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè,
åñëè äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë a, b > 0 âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà a‖ · ‖1 ≤ ‖ · ‖2 ≤ b‖ · ‖1 äëÿ
äëÿ âñåõ x ∈ L.

Çàäà÷à 2.2. a) Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå C[0, 1] äâå íîðìû: ‖f‖C = max{|f(x)|, x ∈
[0, 1]} è ‖f‖1 =

∫ 1

0
|f(x)| dx. Äîêàçàòü, ÷òî ýòè íîðìû íå ýêâèâàëåíòíû.

b) Ïðèäóìàòü êàêóþ-íèáóäü ïàðó íåýêâèâàëåíòíûõ íîðì íà ïðîñòðàíñòâå L2(0, 1).

Ðàç óæ íà÷àëè ãîâîðèòü î ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé, ìîæíî íà èõ
ïðèìåðå îáñóäèòü âîïðîñû ïîëíîòû:

Çàäà÷à 2.3. Áóäóò ëè ñëåäóþùèå ïðîñòðàíñòâà ïîëíûìè (âñþäó íîðìà - ìàêñèìóì
ìîäóëÿ):
à) âñåõ îãðàíè÷åííûõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé?
â) âñåõ íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà ïðÿìîé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà íóëþ âíå íåêî-
òîðîãî èíòåðâàëà

Íàïîìèíàíèå î ïðîñòðàíñòâàõ Lp:

Çàäà÷à 2.4. Ïóñòü p ≥ 1. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ α ñëåäóþùèå ôóíêöèè ëåæàò â
Lp(R):

a) |x|α, b) (1 + |x|)α?
À â Lp(0, 1)? Òîò æå âîïðîñ äëÿ Lp(R2), Lp(Rn), n ≥ 2.
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Ìîæíî ÷óòü-÷óòü ïîâîçèòüñÿ ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì â L2 ïåðåä òåì êàê
îáñóæäàòü àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû:

Çàäà÷à 2.5. (Êèð-Ãâèø 545) Íàéäèòå óãëû òðåóãîëüíèêà, îáðàçîâàííîãî òî÷êàìè
x1(t) ≡ 0, x2(t) ≡ 1, x3(t) = t â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1).

Â îñíîâíîì àáñòðàêòíûå ðåçóëüòàòû íà ïðîñòðàíñòâà ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâå-
äåíèåì:

Çàäà÷à 2.6. Äîêàçàòü, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âûïîëíÿ-
åòñÿ òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà

‖x− y‖2 + ‖x+ y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

äëÿ âñåõ x, y (â ïàðàëëåëîãðàììå ñóììà êâàäðàòîâ äëèí äèàãîíàëåé ðàâíà ñóììå
êâàäðàòîâ äëèí ñòîðîí).

Çàäà÷à 2.7. (Jordan-von Neumann theorem). Ïóñòü äëÿ íîðìû ‖ ·‖ â íîðìèðîâàííîì
ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿåòñÿ òîæäåñòâî ïàðàëëåëîãðàììà

‖x− y‖2 + ‖x+ y‖2 = 2(‖x‖2 + ‖y‖2)

äëÿ âñåõ x, y. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà íîðìà ïîðîæäåíà ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Òîëüêî
äåéñòâèòåëüíûé ñëó÷àé, êîìïëåêñíûé áóäåò â ëèñòêå.

Çàäà÷à 2.8. * Ïóñòü äëÿ íîðìû ‖ · ‖ â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå âûïîëíÿåòñÿ
íåðàâåíñòâî

‖x− y‖2 + ‖x+ y‖2 ≤ 2(‖x‖2 + ‖y‖2)
äëÿ âñåõ x, y. Äîêàçàòü, ÷òî ýòà íîðìà ïîðîæäåíà ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì.

Çàäà÷à 2.9. Ïðîâåðèòü, ÷òî íîðìû â ïðîñòðàíñòâàõ `21 è `
2
∞ íå ïîðîæäåíû ñêàëÿð-

íûì ïðîèçâåäåíèåì. Íàðèñîâàòü åäèíè÷íûå øàðû ýòèõ íîðì.

Çàäà÷à 2.10. * Â (âåùåñòâåííîì) ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü
ïðî Ôðåøå íîðìó è êâàäðàò íîðìû.

Çàäà÷à 2.11. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî â âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå
V íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (·, ·): |(x, y)| ≤
‖x‖‖y‖ äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V , ïðè÷åì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âåêòîðû x è y êîëëèíåàðíû.

Çàäà÷à 2.12. Äîêàçàòü ïîëÿðèçàöèîííîå òîæäåñòâî äëÿ ýðìèòîâîãî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ: â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ x
è y âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(x, y) =
1

4
(||x+ y||2 − ||x− y||2 + i||x+ iy||2 − i||x− iy||2).

Âûâåñòè èç íåãî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå: åñëè x =
∑∞

i=1 uiei,
y =

∑∞
i=1 viei � ðÿäû Ôóðüå äëÿ âåêòîðîâ x, y ∈ H îòíîñèòåëüíî ïîëíîé îðòî-

íîðìèðîâàííîé ñèñòåìû (ei), òî

(x, y) =
∞∑
i=1

viūi.
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Çàäà÷à 2.13. (∗) Äîêàçàòü, ÷òî â êîìïëåêñíîì ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå H äëÿ
ëþáûõ âåêòîðîâ x è y âûïîëíåíû ðàâåíñòâà

a) (x, y) =
1

N

N∑
k=1

‖x+ e2πik/Ny‖2e2πik/N , ãäå N ≥ 3,

b) (x, y) =
1

2π

∫ 2π

0

‖x+ eiθy‖2eiθdθ

Çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ âû÷èñëåíèåì ðàññòîÿíèé:

Ïóñòü C ⊂ H � çàìêíóòîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H.
Ðàññòîÿíèå îò u ∈ H äî C îïðåäåëÿåòñÿ ïðèâû÷íîé ôîðìóëîé

dist (u,C) := inf{|u− z| : z ∈ C}.

Çàäà÷à 2.14. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ H ñóùåñòâóåò v ∈ C, ðåàëèçóþùèé
ðàññòîÿíèå îò u äî C, òî åñòü

|u− v| = dist (u,C)

Çàäà÷à 2.15. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèîíàë F (v) := |u − v| â ïðîñòðàíñòâå ñî ñêàëÿð-
íûì ïðîèçâåäåíèåì ñòðîãî âûïóêëûé. Ïðèâåñòè ïðèìåð ïðîñòðàíñòâà ñ íå ñòðîãî
âûïóêëîé íîðìîé.

Çàäà÷à 2.16. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ H ýëåìåíò v ∈ C, ðåàëèçóþùèé ðàññòî-
ÿíèå îò u äî âûïóêëîãî çàìêíóòîãî C ⊂ H, òî åñòü

|u− v| = dist (u,C),

åäèíñòâåííûé (îí íàçûâàåòñÿ ïðîåêöèåé u íà C, äàëåå v := PCu).

Çàäà÷à 2.17. Íàéòè íåâûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî C â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå, â êîòîðîì íåò òî÷êè ðåàëèçóþùåé ðàññòîÿíèå (òî åñòü íå ïðîêñèìàëüíîå ìíî-
æåñòâî).

Çàäà÷à 2.18. Äîêàçàòü, ÷òî â êîíå÷íîìåðíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ëþáîå
çàìêíóòîå ìíîæåñòâî (íå îáÿçàòåëüíî âûïóêëîå) ïðîêñèìàëüíî, ò.å. èìååò òî÷êó,
ðåàëèçóþùóþ ðàññòîÿíèå.

Îðòîãîíàëüíîñòü:

Çàäà÷à 2.19. Â ïðîñòðàíñòâå L2(−1, 1) ïîñòðîèòü îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå äëÿ
ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ

a) M = {x ∈ L2(−1, 1) : x(t) = 0 äëÿ âñåõ t ≤ 0};
b) M = {x ∈ L2(−1, 1) : x(t) = x(−t) äëÿ âñåõ t ∈ (−1, 1)};

Çàäà÷à 2.20. Â ïðîñòðàíñòâå L2(0, π) íàéòè ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà x(t) äî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà H0, ãäå

a) x(t) = tn, à H0 = {x ∈ L2(0, π) :
∫ π
0
x(t)dt = 0};

b) x(t) = sin πt, à H0 =
{
x ∈ L2(0, 1) :

∫ 1

0
tx(t)dt = 0

}
.
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Çàäà÷à 2.21. Ïðîâåñòè ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè äëÿ ñèñòåìû {1, sinx, cosx} â
ïðîñòðàíñòâå L2(0, π/2). Âû÷èñëèòü ðàññòîÿíèå îò âåêòîðà x äî ëèíåéíîé îáîëî÷êè
âåêòîðîâ {1, sinx}.

Â áåñêîíå÷íîìåðèè áûâàþò íåçàìêíóòûå ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà:

Çàäà÷à 2.22. a) Äîêàæèòå, ÷òî ëþáîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â Rn çàìêíóòî.
á) Ïðèäóìàéòå ïðèìåð çàìêíóòîãî è íåçàìêíóòîãî ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â ïðî-
ñòðàíñòâå íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé C[0, 1], â L2(0, 1).

Îðòîãîíàëüíûå äîïîëíåíèÿ:

Çàäà÷à 2.23. Ïóñòü M � ïîäìíîæåñòâî ãèëüáåðòîâîãî ïðîñòðàíñòâà H. Äîêàæèòå,
÷òî
à) Îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå M⊥ � çàìêíóòîå ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H.
á) Åñëè ìíîæåñòâîM ïëîòíî âH, òîM⊥ = {0}. ÅñëèM � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî
â H è M⊥ = {0}, òî M � ïëîòíî â H.
â) (M⊥)⊥ = LinM (çàìûêàíèå ìíîæåñòâà êîíå÷íûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé âåêòîðîâ
èç M).
ã) Eñëè M � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H, òî H = M ⊕M⊥.

Íåêîìïàêòíîñòü øàðà:

Çàäà÷à 2.24. a) Ïîêàçàòü, ÷òî åäèíè÷íûé øàð â C íå êîìïàêòåí.
á) Ïîêàçàòü, ÷òî åäèíè÷íûé øàð â `1 íå êîìïàêòåí.
â) Ïóñòü E - çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî ëèíåéíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà

R. Ñóùåñòâóåò âåêòîð y ∈ R òàêîé ÷òî |y| = 1 è |y − x| ≥ 1/2 äëÿ âñåõ x ∈ E
ã) Òåîðåìà Ðèññà. Åäèíè÷íûé øàð áåñêîíå÷íîìåðíîãî íîðìèðîâàííîãî ïðîñòðàí-

ñòâà íå ïðåäêîìïàêòåí (è íå êîìïàêòåí).

Áîëåå ïîäðîáíî ïðî îðòîãîíàëüíûå ñèñòåìû â L2:

Çàäà÷à 2.25. Èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ òðèãîíîìåòðè÷åñêóþ ñèñòåìó íà L2(−π, π),
äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå ñèñòåìû îðòîãîíàëüíû è ïîëíû â L2(0, π):
à) {sin kx, k ≥ 1}, á) {cos kx, k ≥ 0} â) {sin(2k − 1)x, cos(2n− 1)x, k, n ≥ 1},
ã) {sin (2k−1)x

2
, k ≥ 1}, ä) {cos (2k−1)x

2
, k ≥ 1}.

Çàäà÷à 2.26. Ðàçëîæèòå ôóíêöèþ f(x) = 1 èç L2(0, π) â ðÿä Ôóðüå ïî ñèñòåìàì èç
ïóíêòîâ ã) è ä) ïðåäûäóùåé çàäà÷è. Çàïèøèòå ñîîòâåòñòâóþùèå ðàâåíñòâà Ïàðñåâà-
ëÿ.

Çàäà÷à 2.27. Ïîêàçàòü, ÷òî â L2(a, b), −∞ < a < b <∞, åñòü ïîëíûå îðòîãîíàëüíûå
ñèñòåìû, ñîñòîÿùèå èç
à) ìíîãî÷ëåíîâ,
á) ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé (â ÷àñòíîñòè, áàçèñ Õààðà),
â) òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ,
ã) ôóíêöèé, ëåæàùèõ â íàïåðåä çàäàííîì ïëîòíîì ìíîæåñòâå.

Óìåñòíî îáñóäèòü îáùóþ òåîðåìó Ñòîóíà-Âåéåðøòðàññà: çàìêíóòàÿ ïîäàëãåáðà ñ åäè-

íèöåé íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòå K, ðàçäåëÿþùàÿ òî÷êè, ñîâïàäàåò

ñ C[K]. Ïðîñòî èçëîæåíà ó Øèëîâà

Êîìïëåêñíûå ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà:
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Çàäà÷à 2.28. (*) Ïóñòü H - êîìïëåêñíîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî ñî ñêàëÿðíûì
ïðîèçâåäåíèåì (x, y). Ðàññìîòðèì åãî êàê âåùåñòâåííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî H0

ñ åâêëèäîâîé ñòðóêòóðîé (x, y)0 = <(x, y). Ïîêàæèòå, ÷òî
à) H0 - âåùåñòâåííîå ãèëüáåðòîâî ïðîñòðàíñòâî.
á) Ïóñòü e1, ..., en, .... - ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â H. Ïîñòðîéòå ïîëíóþ

îðòîãîíàëüíóþ ñèñòåìó â H0.

Ìíîãî÷ëåíû Ëåæàíäðà:

Çàäà÷à 2.29. Îïðåäåëèì ïîëèíîìû Ëåæàíäðà ôîðìóëîé Ðîäðèãåñà

Pn(x) =
1

2n · n!

dn

dxn
(x2 − 1)n

Äîêàçàòü îðòîãîíàëüíîñòü ýòèõ ïîëèíîìîâ â L2(−1, 1).

Çàäà÷à 2.30. Äîêàçàòü ïîëíîòó ñèñòåìû ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà â L2(−1, 1).

Çàäà÷à 2.31. Äîêàçàòü, ÷òî y = Pn(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ëåæàíäðà

(1− x2)y(2) − 2xy′ + n(n+ 1)y = 0.

Áàçèñû â L2(X × Y ):

Çàäà÷à 2.32. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè {ϕk} � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â L2(X,µ), {ψk} �
îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â L2(Y, ν), òî {ϕk⊗ψm}k,m � îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â L2(X×
Y, µ⊗ ν), ïðè÷åì îíà ïîëíà, åñëè ýòè ñèñòåìû ïîëíûå.

Çàäà÷à 2.33. Äîêàçàòü, ÷òî {sin kx sinmy}k,m � ïîëíàÿ îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà â
L2((0, π)2).

3 Ñåìèíàðû 12-18. Ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå

ßäðà Äèðèõëå è Ôåéåðà:

Çàäà÷à 3.1. a) Ïóñòü e1, e2, ..., en, ... - îðòîãîíàëüíàÿ ñèñòåìà, ïîðîæäàþùàÿ çàìêíó-
òîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ãèëüáåðòîâà ïðîñòðàíñòâà H. Ïîêàæèòå, ÷òî îòîáðàæåíèå
P : H → H, çàäàííîå ôîðìóëîé

P (v) =
∑
k

(v, ek)

(ek, ek)
ek

îïðåäåëÿåò îðòîãîíàëüíûé ïðîåêòîð èç H â P (H). Ïðîâåðüòå, â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâà,
P 2 = P , (P (v), u) = (v, P (u)). ×åìó ðàâíà íîðìà îïåðàòîðà?
á) Ïóñòü H = L2(a, b). Òîãäà ïðîåêòîð íà L ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì ñ

ÿäðîì K(x, y) =
∑

k
ek(x)ek(y)
|ek|2

;

â) Âû÷èñëèòå (åñëè íå âû÷èñëÿëè åùå) ÿäðî Äèðèõëå ïðîåêöèè L2(−π, π) íà ïîäïðî-
ñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n (â áàçèñå eikx)

Çàäà÷à 3.2. Ïðîâåðüòå, ÷òî ÿäðî Äèðèõëå 1
2π

sin
(2n+1)x

2

sin x
2

- íåïðåðûâíàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ

ôóíêöèÿ ñ èíòåãðàëîì ïî ïåðèîäó, ðàâíûì 1. Îáúÿñíèòå ïðîèñõîæäåíèå ïîñëåäíåãî
ñâîéñòâà. Íàðèñóéòå ïðèìåðíûé ãðàôèê ÿäðà Äèðèõëå ïðè áîëüøîì n.
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Çàäà÷à 3.3. (*) Ïóñòü Dk - ïðîåêòîð â L2(−π, π) íà ïðîñòðàíñòâî òðèãîíîìåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè íå âûøå k. Îïðåäåëèì îïåðàòîð Fn ïî ôîðìóëå

Fn(f) =
D0(f) +D1(f) + ...+Dn−1(f)

n

a) Ïîêàæèòå, ÷òî Fn - èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð ñ ÿäðîì Ôåéåðà
sin2 nx

2

2πn sin2 x
2

á) ßâëÿåòñÿ ëè Fn îðòîãîíàëüíûì ïðîåêòîðîì?

Çàäà÷à 3.4. (*) Ïðîâåðüòå, ÷òî ÿäðî Ôåéåðà � íåïðåðûâíàÿ íåîòðèöàòåëüíàÿ ïåðè-
îäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñ èíòåãðàëîì ïî ïåðèîäó, ðàâíûì 1. Îáúÿñíèòå ïðîèñõîæäåíèå
ïîñëåäíåãî ñâîéñòâà. Íàðèñóéòå ïðèìåðíûé ãðàôèê ÿäðà Ôåéåðà ïðè áîëüøîì n.

Ïîâåäåíèå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå è ñõîäèìîñòü ðÿäîâ:

Çàäà÷à 3.5. Ïîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ Lp(−π, π), p ≥ 1,
îïðåäåëÿþò f îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü (ò.å. åñëè äâå ôóíê-
öèè èìåþò îäèíàêîâûå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå, òî îíè ðàâíû ïî÷òè âñþäó). Â ÷àñò-
íîñòè, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè îïðåäåëÿþò åå îäíîçíà÷íî.

Çäåñü óìåñòíî ñôîðìóëèðîâàòü/îáñóäèòü ñëåäóþùèå ôàêòû (ðå÷ü, êîíå÷íî, î ïåðèîäè-
÷åñêèõ ôóíêöèÿõ íà R):

• Ñóùåñòâóþò íåïðåðûâíûå ôóíêöèè, ðÿä Ôóðüå êîòîðûõ ñõîäèòñÿ íå âî âñåõ òî÷êàõ.

• Åñëè ðÿä Ôóðüå íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ â òî÷êå x, òî îí ñõîäèòñÿ ê f(x)
(ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôåéåðà, äîëæíî áûòü íà ëåêöèÿõ).

• Òåîðåìà Êàðëåñîíà (1966): ðÿä Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L2 ñõîäèòñÿ ê f(x) äëÿ ïî÷òè âñåõ
x.

• Êîýôôèöèåíòû Ôóðüå îïðåäåëåíû íå òîëüêî äëÿ ôóíêöèé èç L2, íî è äëÿ ôóíêöèé
èç Lp, p ∈ [1,∞]. Ðåçóëüòàò, àíàëîãè÷íûé òåîðåìå Êàðëåñîíà, âåðåí ïðè f ∈ Lp äëÿ
âñåõ p > 1 (Õàíò).

• Ñóùåñòâóþò ôóíêöèè f ∈ L1, äëÿ êîòîðûõ ðÿä Ôóðüå ðàñõîäèòñÿ âñþäó (Êîëìîãî-
ðîâ).

• Ñóùåñòâóåò îáîáùåíèå òåîðåìû Ôåéåðà óòâåðæäàþùåå, ÷òî åñëè f ∈ L1, òî åå ñóììû
Ôåéåðà ñõîäÿòñÿ ê f ïî L1-íîðìå (òàêàÿ çàäà÷à åñòü â ëèñòêå 2). Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1 îïðåäåëÿþò åå îäíîçíà÷íî (ñ
òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà ìåðû íîëü).

Çàäà÷à 3.6. Ïóñòü èíòåãðèðóåìàÿ 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f èìååò êîýôôèöè-
åíòû Ôóðüå ck. ×åìó ðàâíû êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f(x− a)?

Çàäà÷à 3.7. à) Ïóñòü f � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ, íåïðåðûâíàÿ, êóñî÷íî íåïðåðûâíî äèô-
ôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ . Ïîêàæèòå, ÷òî êîìïëåêñíûé ðÿä Ôóðüå åå ïðîèçâîäíîé
f ′(x) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí ôîðìàëüíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì ðÿäà Ôóðüå ôóíêöèè
f . Òî åñòü, êîýôôèöèåíòû Ôóðüå f ′(x) èìåþò âèä ikck, ãäå ck� êîýôôèöèåíòû Ôóðüå
ôóíêöèè f .
á) Îáîáùèòå ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé âûñøèõ ïðîèçâîäíûõ ôóíêöèè f .

Çäåñü óìåñòíî óïîìÿíóòü, ÷òî àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò âåðåí äëÿ ðÿäà ïî äåéñòâèòåëüíîé

òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå. Ýòî îòíîñèòñÿ è ê ñëåäóþùèì çàäà÷àì.

7



Çàäà÷à 3.8. Äîêàæèòå, ÷òî êîýôôèöèåíòû cn êîìïëåêñíîãî ðÿäà Ôóðüå
à) ôóíêöèè èç L1(a, b) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ (ëåììà Ðèìàíà-Ëåáåãà);
á) ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè èç Ck(R) ò.å., ñ íåïðåðûâíûìè ïåðèîäè÷åñêèìè ïðîèçâîä-
íûìè äî k-îé, óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ cn = o(n−k).

Çàìå÷àíèå: íà ñàìîì äåëå äîñòàòî÷íî òðåáîâàòü, ÷òîáû áûëà k− 1 íåïðåðûâíàÿ ïðîèç-

âîäíàÿ, è f (k−1) áûëà êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìà.

Çàäà÷à 3.9. Åñëè cn = o(n−k−1−ε), òî cn � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ïåðèîäè÷åñêîé
ôóíêöèè f ∈ Ck(R), ïðè÷åì ðÿä Ôóðüå äëÿ f ñõîäèòñÿ ê íåé ðàâíîìåðíî íà âñåé
îñè.

Çàäà÷à 3.10. 1. ßâëÿþòñÿ ëè ñëåäóþùèå ðÿäû ðÿäàìè Ôóðüå íåïðåðûâíî äèôôå-
ðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé?

a)
∑ sinnx

n
; b)

∑ sinnx

n7/3
.

2. Ðàçëîæèòå â ðÿä Ôóðüå ôóíêöèþ (π−x)/2 íà èíòåðâàëå [0, 2π] ïî ñòàíäàðòíîé
òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ñèñòåìå.

Ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ðÿäîâ Ôóðüå:

Çàäà÷à 3.11. Ïóñòü ðÿä Ôóðüå íåïðåðûâíîé ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèè f ñõîäèòñÿ
ðàâíîìåðíî. Äîêàæèòå, ÷òî îí ñõîäèòñÿ ê f(x) äëÿ âñåõ x.

Çàìå÷àíèå: âîîáùå-òî, ðàâíîìåðíîñòü íå íóæíà � êàê îáñóæäàëîñü âûøå, ýòî ñëåäóåò èç

òåîðåìû Ôåéåðà. Îäíàêî, åñëè åñòü ðàâíîìåðíîñòü, òî ðåçóëüòàò ïîëó÷àåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî

"ðóêàìè".

Çàäà÷à 3.12. à) Ïóñòü 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f àáñîëþòíî íåïðåðûâíà è åå
ïðîèçâîäíàÿ f ′ (êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ïî÷òè âñþäó) ëåæèò â L2(−π, π). Äîêàæèòå, ÷òî∑

n∈Z |cn| < ∞, ãäå cn � êîýôôèöèåíòû Ôóðüå ôóíêöèè f . Äîêàæèòå, ÷òî åå ðÿä
Ôóðüå ñõîäèòñÿ ê f ðàâíîìåðíî íà âñåé îñè.
á) Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà |f(x)− f(y)| ≤
K|x−y| ïðè âñåõ x, y ∈ R. Äîêàæèòå òî æå óòâåðæäåíèå, ÷òî è â ïðåäûäóùåì ïóíêòå.

Íåðàâåíñòâî Ñòåêëîâà:

Çàäà÷à 3.13. Ïóñòü âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [0, π], óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ f(0) = f(π) = 0 è èìååò íà (0, π) ïðîèçâîäíóþ f ′, êîòîðàÿ
ïðèíàäëåæèò L2(0, π). Äîêàçàòü íåðàâåíñòâî Ñòåêëîâà (åãî ìíîãîìåðíîå îáîáùåíèå
íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâîì Ôðèäðèõñà):∫ π

0

(f(x))2dx ≤ C

∫ π

0

(f ′(x))2dx,

â êîòîðîì ðàâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ëèøü ïðè f(x) = a sinx.

Çàìå÷àíèå: ïðåäëàãàåòñÿ äîêàçàòü íåðàâåíñòâî äâóìÿ ñïîñîáàìè, èñïîëüçóÿ íåðàâåí-

ñòâî Ãåëüäåðà (òîãäà ïîëó÷èòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ C, òàêàÿ ÷òî âûïîëíåíî óòâåð-

æäàåìîå íåðàâåíèñòâî) è èñïîëüçóÿ ðÿäû Ôóðüå (òîãäà ñðàçó ïîëó÷èòñÿ C = 1).

Äîêàçàòü èçîïåðèìåòðè÷åñêîå íåðàâåíñòâî ïðè ïîìîùè ðÿäîâ Ôóðüå::

Çàäà÷à 3.14. Ïóñòü êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè èìååò äëèíó L è îãðàíè÷èâàåò îáëàñòü
ïëîùàäè S. Òîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå 4πS ≤ L2.
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4 Ñåìèíàðû 19-21. Óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè è

âîëíîâîå óðàâíåíèå íà êîìïàêòå

Óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè:

Çàäà÷à 4.1. Ðàññìîòðèì òîíêèé îäíîðîäíûé ñòåðæåíü [0, 1], ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî
òåïëîèçîëèðîâàíà. Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû u(t, x) â ìîìåíò âðåìåíè t > 0
è òî÷êå x ∈ (0, 1), åñëè íà÷àëüíîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû çàäàíî ôóíêöèåé
u(0, x) = x, à

à) êîíöû ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàþòñÿ ïðè íóëåâîé òåìïåðàòóðå, ò.å. u(t, 0) = u(t, 1) =
0;

á) íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ïîääåðæèâàåòñÿ íà÷àëüíàÿ òåìïåðàòóðà, ò.å. u(t, 0) = 0,
u(t, 1) = 1.

Êàê âåäåò ñåáÿ ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû, êîãäà t→∞?

Çàäà÷à 4.2. Íà îòðåçêå [0, π] ðåøèòü óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè

u′y = 4u′′xx + e−2t cos 2x, u(0, x) = cos 3x− 2,

ïðè óñëîâèè, ÷òî êîíöû îòðåçêà èçîëèðîâàíû ò.å.

u′x(t, 0) = u′x(t, π) = 0.

Çàäà÷à 4.3. Îïèñàòü ìåòîä Ôóðüå äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè,
çàäàííîãî íà îòðåçêå [0, l]:

u′t = a2u′′xx + f(t, x), u(0, x) = ϕ(x),

c íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè u(t, 0) = µ(t), u(t, l) = ν(t).

Çàäà÷à 4.4. Îïèøèòå ìåòîä Ôóðüå äëÿ êðàåâîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè
u′t = a2(u′′xx + u′′yy) äëÿ äâóìåðíîé ïðÿìîóãîëüíîé ïëàñòèíû 0 < x < l, 0 < y <
m ñ òåïëîèçîëèðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ è ãðàíèöåé â òåðìîñòàòå ñ íóëåâîé
òåìïåðàòóðîé,

u(t, x, 0) = u(t, x,m) = u(t, 0, y) = u(t, l, y) = 0, u(0, x, y) = ϕ(x, y)

Çàäà÷à 4.5. (∗∗∗) Îïèøèòå ìåòîä Ôóðüå äëÿ êðàåâîé çàäà÷è óðàâíåíèÿ òåïëîïðî-
âîäíîñòè u′t = a2(u′′xx + u′′yy) äâóìåðíîé êðóãëîé ïëàñòèíû x2 + y2 < 1 ñ òåïëîèçîëè-
ðîâàííîé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ è ãðàíèöåé â òåðìîñòàòå ñ íóëåâîé òåìïåðàòóðîé,

u(t, x, y)|x2+y2=1 = 0, u(0, x, y) = ϕ(x, y)

Âîëíîâîå óðàâíåíèå:

Çàäà÷à 4.6. Íàéäèòå çàêîí ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòðóíû ñ çàêðåïëåííûìè êîíöà-
ìè

u′′tt = a2u′′xx, u(t, 0) = u(t, π) = 0, u(0, x) = sin3 x, u′t(0, x) = 1
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Çàäà÷à 4.7. Íàéòè çàêîí ïîïåðå÷íûõ êîëåáàíèé ñòðóíû äëèíû l ñî ñâîáîäíûìè
êîíöàìè,

u′′tt = u′′xx, u′x(t, 0) = u′x(t, l) = 0; u(0, x) = x, u′t(0, x) = cos
3πx

l

Çàäà÷à 4.8. Ðåøèòå âîëíîâîå óðàâíåíèå u′′tt = a2(u′′xx + u′′yy) íà êâàäðàòå [0, π]× [0, π]
c ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

u(t, 0, y) = u(t, π, y) = u′y(t, x, 0) = u′y(t, x, π) = 0

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè u(0, x, y) = sinx cos 2y.

Çàäà÷à 4.9. (∗) Íàéäèòå çàêîí âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ìàÿòíèêà

mẍ+ ω2x = f(t), x(0) = ẋ(0) = 0

Çàäà÷à 4.10. (∗) Îïèøèòå çàêîí âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé èçíà÷àëüíî ïîêîÿùåéñÿ
ñòðóíû äëèíû π ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè,

u′′tt = u′′xx + f(x, t)

åñëè
a) f(x, t) = sin xe−t, á) f(x, t) = sin 3x cos t
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5 Ñåìèíàðû 22-26. Îáîáùåííûå ôóíêöèè

Øòðèõîì îáîçíà÷åíû íàèáîëåå îáÿçàòåëüíûå çàäà÷è

Çàäà÷à 5.1. ' Ïóñòü f ∈ L1(Rn). Íàéäèòå lim
ε→0+

1
εn
f
( ·
ε

)
â ñìûñëå D′(Rn).

Çàäà÷à 5.2. ' Íàéäèòå lim
ε→0+

ε
x2+ε2

â D′(R).

Çàäà÷à 5.3. ' Íàéäèòå lim
ε→0+

1√
2ε
e−x

2/2ε â D′(R).

Çàäà÷à 5.4. ' Ïóñòü ϕ ∈ D(R), ϕ(0) = 0. Äîêàæèòå, ÷òî ψ(x) = ϕ(x)
x
∈ D(R).

Çàäà÷à 5.5. ' Íàéäèòå âñå òàêèå f ∈ D′(R), ÷òî xf(x) = 0.

Çàäà÷à 5.6. Íàéäèòå âñå òàêèå f ∈ D′(R), ÷òî x2f(x) = 0.

Çàäà÷à 5.7. Íàéäèòå âñå òàêèå f ∈ D′(R), ÷òî xf(x) = 1.

Çàäà÷à 5.8. Íàéäèòå âñå òàêèå f ∈ D′(R), ÷òî xmf(x) = 0.

Îïðåäåëåíèå 1. Îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ P( 1
xm

), m ≥ 1, îïðåäåëÿåòñÿ äåéñòâèåì íà
ïðîáíóþ ôóíêöèþ φ ∈ C∞0 (R)

(
P
( 1

xm

)
, φ

)
= V.p.

+∞∫
−∞

φ(x)− φ(0)− xφ′(0)− · · · − xm−2

(m−2)!φ
(m−2)(0)

xm
dx.

Çàäà÷à 5.9. Íàéäèòå îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ îò P( 1
x
).

Çàäà÷à 5.10. Âû÷èñëèòå x2P( 1
x2

).

Çàäà÷à 5.11. Äîêàæèòå, ÷òî xmP
(

1
xm

)
= 1.

Çàäà÷à 5.12. Íàéäèòå âñå òàêèå f ∈ D′(R), ÷òî xmf(x) = 1.

Çàäà÷à 5.13. Íàéäèòå âñå òàêèå f ∈ D′(R), ÷òî (x2 − 1) f(x) = 1.

Îïðåäåëåíèå 2. Ôóíêöèîíàëû 1
x±i0 îïðåäåëèì êàê

(
1

x± i0
, ϕ

)
= lim

ε→0+

+∞∫
−∞

ϕ(x)

x± iε
dx.

Çàäà÷à 5.14. (Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî) Äîêàæèòå, ÷òî 1
x±i0 = P

(
1
x

)
∓ iπδ(x).

Çàäà÷à 5.15. ' Ïóñòü f(x, y, z) = 1√
x2+y2+z2

∈ D′(R3). Äîêàæèòå, ÷òî ∆f = −4πδ0.

Çàäà÷à 5.16. Âû÷èñëèòå îáîáùåííóþ ïðîèçâîäíóþ ln |x| â D′(R).

11



6 Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå

Çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíû áîëåå ñëîæíûå çàäà÷è, êðóæêîì � ìåíåå îáÿçàòåëüíûå.

Îïðåäåëåíèå. Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f ∈ L1(R) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F(f)(λ) = f̂(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

f(x)e−iλx dx.

Îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè g íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F−1(g)(λ) =
1√
2π

∫ ∞
−∞

g(x)eiλx dx,

òàê ÷òî F(f)(λ) = F−1(f)(−λ).

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ f àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà è óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå x0
óñëîâèþ Äèíè, òî F−1

(
F(f)

)
(x0) = f(x0), ãäå ïîñëåäíèé èíòåãðàë, çàäàþùèé F−1,

íóæíî ïîíèìàòü â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (òî åñòü êàê limR→∞
∫ R
−R).

Çàäà÷à 6.1. Êîýôôèöèåíòû ck Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ∈ L1(−l, l) îïðåäåëÿþòñÿ ïî
ôîðìóëå

ck =
1

2l

∫ l

−l
f(y)e−i

πk
l
ydy, (6.1)

à ôîðìóëà îáðàùåíèÿ â òî÷êå x, â êîòîðîé âûïîëíåíî óñëîâèå Äèíè, âûãëÿäèò êàê

f(x) =
∞∑

k=−∞

cke
iπk
l
x, ò.å. f(x) =

∞∑
k=−∞

1

2l

∫ l

−l
f(y)ei

πk
l
(x−y)dy. (6.2)

Îáîçíà÷üòå λ = πk
l
è ck =

√
2π
2l
f̂(λ). Ïåðåïèøèòå ôîðìóëû (6.1)�(6.2) â íîâûõ ïåðå-

ìåííûõ. Ôîðìàëüíî ïåðåéäèòå ê ïðåäåëó l → ∞, èíòåðïðåòèðîâàâ ñóììû â äâóõ
ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâàõ êàê èíòåãðàëüíûå ñóììû. Äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ îïðåäåëåíèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ôóíêöèè f(x) ∈ L1(R) è ôîðìóëà åãî îáðàùåíèÿ â êîìïëåêñ-
íîé ôîðìå.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ôîðìóëà îáðàùåíèÿ ñðàçó ïîÿâèòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî

çíà÷åíèÿ

Âû÷èñëåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è åãî àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà:

Çàäà÷à 6.2. Âû÷èñëèòü "òàáëè÷íûå" ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå:

a) χ[−a,a] b)χ[0,∞) · e−ax c) χ(−∞,0] · eax d) e−a|x| e) e−ax
2

(a > 0)

îòâåòû:
1

2
√
2π

sin ax

x
,

1√
2π

1

a+ iλ
,

1√
2π

1

a− iλ
,

1√
π

√
2a

λ2 + a2
,

√
1

2a
e−λ

2/4a

Çàäà÷à 6.3. Ìåòîäàìè ÒÔÊÏ âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå (èíòåãðàë â ñìûñëå
ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ) ôóíêöèé

a)
1

x± ia
(<a > 0), b)

1

x2 + a2
, c)

x

x2 + a2
, d)

sin ax

x
.
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îòâåòû: ∓
√
2πiχ[0,±∞]e

∓aλ,

√
π√
2a
e−a|λ|, −

√
π√
2
i signλe−a|λ|,

√
π√
2
χ[−a,a]

Çàäà÷à 6.4. Âûâåäèòå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå f(x)→ f̂(λ):

a) x→ i
d

dλ
, ò.å. g(x) = xf(x)⇒ ĝ(λ) = i

d

dλ
f̂(λ),

á)
d

dx
→ iλ,

â) g(x) = f(x− a) ⇒ ĝ(λ) = e−iλaf̂(λ), g(x) = eiaxf(x) ⇒ ĝ(λ) = f̂(λ− a);

ã) g(x) = f(ax) ⇒ ĝ(λ) =
1

|a|
f̂(
λ

a
)

ä) ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò (íå)÷åòíûå ôóíêöèè â (íå)÷åòíûå.
Êàêèå äîïîëíèòåëüíûå óñëîâèÿ íà ôóíêöèþ f(x) ∈ L1(R) íóæíî ïîòðåáîâàòü äëÿ
âûïîëíåíèÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñâîéñòâ?
å)(◦) ñôîðìóëèðóéòå àíàëîã ïóíêòîâ à-â) äëÿ ìíîãîìåðíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Çàäà÷à 6.5. (◦) Âûâåñòè ïðàâèëî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îò f(x) cos ax è f(x) sin ax.
Âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò e−ax

2
cos bx è îò −ax

2
sin bx, a > 0.

Çàäà÷à 6.6. Âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò

a)xe−ax
2

, b)
1

(x2 + 1)2
, c)

x

(x2 + 1)2
.

Çàäà÷à 6.7. a)∗ Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè e−ax
2
, ãäå a ∈ C, <a > 0;

á)∗ ðàñïðîñòðàíèòå ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò íà ÷èñòî ìíèìûå a;
â) âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèé sin ax2 è cos ax2.

Çàäà÷à 6.8. (∗) Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè 1
ch ax

Çàäà÷à 6.9. (◦) Âû÷èñëèòå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå â Rd îò ôóíêöèè e−(Ax,x), ãäå A �
âåùåñòâåííàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.

Ðåãóëÿðíîñòü:

Çàäà÷à 6.10. Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè f ∈ L1(R), äëÿ êîòîðîé f̂ /∈ L1(R).

Çàäà÷à 6.11. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f(x), xf(x), . . . , xnf(x) ∈ L1(R), òî f̂ ∈ Cn(R).

Çàäà÷à 6.12. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè f ∈ Cn(R) è f (k) ∈ L1(R) äëÿ âñåõ 0 ≤ k ≤ n, òî
|f̂(λ)| ≤ C(1 + |λ|n).

Î÷åâèäíîå, â çàäà÷àõ 6.11, 6.12 ôóíêöèè f è f̂ ìîæíî ïîìåíÿòü ìåñòàìè.

Çàäà÷à 6.13. (◦) Ñôîðìóëèðóéòå è ðåøèòå àíàëîã çàäà÷ 6.11, 6.12 äëÿ ôóíêöèé íà
Rd.

Çàäà÷à 6.14. (∗) Ïðèâåñòè ïðèìåð ôóíêöèè g ∈ C0(R) (ò.å. èç ïðîñòðàíñòâà íåïðå-
ðûâíûõ ôóíêöèé, íà áåñêîíå÷íîñòè ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ), êîòîðàÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïðå-
îáðàçîâàíèåì Ôóðüå íèêàêîé ôóíêöèè èç L1(R).
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Çàäà÷à 6.15. (◦) à) Âûðàçèòå ìîìåíòû ôóíêöèè f(x) (ò.å.
∫∞
−∞ x

nf(x)) ÷åðåç êîýô-
ôèöèåíòû Òåéëîðà â íóëå åå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.
á) Ïóñòü f(x) - ôèíèòíàÿ àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà f̂(λ) ïðîäîëæà-
åòñÿ äî öåëîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî.
â) Ïóñòü f(x) = 0 ïðè x < 0 è f(x) < Ceax ïðè x > 0 . Òîãäà f̂(λ) ïðîäîëæàåòñÿ äî
ôóíêöèè, àíàëèòè÷åñêîé â ïîëóïëîñêîñòè =λ < −a.

Ñâåðòêà:

Îïðåäåëåíèå. Ñâåðòêîé f ∗ g äâóõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ
ðàâåíñòâîì f ∗ g(x) =

∫∞
−∞ f(y)g(x− y)dy =

∫∞
−∞ f(x− y)g(y)dy. Câåðòêà îïðåäåëåíà

è ëåæèò â L1(R), åñëè îáå ôóíêöèè f è g ïðèíàäëåæàò L1(R).

Çàäà÷à 6.16. Ïîêàæèòå, ÷òî ïðè îïèñàííûõ âûøå óñëîâèÿõ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå
ñâåðòêè äâóõ ôóíêöèé ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå ýòèõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 6.17. Âû÷èñëèòå ñâåðòêó:

a) χ[0,1] ∗ χ[0,1], b) e−ax
2 ∗ e−bx2 .

Çàäà÷à 6.18. à) Ñîãëàñóéòå ðåçóëüòàò âû÷èñëåíèé ïðåäûäóùåé çàäà÷è ñ òåîðåìîé
î ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå ñâåðòêè.
á)(◦) Âû÷èñëèòå ñâåðòêó ôóíêöèé e−a|x| è e−b|x|, ðàçëîæèâ â ñóììó äðîáü 1

(x2+a2)(x2+b2)

Çàäà÷à 6.19. (◦) Ñôîðìóëèðóéòå è äîêàæèòå àíàëîã óòâåðæäåíèÿ çàäà÷è 6.16 äëÿ
ðÿäîâ Ôóðüå.

Ïðîñòðàíñòâî Øâàðöà S è ïðîñòðàíñòâî D.

Çàäà÷à 6.20. (ìîæíî óñòíî) à) Ïîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèè P (x)e−ax
2
, ãäå P (x) � ìíî-

ãî÷ëåí îò x, sinx, cosx, ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà S.
á) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðîñòðàíñòâà D ôèíèòíûõ áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ è S áûñòðî óáûâà-
þùèõ ôóíêöèé ïëîòíû â L2(R).
â) Ïîêàæèòå, ÷òî îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íà x è äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïåðåâîäÿò ïðî-
ñòðàíñòâà D è S â ñåáÿ.
ã) Ïîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî S â ïðîñòðàíñòâî
S, íî íå ïåðåâîäèò ïðîñòðàíñòâî D â ïðîñòðàíñòâî D.

Çàäà÷à 6.21. (◦) a) Ïóñòü f(x) ∈ S. Ðàññìîòðèì ïåðâîîáðàçíóþ F (x) =
∫ x
−∞ f(s)ds.

Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ F (x) ∈ S åñëè è òîëüêî åñëè
∫∞
−∞ f(s)ds = 0.

á) Ïóñòü f(x) ∈ S. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x)
x
∈ S åñëè è òîëüêî åñëè f(0) = 0.

Ôîðìóëà Ïëàíøåðåëÿ.

Çàäà÷à 6.22. (Ôîðìóëà Ïëàíøåðåëÿ) à) Ïóñòü f ∈ S(R). Äîêàæèòå, ÷òî ‖f‖L2(R) =

‖f̂‖L2(R).
á)(◦) Ñ ïîìîùüþ ïóíêòà à) äîêàæèòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ðàñïðîñòðàíÿ-

åòñÿ íà f ∈ L2(R). À èìåííî, ïîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé gN(λ) :=
1√
2π

∫ N
−N f(x)e−iλx dx, N > 0, ëåæèò â L2(R) è èìååò â ýòîì ïðîñòðàíñòâå íåêîòîðûé

ïðåäåë g ïðè N → ∞, ïðè÷åì âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå èç ‖f‖L2(R) = ‖g‖L2(R). Äîêà-

æèòå, ÷òî åñëè f ∈ L1(R), òî g = f̂ .
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Çàäà÷à 6.23. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû

a)

∫ ∞
−∞

sinx

x
= π; b)

∫ ∞
−∞

sin2 x

x2
= π.

âîñïîëüçîâàâøèñü ôîðìóëîé îáðàùåíèÿ è Ïëàíøåðåëÿ.

Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå äëÿ ðåøåíèÿ äèôôóðîâ.

Çàäà÷à 6.24. (◦) a) Ïðîâåðüòå êîììóòàöèîííîå ñîîòíîøåíèå îïåðàòîðîâ [ d
dx
, x] = 1

á) ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îïðåäåëÿåò àâòîìîðôèçì àëãåáðû äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Âî ÷òî ïåðåõîäÿò ïðè ïðåîáðàçîâàíèè Ôóðüå óðàâíåíèÿ

y′ − ay = e−x
2

, xy′′ − a2y = χ[0,∞)e
−ax ?

Çàäà÷à 6.25. Ðåøèòü, èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå çàäà÷è Êîøè ñ íóëåâûìè
íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè 1:

ẋ+ x = e−2t, ẍ+ 3ẋ+ 2x = e−3t

Çàäà÷à 6.26. Ðåøèòü â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà S ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå
çàäà÷ó Êîøè:

à) ut = aux, u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R, ϕ ∈ S.
á) ut = tux, u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R, ϕ ∈ S.
â) ut = 3ux + 2tuy, u(x, y, 0) = ϕ(x, y), (x, y) ∈ R2, ϕ ∈ S(R2).

Çàäà÷à 6.27. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

u′t = a2u′′xx, u(0, x) = e−bx
2

.

Çàäà÷à 6.28. Ðåøèòå çàäà÷ó Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ òåïëîïðîâîäíîñòè

u′t = a2u′′xx, u(0, x) = eix,

âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòâåòñòâóþùåé ôóíêöèåé Ãðèíà

Ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü f � îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ èç S ′(R). Ee (îáîáùåííûì) ïðå-
îáðàçîâàíèåì Ôóðüå íàçûâàåòñÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ f̂ ∈ S ′(R), óäîâëåòâîðÿþùàÿ

(f̂ , ϕ) = (f, ϕ̂) äëÿ ëþáîé ϕ ∈ S(R). (6.3)

Çàäà÷à 6.29. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ∈ L1(R) � ðåãóëÿðíàÿ îáîáùåííàÿ ôóíêöèÿ, òî
åå êëàññè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñîâïàäàåò ñ îáîáùåííûì.

Çàäà÷à 6.30. Äîêàæèòå, ÷òî ñâîéñòâà à),á),â),ã) èç çàäà÷è 6.4 âûïîëíåíû è äëÿ
ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå îáîáùåííûõ ôóíêöèé. ×òî îçíà÷àþò ñâîéñòâà â),ã)?

Çàäà÷à 6.31. Âû÷èñëèòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñëåäóþùèõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé:

a) P 1

x
b) δ(x− a), a ≥ 0 c) δ(n)(x− a)

d) eiax, a ∈ R e)
1

x± i0
f) signx g) θ(x)

Çàäà÷à 6.32. Ðåøèòå ñëåäóþùèå óðàâíåíèÿ â S ′(R), èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ôó-
ðüå:

a) f ′ + f = δ(x) b) − f ′′ + f = iδ(x)

1â çàäà÷å Êîøè âàæíû òîëüêî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïðè t > 0, ïîýòîìó ïðàâóþ ÷àñòü ìîæíî

óìíîæèòü íà χ[0,∞)
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