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Ïóñòü f ∈ L1(R). Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå îò ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

F(f)(λ) = f̂(λ) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
f(t)e−iλtdt, λ ∈ R.

Îáðàòíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå ôóíêöèè f̂(λ) íàçûâàåòñÿ

F−1(f̂)(x) = 1√
2π

∫ +∞

−∞
f̂(λ)eiλxdλ, x ∈ R,

ãäå ïîñëåäíèé èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ:
∫∞
−∞ dλ = limN→∞

∫ N
−N dλ

(äàæå â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ýòîò èíòåãðàë ìîæåò ðàñõîäèòüñÿ).
Íàïîìíèì, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f â òî÷êå x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Äèíè, òî âåðíà

ôîðìóëà îáðàùåíèÿ:
F−1(F(f))(x) = f(x).

Çàäà÷à 1. Ëåììà Ðèìàíà íà R. Ïóñòü f ∈ L1(R). Äîêàæèòå, ÷òî

lim
λ→±∞

∫ ∞
−∞

f(t)e−iλt dt = 0.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå f̂(λ)→ 0 ïðè λ→ ±∞.

Çàäà÷à 2. Ïðèíöèï ëîêàëèçàöèè äëÿ èíòåãðàëà Ôóðüå. Ïóñòü f, g ∈ L1(R).
Åñëè ôóíêöèè f è g ñîâïàäàþò â ñêîëü óãîäíî ìàëîé îêðåñòíîñòè O(x0) íåêîòîðîé
òî÷êè x0 ∈ R, òî â âûðàæåíèÿõ F−1(F(f))(x0) è F−1(F(g))(x0) âíåøíèå èíòåãðà-
ëû, çàäàþùèå îïåðàòîð F−1, ñõîäÿòñÿ èëè ðàñõîäÿòñÿ îäíîâðåìåííî (âíóòðåííèå
ñõîäÿòñÿ, òàê êàê f, g ∈ L1(R)). Åñëè ýòè èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ, òî ðàññìàòðèâàåìûå
âûðàæåíèÿ ïðèíèìàþò îäíî è òî æå çíà÷åíèå.

Çàäà÷à 3. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:

f(x) = xχ[a,b](x); f(x) =
d2

dx2
(x3e−|x|).

Çàäà÷à 4. Êàêîé ôóíêöèåé áóäåò ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè f(x), åñëè èçâåñò-
íî, ÷òî ôóíêöèÿ f 1) ÷åòíàÿ, 2) íå÷åòíàÿ, 3) âåùåñòâåííàÿ, 4) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
f(x) = f(−x)?
Àíàëîãè÷íûé âîïðîñ ïðî ôóíêöèþ f, åñëè ýòèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàåò åå ïðåîáðàçî-
âàíèå Ôóðüå F(f)(λ) ïî ïåðåìåííîé λ.

Çàäà÷à 5. Ïóñòü f(x) ∈ L1(R) ∩ C2(R), ïðè÷åì f ′(x), f ′′(x) ∈ L1(R). Äîêàçàòü, ÷òî
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå F(f)(λ) ∈ L1(R).

Çàäà÷à 6. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) = e−x
2
ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà

S(R). Ïðèíàäëåæèò ëè ôóíêöèÿ f(x) = e−x
2
cos(ex

2
) ïðîñòðàíñòâó Øâàðöà S(R)?
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Çàäà÷à 7. Ðåãóëÿðèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ ñâåðòêè. a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f, φ ∈
L1(R), φ ∈ Cn(R) è φ′, φ′′, . . . , φ(n) ∈ L1(R), òî f ∗ φ ∈ Cn(R) è (f ∗ φ)(n) = f ∗ φ(n).

b) Ïóñòü ôóíêöèÿ f ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà íà R. Ïðèäóìàéòå ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé φn, òàêóþ ÷òî f ∗ φn ∈ C∞(R) è supx∈R |(f ∗ φn)(x) − f(x)| → 0 ïðè
n→∞.

Óêàçàíèå: âûáåðèòå φn â âèäå δ- îáðàçíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè: â âèäå "óçêèõ è âûñîêèõ" áåñêî-

íå÷íî ãëàäêèõ "øàïî÷åê". Èõ ìîæíî ïîñòðîèòü ñòàðòóÿ ñ îäíîé òàêîé øàïî÷êè φ, suppφ ∈ [−1, 1],
ïðàâèëüíî åå íîðìèðîâàâ. Ýòó øàïî÷êó ÿâíî ìîæíî íå ïðåäúÿâëÿòü (õîòÿ áûëî áû õîðîøî).

Çàìå÷àíèå. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîòðåáîâàòü òîëüêî ÷òîáû ôóíêöèÿ f ëåæàëà â L1(R), òî
áåñêîíå÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè f ∗ φn áóäóò ïðèáëèæàòü ôóíêöèþ f â ñìûñëå L1(R). Òàêàÿ ñâåðòêà

� êëàññè÷åñêèé ñïîñîá ðåãóëÿðèçàöèè ôóíêöèé.

Çàäà÷à 8. Íàéòè ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ñëåäóþùèõ îáîáùåííûõ ôóíêöèé èç S ′(R):

a) arctg x b) V.p.
cosx

x

Çàäà÷à 9. (*) Ôîðìóëà Ïóàññîíà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x) ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó Øâàðöà. Äîêàæèòå ðàâåíñòâî∑

n∈Z

f(x+ 2πn) =
1√
2π

∑
n∈Z

f̂(n)einx.

Óêàçàíèå: ëåâàÿ ÷àñòü ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé. Íàéäèòå äëÿ íåå êîýôôèöèåíòû Ôó-

ðüå ïî îðòîãîíàëüíîé ñèñòåìå {einx} è óáåäèòåñü â ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ðÿäà
Ôóðüå.

Çàäà÷à 10. (*) Ïóñòü ôóíêöèÿ u = u(x, y), x ∈ R, y ∈ R+ ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàí-
ñòâó Øâàðöà ïî ïåðåìåííîé x ðàâíîìåðíî ïî y (ò.å., êîíñòàíòû â îöåíêàõ ïðîèçâîä-
íûõ u(x, y) ïî ïî ïåðåìåííîé x íå çàâèñÿò îò y) è ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé
çàäà÷è â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè:

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, x ∈ R, y > 0 (óðàâíåíèå Ëàïëàñà),

u(x, 0) = ϕ(x), x ∈ R (ãðàíè÷íîå óñëîâèå).

ïðè÷åì u(x, y)→ 0 ïðè y → +∞ äëÿ ëþáîãî x ∈ R è ϕ ∈ L1(R).
Ïðîâåðüòå, ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå ôóíêöèè u(x, y) ïî ïåðåìåííîé x èìååò

ñëåäóþùèé âèä
F(u)(λ) = F(ϕ)(λ)e−y|λ|, ∀y > 0.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû îáðàùåíèÿ ïîëó÷èòå ôîðìóëó äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé
çàäà÷è â âèäå èíòåãðàëà Ïóàññîíà

u(x, y) =
1

π

∫ ∞
−∞

y

(x− ξ)2 + y2
ϕ(ξ)dξ.
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