
Çàäà÷è äëÿ äîñðî÷íîãî ýêçàìåíà ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó àíàëèçó

1. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñîäåðæèò âîçðàñòàþùóþ èëè
óáûâàþùóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
2. Äîêàçàòü, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} îãðàíè÷åíà è lim

n→∞
(an+1 − an) = 0, òî åå

÷àñòè÷íûå ïðåäåëû çàïîëíÿþò îòðåçîê îò íèæíåãî äî âåðõíåãî ïðåäåëîâ.
3. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} òàêîâà, ÷òî 0 ≤ an+k ≤ an+ak ïðè âñåõ n, k. Äîêàçàòü,

÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an/n} ñõîäèòñÿ.
4. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñåë an > 0 âåðíî íåðàâåíñòâî

lim
n→∞

(a1 + an+1

an

)n

≥ e.

5. (i) Äîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî e èððàöèîíàëüíî. (ii) Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ
íàòóðàëüíûõ ÷èñåë nk. Äîêàçàòü, ÷òî ðÿä

∑∞
k=1(nk!)

−1 ñõîäèòñÿ è åãî ñóììà � èððàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî.
6. Íàéòè ïðåäåë lim

n→∞
n sin(2πn!e).

7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà x ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî ïàð
öåëûõ ÷èñåë p, q òàêèõ, ÷òî ∣∣∣x− p

q

∣∣∣ ≤ 1

q2
.

8. Äîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n sin n ñîäåðæèò îãðàíè÷åííóþ ïîäïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü.
9. Ñõîäèòñÿ ëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an = (1 + ln n)−1/2 ln | sin n|?
10. Ïóñòü ϕ � ïîëîæèòåëüíàÿ, ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ íà [0, +∞), ïðè÷åì∑∞
n=1 ϕ(n) < ∞. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë αn,

ìîíîòîííî óáûâàþùàÿ ê íóëþ, äëÿ êîòîðîé
∑∞

n=1 ϕ(αnn) < ∞.
11. Íàéòè ïðåäåë lim

n→∞

∑n
k=1

1
n+k

.

12. Ñõîäèòñÿ ëè ðÿä
∑∞

n=2(−1)n 1√
n+(−1)n ?

13. Äîêàçàòü, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ôóíêöèè íà ïðÿìîé, äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî òî÷åê
ðàçðûâà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë.
14. Ïóñòü f � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1], f(0) = f(1) = 0. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ãðàôèê f èìååò ãîðèçîíòàëü äëèíû h ∈ (0, 1], åñëè íàéäåòñÿ òàêîå x ∈ [0, 1 − h], ÷òî
f(x) = f(x + h). Äîêàçàòü, ÷òî ïðè h = n−1, ãäå n ∈ N, íàéäåòñÿ ãîðèçîíòàëü äëèíû h, íî
äëÿ âñÿêîãî èíîãî h åñòü ôóíêöèÿ f ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, íå èìåþùàÿ ãîðèçîíòàëè
äëèíû h.
15. (i) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íà ìíîæåñòâå E ⊂ [0, 1] óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ

ïîñòîÿííîé L: |f(x)−f(y)| ≤ L|x−y| äëÿ âñåõ x, y ∈ E. Äîêàçàòü, ÷òî åå ìîæíî ïðîäîëæèòü
íà âåñü îòðåçîê ñ ñîõðàíåíèåì ýòîãî óñëîâèÿ. (ii) Âåðíî ëè àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå äëÿ
ïîäìíîæåñòâ êâàäðàòà?
16. Ïóñòü ôóíêöèÿ f äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðÿìîé, a < b. Äîêàæèòå, ÷òî f ′ ïðèíèìàåò

íà îòðåçêå [a, b] âñå çíà÷åíèÿ ìåæäó f ′(a) è f ′(b).

17. Äèôôåðåíöèðóåìà ëè â íóëå ôóíêöèÿ f(x, y) = 3
√

x3 + y6?
18. Ïóñòü ôóíêöèÿ f íà R2 òàêîâà, ÷òî äëÿ êàæäîãî x ∈ R ôóíêöèÿ y 7→ f(x, y) íåïðå-

ðûâíà è äëÿ êàæäîãî y ∈ R ôóíêöèÿ x 7→ f(x, y) íåïðåðûâíà. Äîêàçàòü, ÷òî f èìååò
òî÷êó íåïðåðûâíîñòè.
19. Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé fn íà [0, 1]. Âåðíî ëè, ÷òî âñåãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë εn > 0, ÷òî lim
n→∞

εnfn(x) = 0 äëÿ êàæäîãî x ∈ [0, 1]?

20. Çàäàíà áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîãî÷ëåíîâ Pn. Âñåãäà ëè ñóùåñòâóåò êî-
íå÷íûé íàáîð ôóíêöèé f1, . . . , fN , êîìïîçèöèÿìè êîòîðûõ ìîæíî çàïèñàòü âñÿêèé èç ýòèõ
ìíîãî÷ëåíîâ?
21. Ìîæíî ëè ïðÿìóþ ïðåäñòàâèòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèõñÿ îò-

ðåçêîâ ñ ïîëîæèòåëüíûìè äëèíàìè?


