
ìÉÓÔÏË 3

ìÉÓÔÏË ÍÏÖÎÏ ÓÄÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÚÁ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÄ ÓÄÁÞÅÊ ÌÉÓÔËÁ ÓÔÕÄÅÎÔ ÄÏÌÖÅÎ
ÏÂßÑ×ÉÔØ ÎÏÍÅÒÁ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÕÍÅÅÔ ÒÅÛÁÔØ. (ëÁÖÄÙÊ ÐÕÎËÔ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ, ÐÕÎËÔ
ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Ó ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍ ×ÅÓÏÍ. úÁÄÁÞÉ, ÕÓÐÅÛÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÎÙÅ Õ ÄÏÓËÉ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ,

ÏÂßÑ×ÌÑÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ, ÉÈ ÏÔÍÅÔÉÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ ÓÅÍÉÎÁÒÁ.) óÄÁÞÁ ÌÉÓÔËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÓÓËÁÚÅ
ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÎÁ ×ÙÂÏÒ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ | ÌÉÓÔÏË ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÄÁÎÎÙÍ,
ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÙ ×ÅÒÎÏ. ðÏ×ÔÏÒÎÁÑ ÐÏÐÙÔËÁ ÓÄÁÞÉ ÌÉÓÔËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÒÁÎÅÅ, ÞÅÍ
ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÅÎØ. ïÃÅÎËÁ ÚÁ ÌÉÓÔÏË ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ X ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ
X + 4− 2N + 3k. úÄÅÓØ N { ÎÏÍÅÒ ÎÅÄÅÌÉ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÄÁÞÁ ÌÉÓÔËÁ, k - ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï

ÒÁÓÓËÁÚÁÎÎÙÈ Õ ÄÏÓËÉ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÚÁÄÁÞ.

÷áöîï: úÁÄÁ×ÁÊÔÅ ×ÏÐÒÏÓÙ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑÍ! óÐÒÁÛÉ×ÁÊÔÅ ÏÂÏ ×ÓÅÍ, × ÞÅÍ ÎÅ Õ×ÅÒÅÎÙ! îÁ

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ×ÏÐÒÏÓÏ× ÄÏ ÓÄÁÞÉ ÌÉÓÔËÁ ÎÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ.

úÁÄÁÞÁ 1. ëÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÞÁÓÔÉÞ-
ÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ? á ËÁËÉÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÒÑÄËÁ?

(x; y) ≼1 (x
′; y′) ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏ x ≤ x′ É y ≤ y′;

(x; y) ≼2 (x
′; y′) ÅÓÌÉ ×ÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× x ≤ x′ É y ≤ y′;

(x; y) ≼3 (x
′; y′) ÅÓÌÉ max(x; y) ≤ min(x′; y′);

(x; y) ≼4 (x
′; y′) ÅÓÌÉ x+ y ≤ x′ + y′;

(x; y) ≼5 (x
′; y′) ÅÓÌÉ x < x′, ÉÌÉ x = x′, ÎÏ y < y′, ÉÌÉ ÖÅ x = x′ É y = y′.

úÁÄÁÞÁ 2. óËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÎÁ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÉÚ ÔÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ? îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ èÁÓÓÅ.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÔÒÉ ÐÒÉÍÅÒÁ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ-
×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ Ä×ÕÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ É ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÔÒÅÔØÅÍÕ. õÓÌÏ×ÉÑ:
ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔØ; ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÏÓÔØ; ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ.

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ R | ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X. ëÌÁÓÓÏÍ ÜË×É-
×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ a ∈ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x ∈ X; xRa}. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÌÀÂÙÅ Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÓÑ, ÌÉÂÏ ÓÏ×ÐÁÄÁÀÔ, É ÞÔÏ ÔÅÍ
ÓÁÍÙÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ R ÚÁÄÁÅÔ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁX × ×ÉÄÅ ÏÂß-
ÅÄÉÎÅÎÉÑ ÅÇÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× (ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). íÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ X=R.
ðÏËÁÖÉÔÅ ÞÔÏ, ÎÁÏÂÏÒÏÔ, ÌÀÂÏÅ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X × ×ÉÄÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ
ÅÇÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ÚÁÄÁÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ X, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÑÅÍÏÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,
ËÏÇÄÁ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ × ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 5. ðÕÓÔØ f : X → Y ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ X ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R
ÔÁË: aRb, ÅÓÌÉ f(a) = f(b). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ,
É ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ X=R É ÏÂÒÁÚÏÍ f(X) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f .

úÁÄÁÞÁ 6. ðÕÓÔØ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÚÁÄÁÎÁ ÂÉÎÁÒÎÁÑ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×Á-
ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ∼. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
∼, ÅÓÌÉ ÉÚ a ∼ a′ É b ∼ b′ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a ∗ b ∼ a′ ∗ b′. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-
ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X= ∼ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÂÉÎÁÒÎÕÀ ÏÐÅÒÁÃÉÀ �∗ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ
A ⊂ X É B ⊂ X | Ä×Á ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ A�∗B ÜÔÏ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ a ∗ b, ÇÄÅ a | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÌÁÓÓÁ A, Á b | ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ
ÜÌÅÍÅÎÔ ËÌÁÓÓÁ B. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ∗ ÂÙÌÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ, ÁÓÓÏÃÉÁ-
ÔÉ×ÎÏÊ ÉÌÉ ÏÂÌÁÄÁÌÁ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÔÏ ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÂÕÄÅÔ ÏÂÌÁÄÁÔØ
É ÏÐÅÒÁÃÉÑ �∗ ÎÁ X= ∼. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ Ä×Á ÐÒÉÍÅÒÁ ÔÁËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ.



2

úÁÄÁÞÁ 7. úÁÄÁÄÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ "∼" ÎÁ N × N ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (a; b) ∼ (a′; b′)
ÅÓÌÉ a + b′ = a′ + b. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ïÐÉÛÉÔÅ
ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÐÏËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ N × N
ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ × ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 6 ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Å (N×N)= ∼ ËÏÍÍÕ-
ÔÁÔÉ×ÎÁ, ÁÓÓÏÃÉÁÔÉ×ÎÁ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÅÊÔÒÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, É ÌÀÂÏÊ ËÌÁÓÓ ÏÂÌÁÄÁÅÔ
ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÙÍ. ïÐÉÛÉÔÅ ÜÔÏ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï.

úÁÄÁÞÁ 8. ðÕÓÔØ n > 1 | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å Z ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÓÒÁ×ÎÉÍÏÓÔÉ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ n: x ≡ y mod n ÅÓÌÉ x−y ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ n. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅ-
ÒÁÃÉÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Z ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÙ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.
üÔÏ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ××ÅÄÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Zn.

úÁÄÁÞÁ 9. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁ Zn ÎÅÌØÚÑ ××ÅÓÔÉ ÎÉËÁËÏÇÏ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ
ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÂÙÌÁ ÂÙ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÁ Zn, ÔÏ
ÅÓÔØ ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ ÉÚ a ≤ b ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ a+ c ≤ b+ c ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ∈ Zn .

úÁÄÁÞÁ 10. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅËÔÏÒÏ× × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ
ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÁ ÏÓÉ OZ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-
ÓÔÉ É ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó ÜÔÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.
õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅËÔÏÒÏ× ÐÌÏÓËÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 11. éÚÍÅÎÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÀ-
ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ Ä×Á ×ÅËÔÏÒÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÁÒÁÌ-
ÌÅÌØÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ XOY . äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÅÒÁÃÉÑ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ×ÅËÔÏÒÏ× ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó
ÜÔÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÁÊÔÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÁÎÁÌÏÇÉÞ-
ÎÏÅ ÐÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÍÕ × ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ.

úÁÄÁÞÁ 12. ðÕÓÔØ f : X → X ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ X ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ
ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ: xRy, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ k ≥ 0 y = fk(x).
Á) * äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ f ÂÉÅËÃÉÑ.
÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ? åÓÌÉ ÎÅÔ, ÎÁÊÄÉÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ.
Â) * äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ

∩∞
k=0

fk(X) = ∅, ÔÏ R Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ
ÐÏÒÑÄËÁ. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ? åÓÌÉ ÎÅÔ, ÎÁÊÄÉÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ.

úÁÄÁÞÁ 13. ðÕÓÔØ X, Y ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ÷×ÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Y X ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÅÓÌÉ f; g ∈ Y X , ÔÏ fRg, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ
ÔÁËÉÅ Ä×Å ÂÉÅËÃÉÉ ' : X → X É  : Y → Y , ÞÔÏ  ◦ f = g ◦ '. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ
ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ f(X)
ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ. ïÐÉÛÉÔÅ ËÌÁÓÓÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÅÈ
ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ f , Õ ËÏÔÏÒÙÈ |f(X)| = 2. óËÏÌØËÏ ÉÈ, ÅÓÌÉ X ËÏÎÅÞÎÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×?

úÁÄÁÞÁ 14. îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å R ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ××ÅÄÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-
ÎÏÓÔÉ x ∼ y, ÅÓÌÉ x − y ∈ Z. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÆÁËÔÏÒÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R=Z.
ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÂÉÅËÃÉÀ ÍÅÖÄÕ R=Z É ÏËÒÕÖÎÏÓÔØÀ S1 = {(x; y) : x2 + y2 = 1}. ïÔÏÖÄÅ-
ÓÔ×ÉÔÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ S1 Ó ÐÅÒÉÏÄÉÞÅÓËÉÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÎÁ R.

ëÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ R1 ∈ M × N É R2 ∈ N × P ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ R1 ◦ R2 ∈ M × P ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ (x; y) ∈ R1 ◦ R2 ÅÓÌÉ

∃z ∈ N , ÔÁËÏÅ ÞÔÏ (x; z) ∈ R1 É (z; y) ∈ R2.
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úÁÄÁÞÁ 15. * ïÔÎÏÛÅÎÉÅ �1 ∈ R × R - ÔÒÁÎÓÐÏÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ Ë ÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ
x = 2 cos': �1 = {(2 cos'; ')|' ∈ R}, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ �2 ∈ R × R - ÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ
y = 3 sin': �2 = {('; 3 sin'; )|' ∈ R}. ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ �1 ◦ �2 É ÏÐÉÛÉÔÅ ÅÅ
ËÁË ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2.

úÁÄÁÞÁ 16. * çÒÁÆ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÊÔÉ ×
ÌÀÂÕÀ. òÅÂÒÏ ÇÒÁÆÁ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÏÓÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÕÄÁÌÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆ
ÐÅÒÅÓÔÁÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÎÙÍ. îÁÚÏ×ÅÍ Ä×Å ×ÅÒÛÉÎÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÏÄÎÏÊ
ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÊÔÉ × ÄÒÕÇÕÀ, ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÑ ÐÏ ÍÏÓÔÁÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÇÒÁÆÅ k ÍÏÓÔÏ×, ÔÏ ËÌÁÓÓÏ× ÚË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ
ÂÕÄÅÔ ÒÏ×ÎÏ k+1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÚ ÇÒÁÆÁ ÕÄÁÌÉÔØ ×ÓÅ ÍÏÓÔÙ, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ Ó×ÑÚÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ.

úÁÄÁÞÁ 17. ** ðÕÓÔØ ÇÒÁÆ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÏÓÔÏ×. îÁÚÏ×ÅÍ ÒÅÂÒÏ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÒÏËÁ-

ÄÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÅÇÏ ÕÄÁÌÅÎÉÉ × ÇÒÁÆÅ ÐÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÏÓÔ. ÷×ÅÄÅÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÓÅÈ
ÒÏËÁÄ ÄÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ËÁÖÄÁÑ ÒÏ-
ËÁÄÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁ ÓÁÍÏÊ ÓÅÂÅ, Á Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÒÏËÁÄÙ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÉÈ
ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÇÒÁÆ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ ÎÅÓ×ÑÚÎÙÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÏÔÎÏÛÅ-
ÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. ðÒÉ×ÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÇÒÁÆÏ× Ó ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ ËÌÁÓÓÁÍÉ
ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ É ÌÀÂÙÍ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ. äÏ-
ËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÒÏËÁÄ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÏ Ó×ÑÚÎÙÈ
ËÏÍÐÏÎÅÎÔ ÐÏÌÕÞÉ×ÛÅÇÏÓÑ ÇÒÁÆÁ ÒÁÎÏ ÞÉÓÌÕ ÕÄÁÌÅÎÎÙÈ ÒÏËÁÄ.


