
Âûïóêëûå ìíîæåñòâà. Áàçîâûå ñâîéñòâà.

(1) Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ìàê-
ñèìóì. Ïåðåìåííàÿ x ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Rn. Çàäàí âåêòîð c ∈ Rn,
ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : Rn → Rm è âåêòîð b ∈ Rm. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à

〈c, x〉 =
n∑

i=1

cixi → max .

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
Ax ≤ b,

xi ≥ 0, ∀1 ≤ i ≤ n.

Äîêàæèòå, ÷òî êàæäóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîæíî ïðè-
âåñòè ê ñòàíäàðòíîé ôîðìå.

(2) Êàê äëÿ äàííîé ëèíåéíîé ôóíêöèè 〈c, x〉 íàéòè åå ìàêñèìóì íà êóáå Q =
[−1, 1]n? Êàê äëÿ òî÷êè y /∈ Q íàéòè ëèíåéíîå íåðàâåíñòâî, êîòîðîìó óäîâëå-
òâîðÿåò y, íî íå óäîâëåòâîðÿþò òî÷êè Q?

(3) Äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëîé îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà A ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà{
t1x1 + t2x2 + . . .+ tmxm, 0 ≤ ti ≤ 1,

m∑
i=1

ti = 1, xi ∈ A, m ∈ N
}
.

Â ÷àñòíîñòè, äîêàæèòå, ÷òî âûïóêëîé îáîëî÷êîé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà òî÷åê
{xi}, 1 ≤ i ≤ n ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âèäà{

t1x1 + t2x2 + . . .+ tnxn, 0 ≤ ti ≤ 1,
n∑

i=1

ti = 1
}
.

(4) Ïðèäóìàéòå ïðèìåð íåâûïóêëîãî ìíîæåñòâàX, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñâîé-
ñòâî: x, y ∈ X → x+y

2
∈ X. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè çàìêíóòîå ìíîæåñòâî X óäî-

âëåòâîðÿåò ýòîìó ñâîéñòâó, òî X âûïóêëî.
(5) (Òåîðåìà Ðàäîíà) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî X = {xi}, 1 ≤ i ≤ m � àôôèí-

íî çàâèñèìûå òî÷êè â Rn, ò.å. ñóùåñòâóþò êîýôôèöèåíòû αi ñî ñâîéñòâîì∑m
i=1 αi = 0,

∑m
i=1 αixi = 0. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà ñóùåñòâóåò ðàçáèåíèå X íà

äâà ìíîæåñòâà, âûïóêëûå îáîëî÷êè êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ.
(6) (Òåîðåìà Õåëëè) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè Ai, 1 ≤ i ≤ m, m ≥ n+1 � âûïóêëûå

ìíîæåñòâà â Rn è ëþáûå n + 1 èç íèõ èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, ÷òî âñå
îíè èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå.

(7) (Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè) Ïóñòü A ⊂ Rn è x ∈ conv(A). Äîêàæèòå, ÷òî x
ïðèíàäëåæèò âûïóêëîé îáîëî÷êå n+ 1 òî÷êè èç A.

(8) (a) Âåðíî ëè, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îòêðûòîãî ìíîæåñòâà îòêðûòà?
(b) Âåðíî ëè, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà çàìêíóòà?
(c) Âåðíî ëè, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà îãðàíè÷åíà?
(d) Âåðíî ëè, ÷òî âûïóêëàÿ îáîëî÷êà êîìïàêòà åñòü êîìïàêò?
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