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ìÉÓÔÏË ÍÏÖÎÏ ÓÄÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÚÁ ÏÄÉÎ ÒÁÚ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÄ ÓÄÁÞÅÊ ÌÉÓÔËÁ ÓÔÕÄÅÎÔ

ÄÏÌÖÅÎ ÏÂßÑ×ÉÔØ ÎÏÍÅÒÁ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÕÍÅÅÔ ÒÅÛÁÔØ. (ëÁÖÄÙÊ ÐÕÎËÔ ÏÃÅÎÉ×ÁÅÔÓÑ

ÏÔÄÅÌØÎÏ, ÐÕÎËÔ ÓÏ Ú×ÅÚÄÏÞËÏÊ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ Ó ÕÄ×ÏÅÎÎÙÍ ×ÅÓÏÍ. úÁÄÁÞÉ, ÕÓÐÅÛÎÏ

ÒÁÓÓËÁÚÁÎÎÙÅ Õ ÄÏÓËÉ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ, ÏÂßÑ×ÌÑÔØ ÎÅ ÎÁÄÏ, ÉÈ ÏÔÍÅÔÉÔ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌØ

ÓÅÍÉÎÁÒÁ.) óÄÁÞÁ ÌÉÓÔËÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÒÁÓÓËÁÚÅ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ

ÎÁ ×ÙÂÏÒ ÐÒÅÐÏÄÁ×ÁÔÅÌÑ | ÌÉÓÔÏË ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÄÁÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÙ

×ÅÒÎÏ. ðÏ×ÔÏÒÎÁÑ ÐÏÐÙÔËÁ ÓÄÁÞÉ ÌÉÓÔËÁ ×ÏÚÍÏÖÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÒÁÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÄÅÎØ.

ïÃÅÎËÁ ÚÁ ÌÉÓÔÏË ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÞÉÓÌÕ X ÏÂßÑ×ÌÅÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ

X + 8− 2
[
N + 2

N−1

]
+ 3k. úÄÅÓØ N { ÎÏÍÅÒ ÎÅÄÅÌÉ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÓÄÁÞÁ ÌÉÓÔËÁ, k -

ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÕÓÐÅÛÎÏ ÒÁÓÓËÁÚÁÎÎÙÈ Õ ÄÏÓËÉ ÎÁ ÓÅÍÉÎÁÒÅ ÚÁÄÁÞ, [a] ÜÔÏ ÃÅÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÞÉÓÌÁ a.

úÁÄÁÞÁ 1. éÚÏÍÏÒÆÎÙ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á:

a) N É Q?

b) Q É Q ∩ [0; 1]?

c) Q É Q ∩ (0; 1)?

úÁÄÁÞÁ 2. ðÕÓÔØ X - ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

a) X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

b) ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ x ∈ X, ËÒÏÍÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ, ÅÓÔØ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁ
ÎÉÍ (ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÊ).

c) ÌÀÂÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏÅ Ó×ÅÒÈÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÍÅÅÔ ÔÏÞÎÕÀ ×ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ.

úÁÄÁÞÁ 3. ðÕÓÔØ M É N - Ä×Á ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á. ôÏÇÄÁ ÎÁ ÉÈ
ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÉ M ×N ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Ä×Á ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ: "ÐÏ-
ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÅ": (x; y) ≤c (x′; y′), ÅÓÌÉ x ≤ x′ É y ≤ y′ É "ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÅ" :
(x; y) ≤l (x

′; y′) ÅÓÌÉ x < x′ (Ô.Å., x ≤ x′ É x ̸= x′) ÌÉÂÏ x = x′ É y ≤ y′.

a) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ≤c É ≤l, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ, ÏÄÎÏ
ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ, Á ÄÒÕÇÏÅ ÎÅÔ, ÏÄÎÏ ÓÏÇÌÁÓÏ-
×ÁÎÏ Ó ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÎÁ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (Ô.Å. ÐÒÏÅËÃÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÁÍÉ
ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×), Á ÄÒÕÇÏÅ ÎÅÔ.

b) äÌÑ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ ≤l ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ R2 ÎÁÒÉÓÕÊÔÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÔÏÞÅË p ∈ R2, ÞÔÏ (1; 2) ≤l p ≤l (2; 1).

úÁÄÁÞÁ 4. ðÕÓÔØ M | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, |M | = m. õÓÔÁÎÏ×ÉÔÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
ÍÅÖÄÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ: ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ 2M ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏ-
ÖÅÓÔ× ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁM É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÄÌÉÎÙ m
Ó ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÙÍ ÐÏÒÑÄËÏÍ ≤c.

úÁÄÁÞÁ 5. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÉÎÉÔÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Ô.Å., ÐÏ-
ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ×ÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ.
ðÏÒÑÄÏË - ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ.
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úÁÄÁÞÁ 6. a) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 2M ×ÓÅÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
M , |M | = m. ðÏÒÑÄÏË - ×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×. óËÏÌØËÏ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ× Õ
ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á?

b) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Õ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á N, ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÄÅÌÉÍÏÓÔÉ, ËÏÎ-
ÔÉÎÕÕÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×

úÁÄÁÞÁ 7. ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x É y ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁ-
ÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÌÉÞÎÏÇÏ ÏÔ x É y ÜÌÅÍÅÎÔÁ z ∈ X,
ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×ÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ Ä×ÏÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× x ≺ z ≺ y, ÌÉÂÏ y ≺ z ≺ x. ìÉ-
ÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ × ÎÅÍ ÎÅÔ ÓÏÓÅÄÎÉÈ
ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ×ÓÑËÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏ ÓÞÅÔÎÏÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï ÂÅÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ Q.

úÁÄÁÞÁ 8. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ, ÁËÓÉÏÍÕ ×ÙÂÏÒÁ É ÔÅÏÒÅÍÕ ãÅÒÍÅÌÏ, ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÉ× ÐÒÉ ÜÔÏÍ ×ÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË ÐÏÎÑÔÉÑ.

úÁÄÁÞÁ 9. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ:

a) * ×ÓÑËÉÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ

b) * Õ ÌÀÂÏÊ ÓÀÒßÅËÃÉÉ ÅÓÔØ ÌÅ×ÙÊ ÏÂÒÁÔÎÙÊ;

c) * × ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï,
ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÄÁÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ;

d) * ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁ×ÎÁÑ ÎÕÌÀ
ÎÁ ÏÄÎÏÍ ÎÁÐÅÒÅÄ ÚÁÄÁÎÎÏÍ ×ÅËÔÏÒÅ É ÅÄÉÎÉÃÅ ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ;

e) * ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ.

úÁÄÁÞÁ 10. * ðÒÉÄÕÍÁÊÔÅ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ÄÌÑ ÓÞÅÔÎÏÇÏ ÍÎÏ-
ÖÅÓÔ×Á.

úÁÄÁÞÁ 11. ÷Ù×ÅÄÉÔÅ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ

a) * ÁËÓÉÏÍÕ ×ÙÂÏÒÁ

b) * ÔÅÏÒÅÍÕ ãÅÒÍÅÌÏ

úÁÄÁÞÁ 12. a) * ðÕÓÔØ X - ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÐÏ-
ÒÑÄËÁ ≺. îÁÚÏ×ÅÍ Ä×Á ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x É x′ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ (x ∼ x′), ÅÓÌÉ ÍÅÖÄÕ
ÎÉÍÉ ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. (ô.Å. ËÏÎÅÞÎÏ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ y ∈ X, ÞÔÏ ×ÅÒÎÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ Ä×ÕÈ Ä×ÏÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×
x′ ≺ y ≺ x ÉÌÉ x ≺ y ≺ x′.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ, ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ,
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÎÁ X.

b) * äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ (ËÁË ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï) ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ N.
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c) * ðÏÓËÏÌØËÕ X ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ, × ËÁÖÄÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÁËÉÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×
ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× X, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ
ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÁ. (üÌÅÍÅÎÔ y ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉ-
ËÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x, ÅÓÌÉ y ≺ x, y ̸= x, É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ X ÉÚ z ≺ x ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ
z ≺ y.)

d) * òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ-ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W = X= ∼. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÉ-
ÅËÃÉÑ ÍÅÖÄÕ X É W × N.

e) * äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ X ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ X × N.

úÁÄÁÞÁ 13. ÷ÓÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÁËÓÉÏÍÅ ×ÙÂÏÒÁ.

a) * äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X É X ′ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÙ, ÔÏ X ∪X ′

ÔÁËÖÅ ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ X.

b) * äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Y ⊂ X É X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Y
É X \ Y ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ X.

c) ** äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ X ×X ÒÁ×ÎÏÍÏÝÎÏ X.


