
Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ 2021

Äîìàøíåå çàäàíèå � 1

Ýëåìåíòàðíûå ìåòîäû èíòåãðèðîâàíèÿ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

Äàòà ñäà÷è çàäàíèÿ: 19 îêòÿáðÿ 2021 ê íà÷àëó ñåìèíàðñêîãî çàíÿòèÿ

Ðåêîìåíäàöèÿ. Â çàäà÷íèêå À.Ô. Ôèëèïïîâà �Ñáîðíèê çàäà÷ ïî äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-

íèÿì� èìååòñÿ êðàòêîå èçëîæåíèå îñíîâíûõ ìåòîäîâ èíòåãðèðîâàíèÿ ïðåäëîæåííûõ íèæå çàäà÷.

Òåîðèÿ è ïîëåçíûå ïðèåìû ïðåäñòàâëåíû â íà÷àëå êàæäîãî òåìàòè÷åñêîãî ðàçäåëà çàäà÷íèêà.

1. Ñòåíêè ñîñóäà ñ æèäêîñòüþ èìåþò ôîðìó ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ âèäà

z =
x2 + y2

a
,

ãäå a > 0 � çàäàííàÿ êîíñòàíòà, îñü Oz íàïðàâëåíà âåðòèêàëüíî ââåðõ. Ñîñóä çàïîëíåí æèäêî-

ñòüþ äî óðîâíÿ z = H.

Â íåêîòîðûé ìîìåíò â íèæíåé òî÷êå ñîñóäà îòêðûâàåòñÿ íåáîëüøîå îòâåðñòèå, ïëîùàäü êî-

òîðîãî ìåíÿåòñÿ ñî âðåìåíåì ïî çàêîíó

σ(t) =
σ0

1 + (t/T0)2

ãäå t � âðåìÿ, ïðîøåäøåå ñ ìîìåíòà îòêðûòèÿ îòâåðñòèÿ, σ0 è T0 � çàäàííûå ïàðàìåòðû. Íàé-

äèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà T0, ïðè êîòîðûõ æèäêîñòü óñïååò ïîëíîñòüþ âûòå÷ü èç ñîñóäà äî

çàêðûòèÿ îòâåðñòèÿ. Ñ÷èòàéòå, ÷òî çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè âûòåêàíèÿ æèäêîñòè èç ìàëîãî îòâåð-

ñòèÿ îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Òîððè÷åëëè v(h) =
√
2gh, ãäå h � òåêóùåå çíà÷åíèå óðîâíÿ æèäêîñòè

â ñîñóäå.

2. Íàéäèòå ñåìåéñòâî ãëàäêèõ êðèâûõ â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì ñâîé-

ñòâîì. Ïðîâåäåì êàñàòåëüíóþ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå P êðèâîé ñåìåéñòâà è íàéäåì òî÷êó Q, â
êîòîðîé ýòà êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêàåò îñü îðäèíàò Oy. Òîãäà îðäèíàòà yQ ðàâíà àáñöèññå òî÷êè

êàñàíèÿ P : yQ = xP .

3. Íàéäèòå êðèâóþ â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè R2, êîòîðàÿ ñîäåðæèò òî÷êó (0, 3a) (â äåêàðòîâîé

ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò) è îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì. Ïîñòðîèì íîðìàëü ê êðè-

âîé â ïðîèçâîëüíîé åå òî÷êå M è íàéäåì òî÷êó N , â êîòîðîé ýòà íîðìàëü ïåðåñåêàåò îñü àáñöèññ

Ox. Òîãäà ñåðåäèíà îòðåçêà MN ëåæèò íà êðèâîé y2 = ax, ãäå a > 0 � çàäàííàÿ êîíñòàíòà.

Íàéäèòå îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

4. x
dy

dx
+ y2 = 1

5.
dy

dx

√
1− x4 + x(1 + ey) = 0

6.
dy

dx
− xy2 = 2xy

7.
dy

dx
= sin 2(x+ y)− 1
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8.
dy

dx
=
y + x

y − x

9. xdy − ydx =
√
x2 + y2 dx

10. x
dy

dx
− y = x tg

y

x

11. (1 + x2)
dy

dx
+ xy = 1

12.
ds

dt
+ s cos t =

1

2
sin 2t

13.
(
x
dy

dx
− 1

)
lnx = 2y

14. xy(1 + xy2)
dy

dx
= 1

15. x
dy

dx
− y = x2

√
y

Íàéäèòå çíà÷åíèÿ âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà α, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ

óðàâíåíèåì â ïîëíûõ äèôôåðåíöèàëàõ è ðåøèòå åãî äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé α

16. (x2 + yα)dx+ (αx− 2y) dy = 0

17.
(
cos2 x− (x+ y) sin

x

α

)
dx+ 2(α− 1) sin2 x dy = 0

18.

(
1

x
− yα

(x− y)2
)
dx−

(
1

y
− xα

(x− y)2
)
dy = 0

Íàéäèòå èíòåãðèðóþùèé ìíîæèòåëü è ðåøèòå óðàâíåíèÿ â äèôôåðåíöèàëàõ

19.
(
1 +

3y2

x2

)
dx =

2y

x
dy

20.
(
2x+

y

x2

)
dx+

(
x2 − y + 1

x

)
dy = 0

21. ln y dx− x

y
dy = 0
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