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2 À.Â. Êîëåñíèêîâ

1. Ëèíåéíîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è ëèíåéíîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîëèýäðû è ìåòîä èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.

1.1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ: ïîèñê ìàêñèìóìà
(ìèíèìóìà) ëèíåéíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå, çàäàííîì ñècòåìîé ëèíåéíûõ îãðàíè-
÷åíèé (ðàâåíñòâ èëè íåðàâåíñòâ).

Ïðèìåð 1.1. ([5])
x+ y → min

Ôóíêöèÿ x+ y íàçûâàåòñÿ öåëåâîé (objective function).

x+ 2y ≥ 3

2x+ y ≥ 5

y ≥ 0

Òî÷êà (x, y), óäîâëåòâîðÿþùàÿ ñèñòåìå íåðàâåíñòâ âûøå, íàçûâàåòñÿ äîïóñòè-
ìîé (feasible). Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ çàäàåò ïîëèýäð.
Ìèíèìóì öåëåâîé ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ â îäíîé èç âåðøèí ïîëèýäðà (7

3
, 1
3
), (3, 0).

Íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî÷êà (7
3
, 1
3
).

1.2. Êëàññè÷åñêèå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ïðèìåð 1.2. Çàäà÷à î äèåòå. Äàíî m âèäîâ ïèùè F1, · · · , Fm, êàæäûé âèä ñîäåð-
æèò n ïèòàòåëüíûõ âåùåñòâ N1, · · · , Nn. Ïóñòü cj � íåîáõîäèìàÿ äíåâíàÿ ïîðöèÿ
j-ãî âåùåñòâà, bi � öåíà çà åäèíèöó Fi, aij � êîëè÷åñòâî Nj â Fi.
Ïóñòü yi � äíåâíîå êîëè÷åñòâî ïðèîáðåòàåìîãî Fi. Íàäî ñîñòàâèòü ðàöèîí ñ ìè-

íèìàëüíûìè çàòðàòàìè, ïîêðûâàþùèé íåîáõîäèìóþ äíåâíóþ ïîðöèþ. Ôîðìàëüíàÿ
ïîñòàíîâêà:

n∑
i=1

biyi → min

n∑
k=1

akjyk ≥ cj,

yk ≥ 0, 1 ≤ k ≤ m.

Ïðèìåð 1.3. Òðàíñïîðòíàÿ çàäà÷à. Èìååòñÿ n ïóíêòîâ ïðîèçâîäñòâà Pi è m
ïóíêòîâ íàçíà÷åíèÿ Mj íåêîòîðîãî òîâàðà. Ñòîèìîñòü ïåðåâîçêè åäèíèöû òîâàðà
èç Pi â Mj ðàâíà cij. Ïóíêò Pi îáëàäàåò si åäèíèöàìè ýòîãî òîâàðà, à ïóíêò Mj

íóæäàåòñÿ â rj åäèíèöàõ. Íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü îáùóþ ñòîèìîñòü ïåðå-
âîçêè ∑

i,j

cijxij → min

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ∑
j

xij ≤ si,

∑
i

xij ≥ rj,

xij ≥ 0.
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Ïðèìåð 1.4. The Activity Analysis Problem. Èìååòñÿ n ðàçëè÷íûõ âèäîâ äåÿ-
òåëüíîñòè Aj, ïðàêòèêóåìûõ â íåêîòîðîé êîìïàíèè, è m ðåñóðñîâ, íåîáõîäèìûõ
äëÿ ýòèõ âèäîâ äåÿòåëüíîñòè (âðåìÿ, ìàòåðèàëüíûå ðåñóðñû è ïð.). Ïóñòü ðåñóðñ
Ri äîñòóïåí â êîëè÷åñòâå bi. Ïóñòü òàêæå ðåñóðñ Ri èñïîëüçóåòñÿ â êîëè÷åñòâå
aij â äåÿòåëüíîñòè Aj íà åäèíèöó èíòåíñèâíîñòè. Ñîîòâåòñòâåííî, cj � îáùàÿ
öåíîñòü äëÿ êîìïàíèè îò îïåðèðîâàíèÿ åäèíèöåé èíòåíñèâíîñòè Aj, à xj � êîëè-
÷åñòâî òàêèõ åäèíèö.
Íåîáõîäèìî ìàêñèìèçèðîâàòü ∑

j

cjxj

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ∑
j

aijxj ≤ bi,

xj ≥ 0.

Ïðèìåð 1.5. Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî íàçíà÷åíèÿ. Äàíî: I ëþäåé, ñïîñîáíûõ ñî-
âåðøèòü J ðàáîò. Öåííîñòü j-é ðàáîòû, ñîâåðøàåìîé i-îì ÷åëîâåêîì ðàâíà aij.
Íàäî ðàñïðåäåëèòü ðàáîòû ìåæäó ëþäüìè, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü öåííîñòü.∑

ij

aijxij → max

∑
i

xij ≤ 1,

∑
j

xij ≤ 1,

xij ≥ 0.

Ïðèìåð 1.6. Çàäà÷à êîììèâîÿæåðà. Äàí ïîëíûé ãðàô Kn ñ n âåðøèíàìè, â
êîòîðîì çàäàíà äëèíà li êàæäîãî ðåáðà. Ïóòü, îáõîäÿùèé âñå âåðøèíû ïî îäíîìó
ðàçó, ìû áóäåì íàçûâàòü ìàðøðóòîì. Íåîáõîäèìî íàéòè êðàò÷àéøèé ìàðøðóò â
ãðàôå.
Ïðîèçâîëüíûé ìàðøðóò êîììèâîÿæåðà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïîäìíîæå-

ñòâî ðåáåð ãðàôà. Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî ðåáåð ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîäìíî-

æåñòâî ìíîæåñòâà {0, 1}(
n
2) ⊂ R(

n
2), ãäå 0/1 óêàçûâàåò íà ïðèíàäëåæíîñòü ðåáðà

ìàðøðóòó. Â R(
n
2) ðàññìîòðèì ìíîãîãðàííèê êîììèâîÿæåðà Q, îïðåäåëÿåìûé êàê

âûïóêëàÿ îáîëî÷êà òî÷åê {0, 1}(
n
2), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ìàðøðóòîì. Âåðøèíû ìíîãî-

ãðàííèêà íàõîäÿòñÿ â îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñî âñåìè ìàðøðóòàìè íà ãðàôå.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ëèíåéíóþ ôóíêöèþ â R(
n
2):

l(x) =

(n2)∑
i=1

lixi.

Ìàêñèìóì l äîñòèãàåòñÿ â òî÷íîñòè â îäíîé èç âåðøèí ìíîãîãðàííèêà. Ïîýòîìó
çàäà÷à êîììåðâîÿæåðà ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Äàëåå íåðàâåíñòâî a ≤ b, ãäå a, b ∈ Rn ïîíèìàåòñÿ ïîêîîðäèíàòíî :

ai ≤ bi, ∀i ∈ {1, · · · , n}.
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Îïðåäåëåíèå 1.7. Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ íà ìàêñèìóì. Ïåðåìåííàÿ x ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó Rn. Çàäàí âåêòîð
c ∈ Rn, ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå A : Rn → Rm è âåêòîð b ∈ Rm. Èçó÷àåòñÿ çàäà÷à

〈c, x〉 =
n∑

i=1

cixi → max .

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
Ax ≤ b,

xi ≥ 0, ∀1 ≤ i ≤ n.

Ñòàíäàðòíàÿ ôîðìà çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà ìèíèìóì.
Â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî è âûøå, èçó÷àåòñÿ çàäà÷à

〈c, x〉 =
n∑

i=1

cixi → min .

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
Ax ≥ b,

xi ≥ 0, ∀1 ≤ i ≤ n.

1.3. Ýëåìåíòû òåîðèè ìíîãîãðàííèêîâ. Ìàòåðèàë: [3], Ãëàâà 0.

Îïðåäåëåíèå 1.8. Âûïóêëîå ìíîæåñòâî.ÌíîæåñòâîM íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì,
åñëè äëÿ âñåõ x, y ∈M è 0 ≤ λ ≤ 1 âûïîëíåíî (1− λ)x+ λy ∈M .

Îïðåäåëåíèå 1.9. Âûïóêëàÿ îáîëî÷êà. Âûïóêëîé îáîëî÷êîé

conv(M)

ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ âûïóêëûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ M .

Îïðåäåëåíèå 1.10. Ïîëèýäð. Ïîëèýäðîì íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà
çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ. A ∈ Rm×d � ìàòðèöà, z ∈ Rm

P = P (A, z) = {x ∈ Rd : Ax ≤ z}.

Íèæå äàíû äâà îïðåäåëåíèÿ ìíîãîãðàííèêà (ìû óâèäèì, ÷òî îíè ýêâèâàëåíòíû).

Îïðåäåëåíèå 1.11. Ìíîãîãðàííèê 1. Ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííûé
ïîëèýäð.

Îïðåäåëåíèå 1.12. Ìíîãîãðàííèê 2. Ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ âûïóêëàÿ îáî-
ëî÷êà êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê.

Îïðåäåëåíèå 1.13. Ãðàíè ìíîãðàííèêà. Ãðàíüþ ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ òà-
êîå ïåðåñå÷åíèå ìíîãîãðàííèêà ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïðè êîòîðîì îí âåñü ïîëíîñòüþ
ëåæèò â îäíîì èç çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ, îïðåäåëÿåìûõ ãèïåðïëîñêîñòüþ.
Âåðøèíû, ðåáðà è ãèïåðãðàíè ñ÷èòàþòñÿ ãðàíÿìè, à òàêæå ñàì ìíîãîãðàííèê è

ïóñòîå ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 1.14. Êîíóñ. Ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå ñ ëþáûì êîíå÷íûì íàáîðîì
òî÷åê {xi} ⊂ M âñå èõ ëèíåéíûå êîìáèíàöèè t1x1 + · · · + tnxn, ti ≥ 0 ñ íåîòðèöà-
òåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, íàçûâàåòñÿ êîíóñîì.

Îïðåäåëåíèå 1.15. Êîíè÷åñêàÿ îáîëî÷êà. Êîíè÷åñêîé îáîëî÷êîé

cone(M)

ìíîæåñòâà M íàçûâàåòñÿ ïåðåñå÷åíèå âñåõ êîíóñîâ, ñîäåðæàùèõ M .
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Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò äàåò òî÷íîå îïèñàíèå ïðîåêöèè ïîëèýäðà.

Òåîðåìà 1.16. (Ìåòîä Ôóðüå-Ìîöêèíà èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ.) Ïóñòü
P = P (A, z) ⊂ Rd, A ∈ Rm×d, z ∈ Rm è ïóñòü âûáðàíî ÷èñëî k ≤ d. Ïîñòðîèì
ìàòðèöó A/k ⊂ Rn′×d, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ

• ñòðîêè ai ìàòðèöû A, äëÿ êîòîðûõ aik = 0
• ñóììû aikaj + (−ajk)ai äëÿ âñåõ ïàð i, j, äëÿ êîòîðûõ aik > 0, ajk < 0,

è ïóñòü z/k ∈ Rm′
� ñîîòâåòñòâóþùèé âåêòîð-ñòîëáåö ñ êîýôôèöèåíòàìè

• zi äëÿ âñåõ i, äëÿ êîòîðûõ aik = 0, è
• aikzj + (−ajk)zi äëÿ âñåõ ïàð i, j, äëÿ êîòîðûõ aik > 0, ajk < 0.

Òîãäà
projk(P ) = P (A/k, z/k) ∩ {x ∈ Rd : xk = 0}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P̃k � ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå óìíîæåíèåì projk(P ) íà k-þ
îñü êîîðäèíàò. Òàê êàê P îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ aix ≤ zi, î÷åâèäíî, òå
ñòðîêè ai ìàòðèöû A, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ïåðåìåííîé xk (ò.å. aik = 0), îïèñûâàþò
òàêæå îãðàíè÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâà P̃k.
Ðàññìîòðèì òåïåðü ïàðó ñòðîê ai è aj, ãäå aik > 0, ajk < 0. Çàïèøåì îãðàíè÷åíèÿ
≤ zi, 〈aj, x〉 ≤ zj â âèäå

xk ≤
1

aik

(
zi + aikxk − 〈ai, x〉

)
(1)

xk ≥
1

−ajk

(
−ajkxk + 〈aj, x〉 − zj

)
. (2)

Çàìåòèì, ÷òî ïðàâûå ÷àñòè îáîèõ íåðàâåíñòâ íå ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ xk. Òî÷êà
x̂k = (x1, · · · , xk−1, xk+1, · · · , xn) òîãäà è òîëüêî òîãäà ïðèíàäëåæèò projk(P ), êîãäà
íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî xk, ÷òî x̂k, xk óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì (1), (2) äëÿ âñåõ i, j
ñî ñâîéñòâàìè aik > 0, ajk < 0. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîãî xk íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷-
íî, ÷òîáû äëÿ âñåõ òàêèõ ïàð i, j áûëî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

1

−ajk

(
−ajkxk + 〈aj, x〉 − zj

)
≤ 1

aik

(
zi + aikxk − 〈ai, x〉

)
.

Ïîñëåäíåå ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

aik〈aj, x〉+ (−ajk)〈ai, x〉 ≤ aikzj + (−ajk)zi. (3)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (3) çàäàþò ìíîæåñòâî P̃k. Òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ñëåäñòâèå 1.17. Ïðîåêöèåé ïîëèýäðà ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäð.

Ïðèìåðû âçÿòû èç
http://www.cs.cmu.edu/ odonnell/toolkit13/lecture13-anonymous.pdf
http://community.wvu.edu/ krsubramani/courses/sp01/approx/qen/n2.pdf

Ïðèìåð 1.18. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ ñ 3 ïåðåìåííûìè è 5 îãðàíè÷åíè-
ÿìè: 

x− 5y + 2z ≥ 7,

3x− 2y − 6z ≥ −12,
−2x+ 5y − 4z ≥ −10,
−3x+ 6y − 3z ≥ −9,
−10y + z ≥ −15.
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Ïðîâåðèì, ÷òî äàííàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå, èñïîëüçóÿ ýëèìèíàöèþ Ôóðüå-Ìîöêèíà.
Ïåðâûì øàãîì èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ x. Äëÿ ýòîãî óìíîæèì êàæäîå íåðàâåí-

ñòâî íà ïîëîæèòåëüíûé êîýôôèöèåíò, ÷òîáû êîýôôèöèåíò ïðè x â êàæäîì íåðà-
âåíñòâå îêàçàëñÿ ðàâåí −1, 1 èëè 0. Ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ýêâèâàëåíòíóþ ñèñòåìó
íåðàâåíñòâ:



x− 5y + 2z ≥ 7,

x− 2
3
y − 2z ≥ −4,

−x+ 5
2
y − 2z ≥ −5,

−x+ 2y − z ≥ −3,
−10y + z ≥ −15.

Ïîñëå ýòîãî çàïèøåì íåðàâåíñòâà â âèäå x ≥ ciy + diz + ei èëè x ≤ ciy + diz + ei â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, ðàâåí êîýôôèöèåíò ïåðåä x 1 èëè −1:

x ≥ 5y − 2z + 7,

x ≥ 2
3
y + 2z − 4,

x ≤ 5
2
y − 2z + 5,

x ≤ 2y − z + 3,

−10y + z ≥ −15.
Äëÿ êàæäîé ïàðû íåðàâåíñòâ âèäà x ≥ ciy+diz+ei è x ≤ cjy+djz+ej ìû ïîëó÷àåì
îãðàíè÷åíèå cjy+djz+ej ≥ ciy+diz+ei, íå ñîäåðæàùåå x. Âñå òàêèå îãðàíè÷åíèÿ, à
òàêæå èñõîäíûå íåðàâåíñòâà, íå ñîäåðæàùèå x, çàäàþò ïðîåêöèþ ìíîãîãðàííèêà
äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íà ïëîñêîñòü ïåðåìåííûõ y è z:

5
2
y − 2z + 5 ≥ 5y − 2z + 7,

2y − z + 3 ≥ 5y − 2z + 7,
5
2
y − 2z + 5 ≥ 2

3
y + 2z − 4,

2y − z + 3 ≥ 2
3
y + 2z − 4,

−10y + z ≥ −15.
Òåïåðü èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ z. Ñèñòåìà íåðàâåíñòâ âûøå ýêâèâàëåíòíà ñëåäó-

þùåé (ïîðÿäîê íåðàâåíñòâ ñîõðàíåí):



5
2
y ≤ −2,
z ≥ 3y + 4,

z ≤ 11
24
y + 9

4
,

z ≤ 4
9
y + 7

3
,

z ≥ 10y − 15.

Ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííîé z ïîëó÷àåì ïðîåêöèþ ìíîãîãðàííèêà íà îñü Oy:

5
2
y ≤ −2,

11
24
y + 9

4
≥ 3y + 4,

4
9
y + 7

3
≥ 3y + 4,

11
24
y + 9

4
≥ 10y − 15,

4
9
y + 7

3
≥ 10y − 15,

⇐⇒



y ≤ −4
5
,

y ≤ −42
61
,

y ≤ −15
23
,

y ≤ 414
229
,

y ≤ 78
43
,

⇐⇒ y ≤ −4

5
.
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Ïðîåêöèÿ ìíîãîãðàííèêà � íåïóñòîå ìíîæåñòâî, à çíà÷èò ñèñòåìà íåðàâåíñòâ
èìååò ðåøåíèå.

Ïðèìåð 1.19. Ðåøèòå çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìåòîäîì Ôóðüå-Ìîöêèíà.

2x+ 3y → max,

x− 2y ≤ 4,

2x+ y ≤ 18,

y ≤ 10,

x, y ≥ 0.

Óêàçàíèå: ââåäèòå äîïîëíèòåëüíóþ ïåðåìåííóþ z è îãðàíè÷åíèå z ≤ 2x+3y. Ïîñëå
ýòîãî íàéäèòå ïðîåêöèþ ìíîãîãðàííèêà

z ≤ 2x+ 3y,

x− 2y ≤ 4,

2x+ y ≤ 18,

y ≤ 10,

x ≥ 0,

y ≥ 0,

íà îñü Oz. Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå z íà äàííîé ïðîåêöèè è áóäåò îòâåòîì â èñõîä-
íîé çàäà÷å. Ñíà÷àëà èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ x:

z ≤ 2x+ 3y,

x− 2y ≤ 4,

2x+ y ≤ 18,

y ≤ 10,

x ≥ 0,

y ≥ 0,

⇐⇒



x ≥ −3
2
y + 1

2
z,

x ≤ 2y + 4,

x ≤ −1
2
y + 9,

y ≤ 10,

x ≥ 0,

y ≥ 0,

=⇒



2y + 4 ≥ 0,

−1
2
y + 9 ≥ 0,

2y + 4 ≥ −3
2
y + 1

2
z,

−1
2
y + 9 ≥ −3

2
y + 1

2
z,

y ≤ 10,

y ≥ 0,

⇐⇒


2y + 4 ≥ −3

2
y + 1

2
z,

−1
2
y + 9 ≥ −3

2
y + 1

2
z,

y ≤ 10,

y ≥ 0,

⇐⇒


y ≥ 1

7
z − 8

7
,

y ≥ 1
2
z − 9,

y ≤ 10,

y ≥ 0.

Èñêëþ÷èì ïåðåìåííóþ y:
y ≥ 1

7
z − 8

7
,

y ≥ 1
2
z − 9,

y ≤ 10,

y ≥ 0.

=⇒


10 ≥ 1

7
z − 8

7
,

10 ≥ 1
2
z − 9,

10 ≥ 0.

⇐⇒

{
z ≤ 78,

z ≤ 38,
⇐⇒ z ≤ 38.

Ñëåäîâàòåëüíî, 38 � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè.
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2. Ìíîãðàííèêè, ïîëèýäðû, êîíóñû. Òåîðåìà î ëèíåéíûõ

íåðàâåíñòâàõ. Ëåììà Ôàðêàøà.

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ñóììà Ìèíêîâñêîãî. Ïóñòü A,B ⊂ Rn � äâà ìíîæåñòâà.
Èõ ñóììîé Ìèíêîâñêîãî A+B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî

A+B = {x+ y, x ∈ A, y ∈ B}.

Ïðèìåð 2.2. Íàéäèòå ñóììû Ìèíêîâñêîãî ñëåäóþùèõ ìíîæåñòâ:

• A = {x ∈ [0, 1], y = 0} ⊂ R2, A = B
• A = {x ∈ [0, 1], y = 0} ⊂ R2, A = {y ∈ [0, 1], x = 0} ⊂ R2

• A = [0, 1]2 ⊂ R2, B = {x2 + y2 ≤ 1} ⊂ R2.

Òåîðåìà 2.3. Ïóñòü V = {v1, · · · , vk}, Y = {y1, · · · , ym} � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà.
Åñëè ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ñóììîé Ìèíêîâñêîãî

M = cone(Y ) + conv(V ), (4)

òî îíî ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî M ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ìíîæåñòâà

M ′ =
{
(x, t, s) : x =

k∑
i=1

tivi+
m∑
i=1

sjyj, vi ∈ V, yj ∈ Y, ti ≥ 0, sj ≥ 0,
k∑

i=1

ti = 1
}
⊂ Rn+m+k.

Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî M ′, î÷åâèäíî, ïîëèýäð, è èç òîãî, ÷òî ïðîåêöèÿ ïîëè-
ýäðà ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì. �

Îòñòóïëåíèå: òåîðèÿ ñìåøàííûõ îáúåìîâ.

Ñëåäóþùèé ôóíäàìåíòàëüíûé ðåçóëüòàò ïîëó÷åí Ìèíêîâñêèì. Îí ëåæèò â îñíîâå òåî-

ðèè ñìåøàíûõ îáúåìîâ, áîãàòîé ðåçóëüòàòàìè è âàæíîé òåîðèè, îêàçàâøåé áîëüøîå âëèÿ-

íèå íà ìàòåìàòèêó äâàäöàòîãî âåêà. Ñ ýòîé íåé ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ ïî êíèãå Ð. Øíàéäåðà

�Âûïóêëûå òåëà: òåîðèÿ Áðóííà�Ìèíêîâñêîãî�.

Òåîðåìà 2.4. Ïóñòü K1, · · · ,Kn � íåïóñòûå êîìïàêòíûå âûïóêëûå òåëà. Òîãäà èìååò

ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

Vol(t1K1 + t2K2 + · · ·+ tnKn) =
n∑

i1,···in=1

V (Kt1 , · · · ,Ktn)ti1 · · · tin

äëÿ âñåõ ti ≥ 0, ãäå âåëè÷èíû V (Kt1 , · · · ,Ktn) íàçûâàþòñÿ ñìåøàííûìè îáúåìàìèKt1 , · · · ,Ktn.

Ëåììà 2.5. Ïóñòü C � ïîëèýäðàëüíûé êîíóñ, ò.å. êîíóñ âèäà

C = P (A, 0).

Òîãäà C = cone(V ) äëÿ íåêîòîðîãî êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ai � ñòðîêè ìàòðèöûA. Ðàññìîòðèì êîíóñ C ′ = cone(a1, · · · , an).
Òàê êàê êàæäûé êîíå÷íîïîðîæäåííûé êîíóñ ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì, òî

C ′ = {x : 〈b1, x〉 ≤ 0, · · · , 〈bm, x〉 ≤ 0}
äëÿ íåêîòîðîãî íàáîðà âåêòîðîâ {b1, · · · , bm}. Äîêàæåì, ÷òî C ñîâïàäàåò ñ

cone(b1, · · · bm).
Äåéñòâèòåëüíî, ïîñêîëüêó 〈bi, aj〉 ≤ 0, òî bi ∈ C äëÿ ëþáîãî i, ñëåäîâàòåëüíî

cone(b1, · · · bm) ⊂ C.
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Ïóñòü y /∈ cone(b1, · · · bm), y ∈ C. Òàê êàê cone(b1, · · · bm) ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì P (A′, 0),
òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ñòðîêà ω ìàòðèöû A′, ÷òî 〈bi, ω〉 ≤ 0 è 〈ω, y〉 > 0. Íî òîãäà ω ∈ C ′ =
cone(a1, · · · , an) è 〈ω, x〉 ≤ 0 äëÿ âñåõ x ∈ C, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ 〈ω, y〉 > 0. �

Òåîðåìà 2.6. Ëþáîé ïîëèýäð ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå (4).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïîëèýäð P = P (A, z). Ïî ïðåäûäóùåé ëåììå ïîëèýä-
ðàëüíûé êîíóñ

K =
{
(x, λ) : x ∈ Rn, λ ≥ 0, Ax− λz ≤ 0

}
.

ïîðîæäåí êîíå÷íûì íàáîðîì âåêòîðîâ (bi, λi), 1 ≤ i ≤ m. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ñ÷èòàåì, ÷òî λi ∈ {0, 1}. Ïîëîæèì

Q = conv(bi : λi = 1),

C = cone(bi : λi = 0).

Î÷åâèäíî, x ∈ P òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (x, 1) ∈ K, ò.å.

(x, 1) ∈ cone((b1, λ1), · · · , (bm, λm)).
Ñëåäîâàòåëüíî, P = Q+ C. �

Ñëåäñòâèå 2.7. Äâà îïðåäåëåíèÿ ìíîãîãðàííèêà ðàâíîñèëüíû, ò.å. ìíîæåñòâî îãðà-
íè÷åííûõ ïîëèýäðîâ ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì âûïóêëûõ îáîëî÷åê êîíå÷íîãî ÷èñëà
òî÷åê.

Òåîðåìà 2.8. (Îñíîâíàÿ òåîðåìà î ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâàõ). Ïóñòü a1, · · · , am, b
� âåêòîðû â Rn. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ àëüòåðíàòèâà.

(1) Âåêòîð b ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

b =
m∑
i=1

λiai, λi ≥ 0

íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èç {a1, · · · , am}
(2) Íàéäåòñÿ òàêàÿ ãèïåðïëîñêîñòü {x : 〈c, x〉 = 0}, c ∈ Rn, ñîäåðæàùàÿ t − 1

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ èç {a1, · · · , am}, ãäå t = rank{a1, · · · , am, b},
÷òî

〈c, b〉 < 0, 〈c, ai〉 ≥ 0, ∀ 1 ≤ i ≤ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî {a1, · · · , am} ïî-
ðîæäàþò âñå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Rn. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ (1) è (2) èñêëþ÷àþò
äðóã äðóãà. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

b =
m∑
i=1

λiai, λi ≥ 0.

Âîçüìåì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñ c. Ïîëó÷èì

〈c, b〉 =
m∑
i=1

λi〈c, ai〉.

Î÷åâèäíî, ýòî ïðîòèâîðå÷èò (2).
Ïîêàæåì, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç óñëîâèé (1), (2) âûïîëíåíî. Âûáåðåì áàçèñ

D1 = {ai1 , · · · , ain} â {a1, · · · , am} è ïðèìåíèì ñëåäóþùèé èòåðàòèâíûé ïðîöåññ.

(1) Ðàçëîæèì b ïî áàçèñó {ai1 , · · · , ain}. Åñëè âñå êîýôôèöèåíòû â ðàçëîæåíèè
íåîòðèöàòåëüíû, òî ìû â ñèòóàöèè (1).
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(2) Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âûáåðåì íàèìåíüøåå k ñðåäè {ai1 , · · · , ain} ñ îòðèöàòåëü-
íûì êîýôôèöèåíòîì λk. Ïóñòü {x : 〈c, x〉 = 0} � ãèïåðïëîñêîñòü, ñîäåðæàùàÿ
{ai1 , · · · , ain} \ ak, ïðè ýòîì 〈c, ak〉 = 1 (îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈c, b〉 = λk < 0).

(3) Åñëè 〈c, ai〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ 1 ≤ i ≤ m, òî âûïîëíåíî (2).
(4) Åñëè íåò, òî âûáåðåì íàèìåíüøåå s, äëÿ êîòîðîãî 〈c, as〉 < 0. È çàìåíèì D1 íà

D2 = D1 \ {ak} ∪ {as}. Î÷åâèäíî, D2 � íîâûé áàçèñ. Íà÷íåì èòåðàöèþ ñíîâà.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ïðîöåññ îñòàíîâèòñÿ. Åñëè ýòî íå òàê, òî èç êîíå÷íîñòè
ìíîæåñòâà áàçèñîâ âûòåêàåò, ÷òî

Da = Db

äëÿ íåêîòîðûõ a < b.
Ïóñòü r � ìàêñèìàëüíûé èç íîìåðîâ {1, · · · ,m}, äëÿ êîòîðîãî âåêòîð ar âûâîäèëñÿ

èç êàêîãî-ëèáî èç ìíîæåñòâ Da, · · · , Db−1 íà øàãå (4). Ïóñòü ýòî ìíîæåñòâî Dp. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, òàê êàê Da = Db, òî ýòîò âåêòîð ââîäèëñÿ â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî
Dq, p < q. Òàêèì îáðàçîì,

Dp ∩ {ar+1, · · · , am} = Dq ∩ {ar+1, · · · , am}. (5)

Ðàçëîæèì b ïî áàçèñó Dp = {aj1 , · · · , ajn}

b =
n∑

k=1

λjkajk .

è óìíîæèì íà âåêòîð cq èç ïóíêòà (2) èòåðàöèè Dq. Òîãäà, c îäíîé ñòîðîíû, ïî
ïîñòðîåíèþ 〈cq, b〉 < 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî λjk〈cq, ajk〉 ≥ 0
äëÿ âñåõ 1 ≤ k ≤ n. Äîêàæåì ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ar âûâîäèòñÿ èç Dp, òî λij ≥ 0 äëÿ âñåõ ij < r. Êðîìå òîãî,

òàê êàê ar ââîäèòñÿ â Dq, òî 〈cq, aij〉 > 0. Ïîýòîìó λij〈cq, aij〉 ≥ 0 äëÿ âñåõ ij < r.
Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì λij < 0, 〈cq, aij〉 < 0, åñëè ij = r.
Åñëè ij > r, òî 〈cq, aij〉 = 0 â ñèëó (2) è (5). �

Ñëåäñòâèå 2.9. (Òåîðåìà Êàðàòåîäîðè) Åñëè C = cone(X) äëÿ íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà X ⊂ Rn, òî äëÿ ëþáîãî x ∈ X íàéäóòñÿ òàêèå ëèíåéíî íåçàâèñèìûå âåê-
òîðû x1, · · · , xm, ÷òî x ∈ cone(x1, · · · , xm)

Ëåììà 2.10. (Ëåììà Ôàðêàøà 1) Ïóñòü A : Rn → Rm, b ∈ Rm. Ñóùåñòâîâàíèå
íåîòðèöàòåëüíîãî x ≥ 0 ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ax = b ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî 〈y, b〉 ≥
0 äëÿ ëþáîãî âåêòîðà y, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ ATy ≥ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè óìíîæèì ñîîòíîøåíèå Ax = b
ñêàëÿðíî íà y. Ïîëó÷àåì

〈y, b〉 = 〈y, Ax〉 = 〈ATy, x〉 ≥ 0.

Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü íå cóùåñòâóåò x ≥ 0, äëÿ êîòîðîãî
Ax = b èìååò ðåøåíèå. Ýòî çíà÷èò, ÷òî b íå ïðèíàäëåæèò êîíóñó cone(a1, · · · , an),
ãäå ai � ñòîëáöû ìàòðèöû A. Íî òîãäà ïî òåîðåìå 2.8 ñóùåñòâóåò y ñî ñâîéñòâîì
〈y, b〉 < 0, ïðè ýòîì ATy ≥ 0. �

Çàìå÷àíèå 2.11. Ãåîìåòðè÷åñêè ëåììà Ôàðêàøà îçíà÷àåò, ÷òî åñëè b íå ïðèíàä-
ëåæèò êîíóñó, ïîðîæäåííîìó a1, · · · , an, òî ñóùåñòâóåò ãèïåðïëîñêîñòü, îòäåëÿ-
þùàÿ b îò ýòîãî êîíóñà. Çäåñü èìååòñÿ ñâÿçü ñ òåîðåìîé Õàíà�Áàíàõà, êîòîðóþ
ìû îáñóäèì ïîçæå.
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Ñëåäñòâèå 2.12. (Ëåììà Ôàðêàøà 2). Ðàçðåøèìîñòü ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ Ax ≤ b ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî 〈b, y〉 ≥ 0 äëÿ ëþáîãî y ≥ 0 ñî ñâîéñòâîì
ATy = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñóùåñòâóåò x ñî ñâîéñòâîì Ax ≤ b, òî óìíîæàÿ íåðàâåíñòâî
íà y ≥ 0 ñî ñâîéñòâîì ATy = 0, ëåãêî ïîëó÷àåì 〈b, y〉 ≥ 0.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà â îáðàòíóþ ñòîðîíó ðàññìîòðèì ìàòðèöó A′ ðàçìåðà 3n×m

A′ = [IA− A].
Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ y ñî ñâîéñòâîì (A′)Ty ≥ 0 î÷åâèäíî, óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøå-
íèþ y ≥ 0 è ATy = 0. Ïîýòîìó â ñèëó ïðåäûäóùåé âåðñèè ëåììû Ôàðêàøà óðàâíåíèå
A′x′ = b èìååò ðåøåíèå x′ â íåîòðèöàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ

x′ = (x1, x2, x3), xi ∈ Rn, xi ≥ 0.

Ýòî çíà÷èò
b = x1 + A(x2 − x3) ≥ A(x2 − x3).

Âåêòîð x2 − x3 ÿâëÿåòñÿ èñêîìûì ðåøåíèåì. �

Çàìå÷àíèå 2.13. Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû Ôàðêàøà ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåí-
íûõ ìîæíî íàéòè â [3] (ïàðàãðàô 1.4.).

3. Ïðèëîæåíèÿ ëåììû Ôàðêàøà: Òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà îá

îòäåëèìîñòè è òåîðåìà Õåëëè äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ.

Ìû îáñóäèì ñâÿçü ëåììû Ôàðêàøà ñ íåêîòîðûìè êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè
âûïóêëîãî àíàëèçà. Îäíèì èç òàêèõ ðåçóëüòàòîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà Õàíà�Áàíàõà. Åå
ãåîìåòðè÷åñêèé âàðèàíò èçâåñòåí êàê òåîðåìà îá îòäåëèìîñòè, êîòîðóþ ìû âûâåäåì
(â ÷àñòíîì ñëó÷àå ìíîãîãðàííèêîâ) èç ëåììû Ôàðêàøà â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 3.1. Òåîðåìà îá îòäåëèìîñòè äëÿ ìíîãîãðàííèêîâ. Ïóñòü A,B �
ìíîãîãðàííèêè, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ àôôèííàÿ ôóíê-
öèÿ l, ÷òî lA ≥ 1, lB ≤ −1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ìíîãîãðàííèêè ÿâëÿþòñÿ âûïóêëûìè îáîëî÷êàìè êîíå÷-
íîãî ÷èñëà òî÷åê

A = conv(a1, · · · , am), B = conv(b1, · · · , bk),
òî çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû àôôèííûõ íåðàâåíñòâ

l(ai) ≥ 1, l(bj) ≤ −1, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ k

îòíîñèòåëüíî l. Èç ëåììû Ôàðêàøà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ñèñòåìà àôôèííûõ íåðàâåíñòâ
Li(x) ≥ 0 íå èìååò ðåøåíèÿ, òî ñóùåcòâóþò òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà qi, ÷òî∑

i qiLi = −1 (äîêàæèòå!). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè ðåøåíèÿ íå ñóùåñòâóåò,òî äëÿ
íåêîòîðûõ íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë qi, rj ñî ñâîéñòâàìè

m∑
i=1

qi(l(ai)− 1) +
k∑

j=1

rj(−l(bj)− 1) = −1

äëÿ âñåõ l. Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò (åñëè âçÿòü çà l ïðîèçâîëüíóþ êîí-
ñòàíòó), ÷òî ∑

i

qi =
∑
j

rj =
1

2
.



12 À.Â. Êîëåñíèêîâ

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè l
m∑
i=1

2qiai =
k∑

j=1

2rjbj.

Íî ëåâàÿ ÷àñòü ïðèíàäëåæèò A, à ïðàâàÿ B. Ìû ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå A è B
íåïóñòî. �

Òåîðåìà 3.2. Òåîðåìà îá îòäåëèìîñòè: îáùèé ñëó÷àé. Ïóñòü A,B � êîìïàêò-
íûå âûïóêëûå òåëà, êîòîðûå íå ïåðåñåêàþòñÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ àôôèííàÿ
ôóíêöèÿ l, ÷òî lA ≥ 1, lB ≤ −1.

Òåîðåìà 3.3. (Òåîðåìà Õåëëè) Ïóñòü B1, · · · , Bm ⊂ Rn � âûïóêëûå òåëà, m > n.
Åñëè ëþáûå n + 1 èç ýòèõ òåë èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå, òî âñå òåëà èìåþò
îáùóþ òî÷êó.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ïîëèýäðîâ. Òàê êàê êàæäûé ïîëèýäð ÿâëÿ-
åòñÿ ïåðåñå÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóïðîñòðàíñòâ, òî òåîðåìó äîñòàòî÷íî äîêàçû-
âàòü äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òåëà ÿâëÿþòñÿ ïîëóïðîñòðàíñòâàìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïóñòîòà
ïåðåñå÷åíèÿ Bi ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ íåðà-
âåíñòâ

〈li, x〉 ≥ ci

íå èìååò ðåøåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå â ñèëó âàðèàíòà ëåììû Ôàðêàøà (ñì. äîêàçà-
òåëüñòâî ïðåäûäóùåé òåîðåìû) âåêòîð (0, 0, · · · , 0,−1) ⊂ Rn+1 ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé
êîìáèíàöèåé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè âåêòîðîâ (li, ci). Â ñèëó òåîðåìû
Êàðàòåîäîðè ñóùåñòâóåò íå áîëåå ÷åì n + 1 âåêòîðîâ èç ýòîãî íàáîðà, äëÿ êîòî-
ðûõ íåêîòîðàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèåé ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè ðàâíà
(0, 0, · · · , 0,−1) ⊂ Rn+1. Ïðèìåíÿÿ îïÿòü ëåììó Ôàðêàøà, ïîëó÷àåì, ÷òî ïåðåñå÷åíèå
ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëóïðîñòðàíñòâ ïóñòî. �

4. Äâîéñòâåííîñòü â ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð

x1 + x2 → max

x1 ≥ 0, x2 ≥ 0

x1 + 2x2 ≤ 4

4x1 + 2x2 ≤ 12

−x1 + x2 ≤ 1

Î÷åâèäíî, ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ òðåõ ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè
êîýôôèöèåíòàìè y1, y2, y3 ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó

(y1 + 4y2 − y3)x1 + (2y1 + 2y2 + y3)x2 ≤ 4y1 + 12y2 + y3.

Áóäåì ïîäáèðàòü yi òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîýôôèöèåíòû ïðè xi ìàæîðèðîâàëè êî-
ýôôèöèåíòû öåëåâîé ôóíêöèè x1 + x2:

1 ≤ y1 + 4y2 − y3
1 ≤ 2y1 + 2y2 + y3.

Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ìû ïîëó÷èì

x1 + x2 ≤ (y1 + 4y2 − y3)x1 + (2y1 + 2y2 + y3)x2 ≤ 4y1 + 12y2 + y3.
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Òàêèì îáðàçîì, ñ èñõîäíîé çàäà÷åé åñòåñòâåííî ñâÿçàíà äðóãàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ

4y1 + 12y2 + y3 → min

y1 ≥ 0, y2 ≥ 0

y1 + 4y2 − y3 ≥ 1

2y1 + 2y2 + y3 ≥ 1.

Èç âûêëàäîê ëåãêî ñëåäóåò ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå: çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè
â çàäà÷å íà ìàêñèìóì â ëþáîé äîïóñòèìîé òî÷êå x íèêîãäà íå ïðåâîñõî-
äèò çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â çàäà÷å íà ìèíèìóì â ëþáîé äîïóñòèìîé
òî÷êå y.
Â ÷àñòíîñòè, åñëè íà íåêîòîðûõ äîïóñòèìûõ òî÷êàõ x∗, y∗ çíà÷åíèÿ öåëå-

âûõ ôóíêöèé ñîâïàäàþò, òî x∗, y∗ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè.
Èñõîäíàÿ çàäà÷à ëåãêî ðåøàåòñÿ âðó÷íóþ: x1 =

8
3
, x2 =

2
3
. Çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-

öèè ðàâíî 10
3
. Â çàäà÷å íà ìèíèìóì òî÷êà

y1 =
1

3
, y2 =

1

6
, y3 = 0

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé è çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ðàâíî 10
3
. Ñëåäîâàòåëüíî, (1

3
, 1
6
, 0)

ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.
Ýòîò ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî ñ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ïðÿìàÿ

çàäà÷à)
〈c, x〉 → max

Ax ≤ b, x ≥ 0

åñòåñòâåííî ñâÿçàíà (äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à)

〈b, y〉 → min

ATy ≥ c, y ≥ 0.

Îáîáùàÿ ðàññóæäåíèÿ âûøå ìû ëåãêî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4.1. Ïóñòü x∗, y∗ � äîïóñòèìûå òî÷êè â ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷àõ
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Òîãäà

〈c, x∗〉 ≤ 〈b, y∗〉.
Åñëè

〈c, x∗〉 = 〈b, y∗〉,
òî x∗, y∗ � ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
âûïîëíåíî ñîîîòíîøåíèå

sup
Ax≤b, x≥0

〈c, x〉 ≤ inf
AT y≥c, y≥0

〈b, y〉.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðè øèðîêèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ èìååò ìåñòî òî÷íîå ðàâåíñòâî.

Ëåììà 4.2. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

max
{Ax≤b}

〈c, x〉 = min
{AT y=c,y≥0}

〈b, y〉

åñëè ìíîæåñòâà {Ax ≤ b}, {ATy = c, y ≥ 0} íåïóñòû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòàíäàðòíûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî max ≤ min.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî íåðàâåíñòâà íàäî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå x è y ≥ 0

ñî ñâîéñòâàìè
Ax ≤ b, y ≥ 0, ATy = c, 〈c, x〉 ≥ 〈b, y〉.

Ýòî ýêâèâàëåíòíî óñëîâèÿì
A 0
−c b
0 AT

0 −AT

(xy
)
≤


b
0
c
−c


Â ñèëó ëåììû Ôàðêàøà ýòè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû òîìó, ÷òî äëÿ ïåðåìåííûõ

u ≥ 0, λ ≥ 0, v ≥ 0, ω ≥ 0,

óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
ATu− λc = 0,

λb+ A(v − ω) ≥ 0,

âûïîëíåíî
〈u, b〉+ 〈c, v − ω〉 ≥ 0.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè λ > 0, òî

〈u, b〉 = λ−1λ〈u, b〉 ≥ λ−1〈A(ω − v), u〉 = 〈ω − v, c〉.
Åñëè λ = 0, òî â ñèëó ñóùåñòâîâàíèÿ x0, y0 ñî ñâîéñòâîì

Ax0 ≤ b, y0 ≥ 0, ATy0 = c

ïîëó÷àåì
〈u, b〉 ≥ 〈u,Ax0〉 = 0 ≥ 〈A(ω − v), y0〉 = 〈c, ω − v〉.

�

Òåîðåìà 4.3. Ïóñòü ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé îáåèõ çàäà÷

{Ax ≤ b, x ≥ 0}, {ATy ≥ c, y ≥ 0}
íåïóñòû. Òîãäà

max
{Ax≤b,x≥0}

〈c, x〉 = min
{AT y≥c,y≥0}

〈b, y〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ Ax ≤ b, x ≥ 0 ýêâèâàëåíòíû óñëîâèÿì(
−I
A

)
x ≤

(
0
b

)
.

Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû

max
{Ax≤b,x≥0}

〈c, x〉 = min
{v≥0,y≥0,−v+AT y=c}

〈b, y〉 = min
{y≥0,AT y≥c}

〈b, y〉.

�

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïàðû äâîéñòâåííûõ çàäà÷ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå âçàèìîèñ-
êëþ÷àþùèå âîçìîæíîñòè.

• Îáå çàäà÷è äîïóñòèìû, òîãäà ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ îáåèõ çàäà÷, çíà÷åíèÿ çà-
äà÷ êîíå÷íû è ðàâíû.
• Îáå çàäà÷è íåäîïóñòèìû. Íàïðèìåð,

A = 0, b = (−1, · · · ,−1), c = (1, · · · , 1).
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• Îäíà èç çàäà÷ äîïóñòèìà, à äðóãàÿ íåò. Òîãäà äîïóñòèìàÿ çàäà÷à íåîãðàíè-
÷åíà. Äîêàæåì ýòî äëÿ çàäà÷è â ôîðìå ëåììû 4.2 (äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî
ôàêòà â ñòàíäàðòíîé ôîðìå íàäî âîñïîëüçîâàòüñÿ àðãóìåíòàìè òåîðåìû 4.3).
Èòàê, íàäî äîêàçàòü, ÷òî åñëè Ax0 ≤ b äëÿ íåêîòîðîãî x0 è íå ñóùåñòâóåò
íåîòðèöàòåëüíîãî y ñî ñâîéñòâîì ATy = c, òî

max
{Ax≤b}

〈c, x〉 = +∞.

Äåéñòâèòåëüíî, èç ëåììû Ôàðêàøà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò y∗ ñî ñâîéñòâàìè
〈y∗, c〉 < 0, Ay∗ ≥ 0. Íî òîãäà

sup
t>0
〈c, x0 − ty∗〉 = +∞,

ïðè ýòîì A(x0 − ty∗) ≤ b.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

[1] Âÿëûé Ì.Í., Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà è êîìáèíàòîðèêà
[2] Ñõðåéâåð À., Òåîðèÿ öåëî÷èñëåííîãî è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.
[3] Öèãëåð Ã., Òåîðèÿ ìíîãîãðàííèêîâ.
[4] Adams D.R. and Hedberg L.I., Function spaces and potential theory
[5] Ferguson S.T. Linear programming. A Concise Introduction.
[6] Ferguson S.T. Game theory.
[7] Vanderbrei R.J., Linear Programming: Foundations and Extensions.


