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Ëèñòîê 1.

Äåäëàéí 08.10.2021

1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó Êîøè äëÿ îñöèëëÿòîðà c ïîñòîÿííîé ÷àñòîòîé ω0 è çàòóõàíèåì γ

ẍ+ γẋ+ ω2
0x = f(t), t > 0, x(0) = ẋ(0) = 0.

a. Íàéòè äëÿ ýòîé çàäà÷è ôóíêöèþ Ãðèíà GR.

b. Ïóñòü äàíà òåïåðü êîíêðåòíàÿ íåîäíîðîäíîñòü f(t) = sinω0t. Íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è
Êîøè. ×òî ïðîèçîéäåò ñ ðåøåíèåì ïðè γ = 0?

2. Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ óðàâíåíèÿ êîëåáàíèé ñòðóíû ñ ôèêñèðîâàííîé ÷àñòîòîé

u′′ + k2u = f(x), x ∈ [0, 1], u(0) = u′(1) = 0

Íàéòè äëÿ íå¼ ôóíêöèþ Ãðèíà. Ïðè êàêèõ k ýòà çàäà÷à ðàçðåøèìà?

3. Äëÿ ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

xÿ + (1− x)ẏ + νy = 0

a. Íàéòè åãî ðåøåíèå â âèäå ôîðìàëüíîãî ðÿäà è ïîêàçàòü, ÷òî ó íåãî åñòü (è ïðèòîì åäèí-
ñòâåííîå) ïîëèíîìèàëüíîå ðåøåíèå (ò.í. ïîëèíîìû Ëàãåððà Ln) òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ν ∈ Z≥0.

b. Äîêàçàòü ôîðìóëó Ðîäðèãà äëÿ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà:

Ln =
1

n!
ex
dn

dxn
xne−x.

c. Äîêàçàòü îðòîãîíàëüíîñòü ïîëèíîìîâ Ëàãåððà ïî ñëåäóþùåé ìåðå:∫ +∞

0

Ln(x)Lm(x)e
−xdx = 0, m 6= n.

d. * Äîêàçàòü ðåêêóðåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

(k + 1)Lk+1(x) = (2k + 1− x)Lk(x)− kLk−1(x)

è íàéòè îòñþäà íîðìó äëÿ ïîëèíîìîâ Ëàãåððà.

4. Äèñêðåòíàÿ ïî âðåìåíè âåðñèÿ äåéñòâèÿ ÷àñòèöû èìååò âèä

S =
N−1∑
k=0

ε

[
(xk+1 − xk)2

ε2
+ cosxk

]
, x0 = xN = 0, ε =

tf − ti
N

.

Èñïîëüçóÿ ïðèíöèï íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, íàéòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ. Êàêîâ íåïðåðûâíûé
ïðåäåë ýòèõ óðàâíåíèé ïðè N →∞ ?
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5.

a. Îïèøèòå êîëåáàíèÿ äâóõ ìàññ m1 = 1,m2 = 2 íà íåâåñîìûõ ïðóæèíàõ îäèíàêîâîé
æåñòêîñòè κ â ñèñòåìå, èçîáðàæåííîé íà êàðòèíêå:

κ κ

m1 = 1

κ

m2 = 2

0
x1

0
x2

Ðèñ. 1: Äâà ãðóçèêà íà ïðóæèíàõ â íåâåñîìîñòè

c íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè: x1(0) = 0, x2(0) = 0, ẋ1(0) = v0, ẋ2(0) = −v0.
Áîëåå òî÷íî, íåîáõîäèìî íàéòè ôóíêöèè x1(t), x2(t), îïèñûâàþùèå îòêëîíåíèå ãðóçèêîâ
îò ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

b. * Ðåøèòå çàäà÷ó, àíàëîãè÷íóþ ïðåäûäóùåé, íî óæå ñ n ãðóçèêàìè îäèíàêîâîé ìàññû
mi = 1, i = 1, . . . , n, ïðè íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ xi(0) = 0, ẋi(0) = v0, i = 1, . . . , n.

κ
· · ·

m1 = 1

κ

mn = 1

0
x1

0
xn

Ðèñ. 2: n îäèíàêîâûõ ãðóçèêîâ íà ïðóæèíàõ â íåâåñîìîñòè

6. Áðóñîê ìàññû M ñîåäèíåí ñ äâóìÿ íåïîäâèæíûìè ñòåíêàìè îäèíàêîâûìè ïðóæèíàìè
æåñòêîñòè κ. Ê åãî öåíòðó ïîäâåøåí ãðóç ìàññû m íà íåðàñòÿæèìîé íèòè äëèíû l. Ñîñòàâèòü
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû â ôîðìå Ëàãðàíæà.

κ κ

l

m

M

~g

Ðèñ. 3: Áðóñîê íà ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ìàÿòíèêîì â ïîëå òÿãîòåíèÿ
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