
ôÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ, ÁËÓÉÏÍÁ ×ÙÂÏÒÁ É ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1 ìÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (X;≺) ÎÁÚÙ×ÁÅÔ-
ÓÑ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÏËÒÁ-
ÝÅÎÉÅ ÷õí), ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ⊂ X ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÎÉ-
ÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (Ô.Å. ∃ ÔÁËÏÊ a0 ∈ A, ÞÔÏ ∀a ∈ A a0 ≺ a).

ðÒÏÓÔÅÊÛÉÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÷õí Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ-
ÓÅÌ N. éÚÏÍÏÒÆÎÏÅ (ËÁË þõí) ÅÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (0; 1) ×Ù-
ÇÌÑÄÉÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË: {1

2
; 2
3
; 3
4
; : : : n

n+1
; : : :}. ôÅÐÅÒØ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÉ×ÅÓÔÉ

ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ: M = {m + n
n+1

; m; n ∈ N}. (îÁÒÉÓÕÊÔÅ!) äÁÌØ-
ÛÅ ÜÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ÕÓÌÏÖÎÉÔØ, ÐÅÒÅ×ÅÄÑ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ×
ÉÎÔÅÒ×ÁÌ (0; 1) ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f(x) = 1− 1

x
É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ× ÍÎÏÖÅ-

ÓÔ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÕÍÍ x + y, ÇÄÅ x ∈ f(M), Á y ∈ N.
äÁÌÅÅ ÜÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,
ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏ× ÓÞÅÔÎÙÈ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎ-
ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. á ×ÏÔ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÎÁÇÌÑÄÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÅÓÞÅÔÎÏÇÏ
×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏËÁÚÁÌÏÓØ,
ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ
÷õí (ÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ãÅÒÍÅÌÏ), ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÏÓÔÁÌØ-
ÎÙÈ ÁËÓÉÏÍ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ïÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ É Ä×ÕÈ,
ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÅÍÕ (ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ É ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ) ËÁË ÒÁÚ É ÐÏÓ×ÑÝÅ-
ÎÁ ÜÔÁ ÌÅËÃÉÑ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×.
÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ ÌÀÂÏÅ ÷õí X ÉÍÅÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ

ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅÓÔ×Å ×ÚÑÔØ A ÓÁÍÏ X. á ×ÏÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ × ÷õí, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ, ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ.

÷Ï-×ÔÏÒÙÈ, ×ÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ z ∈ X ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏ-
×ÁÔÅÌÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ X, ÞÔÏ z ≺ a É ÉÚ z ≺ x ≺ a ÓÌÅÄÕÅÔ,
ÞÔÏ ÌÉÂÏ x = z ÌÉÂÏ x = a. äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÚÑÔØ × ÏÐÒÅ-
ÄÅÌÅÎÉÉ 1 × ËÁÞÅÓÔ×Å A ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï {x ∈ X; ÔÁËÉÈ ÞÔÏ z ≺ x É z ̸= x}. á
×ÏÔ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÐÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÁ, ËÁË ÍÙ ×ÉÄÅÌÉ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÈ,
ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ.

÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ z ≺ x É z ̸= x ÂÕÄÅÍ
ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ z � x.



ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï × ÷õí ÓÁÍÏ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
÷õí.

åÝÅ ÏÄÎÏ ×ÁÖÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2 äÁÎÏ ÷õí X. ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Y ⊂ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ-
ÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ X, ÅÓÌÉ ÉÚ y ∈ Y É z ≺ y ÓÌÅÄÕÅÔ z ∈ Y .

îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ (ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ X) ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Y
ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË

Y = Sa = {x ∈ X; ÔÁËÉÈ ÞÔÏ x � a}

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ a ∈ X | × ËÁÞÅÓÔ×Å a ÎÕÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ
ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X \ Y . éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ
ÏÔÒÅÚËÏ× ÏÄÉÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ×ÎÕÔÒÉ ÄÒÕÇÏÇÏ. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝÅ, ÞÔÏ ∅ ÔÁËÖÅ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÷õí Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ "ÖÅÓÔËÉÍ" ÏÂßÅËÔÏÍ.

ôÅÏÒÅÍÁ 1 õ ÷õí ÎÅÔ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏ×, ËÒÏÍÅ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ, É,
ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÷õí ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÉËÁËÏÍÕ Ó×ÏÅÍÕ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÎÁÞÁÌØ-
ÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ Ä×ÕÈ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× A É B
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÉÅËÃÉÑ f : A → B, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÁÑ Ó ÉÍÅÀÝÉÍÉÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×ÁÈ A É B ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ, Ô.Å. ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ a < a′ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ
f(a) < f(a′).

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔ-
ÒÅÚÏË Y ⊂ X É ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f : X → Y . äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ
ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ Y = X É f = IdX .

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

Z = {x ∈ X ÔÁËÉÈ ÞÔÏ f(x) = x}:

åÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Z ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ X ÔÏ ÎÁÛÁ ÔÅÏ-
ÒÅÍÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎÁ, ÔÁË ËÁË ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ
ÏÔÒÅÚÏË Y , Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f , ÔÁËÖÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ
×ÓÅÍ X, É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÐÒÏÔÉ×ÎÏÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ Z ÎÅ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ×ÓÅÍ X, ÔÏ-
ÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X \ Z ÎÅÐÕÓÔÏ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ a.



þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ f(a)? ÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, f(a) ̸= a, ÐÏÓËÏÌØËÕ a =∈ Z. ÷Ï-
×ÔÏÒÙÈ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÂÙÌÏ f(a) ≺ a, ÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ f(a) ∈ Z, ÎÏ ÔÏÇÄÁ
f(f(a)) = f(a), ÏÔËÕÄÁ × ÓÉÌÕ ÂÉÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ f ÓÌÅÄÏ×ÁÌÏ ÂÙ f(a) = a, ÞÔÏ
ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ a =∈ Z. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, a � f(a). ðÏÓËÏÌØËÕ
f(a) ∈ Y É Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ a ∈ Y
É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ f−1(a) = c. óÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ,
ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ, ÐÏËÁÚÙ×ÁÀÔ, ÞÔÏ c = a ÉÌÉ c ≺ a ÎÅ×ÏÚÍÏÖ-
ÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ a � c. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ
ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÂÉÅËÃÉÉ f ÔÏÇÄÁ ÄÏÌÖÎÏ ÓÌÅÄÏ×ÁÔØ, ÞÔÏ f(a) � f(c) = a, Á
ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï. ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁ-
ÚÁÎÁ.

ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ×ÓÅÇÄÁ ÓÒÁ×ÎÉÍÙ ÐÏ
ÍÏÝÎÏÓÔÉ.

ôÅÏÒÅÍÁ 2 åÓÌÉ X É X ′ | Ä×Á ÷õí, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ ÎÁ-
ÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÄÒÕÇÏÇÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × X ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ
ÏÔÒÅÚÏË Y , ÞÔÏ ÏÎ ÉÚÏÍÏÒÆÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ Y ′ ⊂ X ′,
É ÐÕÓÔØ fY : Y → Y ′ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, × ËÁÞÅ-
ÓÔ×Å Y ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ
| ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ X, ÔÏÇÄÁ Y ′ ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ
ÜÌÅÍÅÎÔÁ X ′.) îÁÚÏ×ÅÍ ÔÁËÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÈÏÒÏÛÉÍÉ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ
ÞÅÒÅÚW ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× × X, Á ÞÅÒÅÚW ′

| ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÈ ÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× × X ′. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ
ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ.
äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ y ∈ W , ÔÏ y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÎÁÞÁÌØ-
ÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ Y , ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ∈ X ÉÚ z ≺ y ÓÌÅÄÕÅÔ z ∈ Y , ÎÏ
Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ W , ÐÏÜÔÏÍÕ É z ∈ W .

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÙ ÈÏÒÏÛÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ× ÍÏÖÎÏ
ÓËÌÅÉÔØ × ÏÄÉÎ ÉÚÏÍÏÆÉÚÍ F : W → W ′. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁ-
ÖÅÎÉÅ F ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ x ∈ W , ÔÏÇÄÁ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎ-
ÔÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ Y , ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔÓÑ ÉÚÏ-
ÍÏÒÆÉÚÍ fY : Y → Y ′. ðÏÌÏÖÉÍ ÔÏÇÄÁ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ F (x) = fY (x).

îÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ
ËÏÒÒÅËÔÎÏ, Ô.Å. ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ×ÙÂÒÁÌÉ ÄÒÕÇÏÊ ÈÏÒÏÛÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔ-
ÒÅÚÏË Z, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ x, ÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ fY (x) É fZ(x) ÓÏ×ÐÁÄÕÔ. éÚ Ä×ÕÈ ÎÁ-
ÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏ× Y É Z ÏÄÉÎ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × ÄÒÕÇÏÍ, ÂÕÄÅÍ



ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Y ⊂ Z. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ
É Y ′ ⊂ Z ′. åÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÉÍÅÌÏÓØ ÂÙ ÐÒÏÔÉ×ÏÐÏÌÏÖÎÏÅ
×ËÌÀÞÅÎÉÅ, Z ′ ⊂ Y ′ É ÔÏÇÄÁ ÂÙ f−1

Y (Z ′) ÂÙÌ ÂÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ × Y ,
ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ Z (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f−1

Y ◦ fZ : Z → f−1
Y (Z ′)), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ

ÔÅÏÒÅÍÅ 1. éÔÁË, ÉÍÅÅÍ Y ⊂ Z, Y ′ ⊂ Z ′, É Ä×Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÁ fY : Y → Y ′

É fZ : Z → Z ′. ôÏÇÄÁ f−1
Z (Y ′) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ × Z, ÉÚÏ-

ÍÏÒÆÎÙÍ Y (ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ f−1
Z ◦ fY : Y → f−1

Z (Y ′)), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ
ÔÅÏÒÅÍÅ 1 ÜÔÉ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ, Á ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ,
ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉ ÉÈ ÓÏ×ÐÁÄÅÎÉÉ ÓÔÁÎÏ×ÉÔÓÑ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ
ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ. éÔÁË, Y = f−1

Z (Y ′), É f−1
Z ◦ fY Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ

ÎÁ Y , ÔÏ ÅÓÔØ ∀y ∈ Y f−1
Z (fY (y)) = y. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ fZ(y) = fY (y)),

ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ F : W → W ′. ïÓÔÁÌÏÓØ
ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍÏÍ, ÎÏ ÜÔÏ ÐÒÏ-
ÓÔÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÌÑÅÍ ÓÌÕÛÁÔÅÌÑÍ.

éÔÁË, ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ W ×ÓÅÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔ-
ÒÅÚËÏ× ÓÁÍÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ F : W → W ′. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ W ̸= X É W ′ ̸= X ′, ÓÅÊÞÁÓ
ÍÙ ÌÅÇËÏ ÐÒÉ×ÅÄÅÍ ÜÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ, ÞÔÏ É ÚÁ×ÅÒÛÉÔ
ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ
×ÅÒÎÙ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X \W É X ′ \W ′ ÎÅÐÕÓÔÙ É ÐÏÔÏÍÕ × ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ-
ÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÉÈ t É t′. îÏ ÔÏÇÄÁ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ,
ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï W = W ∪ {t} ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔ-
ÒÅÚËÏÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ W ′ = W ′ ∪{t′}: ÉÚÏÍÏÒÆÉÚÍ
F : W → W ′ ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó F ÎÁW É ÐÅÒÅ×ÏÄÉÔ t × t′. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÎÁÛÌÉ
ÈÏÒÏÛÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊÓÑ × W , ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ
ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀW ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ×ÓÅÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÏÔÒÅÚËÏ×. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÌÉÂÏ W = X, ÌÉÂÏ W ′ = X ′, É ÎÁÛÁ ÔÅÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÅÒÅÊÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÁËÓÉÏÍÅ ×ÙÂÏÒÁ, ÕÔ×ÅÒÖÄÁÀÝÅÊ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏ-
ÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÍÏÖÎÏ ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÎÏ×ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï,
ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á. ëÏ-
ÎÅÞÎÏ, ÜÔÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁ ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÝÅ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ, É ÉÓÐÏÌØÚÏ-
×ÁÎÎÙÅ × ÎÅÊ ÓÌÏ×Á ÔÒÅÂÕÀÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ.

÷Ï-ÐÅÒ×ÙÈ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ "ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×"? üÔÏ ÐÒÁ×É-
ÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B (ËÏÔÏÒÏÅ ÞÁÓÔÏ
ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÏÊ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á) ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏ-
ÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÄÏÇÏ×ÏÒÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
, ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÚÎÁÞÁ-



ÅÔ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : B → 2
 \ {∅}. ôÅÐÅÒØ
ÕÖÅ ÐÏÎÑÔÎÏ, ÞÔÏ "×ÙÂÒÁÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á"
ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÚÁÄÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f : B → 
, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ∀b ∈ B f(b) ∈ F (b).
ôÁËÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÞÁÓÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÆÕÎËÃÉÅÊ ×ÙÂÏÒÁ. ôÁË ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ
ÐÅÒ×ÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ.

A1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F : B → 2
 \ {∅} ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË-
ÃÉÑ ×ÙÂÏÒÁ f : B → 
, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ∀b ∈ B ×ÅÒÎÏ f(b) ∈ F (b).

ëÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ Õ×ÉÄÉÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÑ "ÕÎÉ×ÅÒ-
ÓÁÌØÎÏÊ" ÆÕÎËÃÉÉ ×ÙÂÏÒÁ, ×ÙÂÉÒÁÀÝÅÊ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ
ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á 
.

A2. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ "ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ" ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÂÏÒÁ � : 2
 \ {∅} → 
,
ÔÁËÁÑ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ⊂ 
 ×ÅÒÎÏ �(A) ∈ A.

îÁËÏÎÅÃ, ÕËÁÖÅÍ ÅÝÅ ÏÄÎÕ ÕÄÏÂÎÕÀ ÆÏÒÍÁ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ.
A3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÀÒßÅËÃÉÉ p : X → Y ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÐÒÁ×ÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ

ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q : Y → X, Ô.Å. ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ p ◦ q = IdY .

ôÅÏÒÅÍÁ 3 æÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÉ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ á1, á2 É á3 ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙ.

ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ×Ù×ÅÓÔÉ á1 ÉÚ á2: ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÂÏÒÁ f ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÒÁÚÕ ËÁË
ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ F É "ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ" ÆÕÎËÃÉÉ ×ÙÂÏÒÁ �: f = � ◦ F .

þÔÏÂÙ ×Ù×ÅÓÔÉ á3 ÉÚ á1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÀÒßÅË-
ÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p : X → Y ÚÁÄÁÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× × X Ó
ÂÁÚÏÊ Y : ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : Y → 2X \ {∅} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË F (y) = p−1(y).
(íÎÏÖÅÓÔ×Ï p−1(y) ⊂ X | ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y ∈ Y , ÎÅÐÕÓÔÏÊ × ÓÉÌÕ
ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÓÔÉ p.) ôÏÇÄÁ × ËÁÞÅÓÔ×Å q ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ËÁË ÒÁÚ ÆÕÎËÃÉÀ
×ÙÂÏÒÁ f : Y → X, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏ×ÉÅ f(y) ∈ F (y) = p−1(y) ËÁË ÒÁÚ
ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ p(f(y)) = y, Ô.Å. ÞÔÏ p ◦ f = IdY .

ïÓÔÁÌÏÓØ ×Ù×ÅÓÔÉ á2 ÉÚ á3. éÔÁË, ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÔÏÌØËÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
, É
ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ á3 ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÇÄÅ-ÔÏ ×ÚÑÔØ ÓÀÒßÅËÔÉ×ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.
åÇÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁ×ÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÞÅÎØ ÞÁÓÔÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ.
òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÅËÁÒÔÏ×Ï ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ 
× (2
 \ {∅}) É × ÎÅÍ ÇÒÁÆÉË ÓÏ-
ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ, Ô.Å. ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï
R ⊂ 
× (2
 \ {∅}), ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ (a;A), ÞÔÏ a ∈ A:

R = {(a;A); ÔÁËÉÈ ÞÔÏ a ∈ A}:

õ ÐÒÑÍÏÇÏ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ 
× (2
 \ {∅}) ÉÍÅÀÔÓÑ Ä×Å ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÓÏÍÎÏ-
ÖÉÔÅÌÉ: �1 : 
× (2
 \ {∅}) → 
 É �2 : 
× (2
 \ {∅}) → 2
 \ {∅}, ÓÏÐÏÓÔÁ-
×ÌÑÀÝÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÅÅ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÐÅÒ×ÕÀ É ×ÔÏÒÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ:



�1(a;A) = a É �2(a;A) = A. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p1 É p2 ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ
ÐÒÏÅËÃÉÊ ÎÁ R. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÀÒßÅËÃÉÅÊ, ÜÔÏ É
ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÁÑ ÓÀÒßÅËÃÉÑ p2 : R → 2
 \ {∅}. óÏÇÌÁÓÎÏ á3 Õ p2 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ
ÐÒÁ×ÏÅ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ q : 2
 \ {∅} → R, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÅ ÎÅÐÕ-
ÓÔÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A ⊂ 
 ÔÁËÕÀ ÐÁÒÕ q(A) = (�;A), ÞÔÏ � ∈ A. ôÏÇÄÁ
ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ×ÙÂÏÒÁ ÂÕÄÅÔ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ p1 ◦ q : 2
 \ {∅} → 
.

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈ
ÍÎÏÖÅÓÔ×. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÃÅÐØÀ × ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å
X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. (÷ ÞÁÓÔ-
ÎÏÓÔÉ, ∅ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÐØÀ.) äÁÌÅÅ, ÜÌÅÍÅÎÔ a ∈ X ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈ-
ÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÃÅÐÉ Y ⊂ X, ÅÓÌÉ y < a ∀y ∈ Y . ïÂÒÁÔÉÔÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ
×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÃÅÐÉ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ! é, ÎÁËÏÎÅÃ,
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X ÎÁ-
ÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ b ∈ X, ÞÔÏ ÉÚ b < x ÓÌÅÄÕÅÔ b = x. ïÂÒÁÔÉÔÅ
×ÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ × ÎÁÛÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ
ÜÌÅÍÅÎÔ ÂÙÌ ÂÏÌØÛÅ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
X; ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÂÙÌ ÂÏÌØÛÅ ÔÅÈ, Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÏÎ ÓÒÁ×ÎÉÍ.

ìÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ. åÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÃÅÐØ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Á X ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ, ÔÏ × X ÉÍÅÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔ.

îÁ ÐÅÒ×ÙÊ ×ÚÇÌÑÄ, ÉÚ ÔÒÅÈ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ
ÉÍÅÅÔ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ, ÎÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÏÐÙÔ, ÉÍÅÎ-
ÎÏ ÏÎÁ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÁ ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ
ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ. ðÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÍÙ ÏÓÔÁ×ÉÍ ÄÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ
ÌÅËÃÉÉ, Á ÐÏËÁ ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 4 ôÅÏÒÅÍÁ ãÅÒÍÅÌÏ, ÁËÓÉÏÍÁ ×ÙÂÏÒÁ É ÌÅÍÍÁ ãÏÒÎÁ ÒÁ×ÎÏ-
ÓÉÌØÎÙ.

ðÒÏÝÅ ×ÓÅÇÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÁËÓÉÏÍÕ ×ÙÂÏÒÁ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ á2 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ
ãÅÒÍÅÌÏ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï 
 ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÏ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁ-
×ÉÔØ ÌÀÂÏÍÕ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ A ⊂ 
 ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÜÔÏ É
ÂÕÄÅÔ ÕÎÉ×ÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÂÏÒÁ.

÷Ù×ÅÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÌÅÍÍÕ ãÏÒÎÁ ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ
× ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å X ÌÀÂÁÑ ÃÅÐØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÅÒÈÎÅÊ
ÇÒÁÎØÀ, Á ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ × X, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÅÔ. íÙ ÈÏÔÉÍ



ÐÒÉ×ÅÓÔÉ ÜÔÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. óÔÒÁÔÅÇÉÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÒÏ-
ÔÉ×ÏÒÅÞÉÑ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ: ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÅÓÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÊ ÅÇÏ, É,
ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÉÍ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔ×ÏÍ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ "ÓÌÉÛËÏÍ
ÄÌÉÎÎÕÀ" ÃÅÐØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ.

þÔÏÂÙ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏÔ ÐÌÁÎ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ X ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ÔÏ ∃y ∈ X ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ x < y É y ̸= x. (íÙ ÄÌÑ
ÔÁËÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ x � y.) ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ X ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Hx = {y ∈ X ÔÁËÉÈ ÞÔÏ x � y} ÎÅÐÕÓÔÏ,
ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : X → 2X \ {∅}, ÚÁÄÁÎÎÏÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ
F (x) = Hx. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ
ÆÕÎËÃÉÑ ×ÙÂÏÒÁ f : X → X, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ∈ X
ËÁËÏÊ-ÔÏ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ: x � f(x).

ôÅÐÅÒØ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ X ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÔØ ÃÅÐØ
{x; f(x); f(f(x)); : : :}. õ ÜÔÏÊ ÃÅÐÉ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÅÓÔØ ×ÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ,
ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ë ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f É ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØ
ÐÏÄÏÂÎÕÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ, ÎÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÓÌÏ×Á "ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÐÏ×ÔÏÒÑÔØ"
ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÐÏËÁ ÔÏÞÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, É ÎÅ ÏÞÅÎØ ÑÓÎÏ, ËÁË ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ ÍÏ-
ÖÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ. (÷ÓÐÏÍÎÉÔÅ, ËÁË ÍÙ ËÏÎÓÔÒÕÉÒÏ×ÁÌÉ ×ÓÅ
ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÅ ÓÞÅÔÎÙÅ ÷õíÙ × ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÊ ÌÅËÃÉÉ.) ÷ÍÅÓÔÏ
ÜÔÏÇÏ ×ÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ×ÙÂÏÒÁ ÅÝÅ ÒÁÚ, ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á
×ÓÅÈ ÃÅÐÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. ôÏÞÎÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

C = {Y ∈ 2X ; ÔÁËÉÈ ÞÔÏ Y Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÃÅÐØÀ }

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÌÀÂÁÑ ÃÅÐØ Y ÏÂÌÁÄÁÅÔ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ b ∈ X, ÐÒÉ
ÜÔÏÍ b ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÌÉ ÎÅ ÂÙÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Y . îÏ ÜÌÅÍÅÎÔ f(b) ÕÖÅ ÔÏÞÎÏ
ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ Y , É ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÎ ÐÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ
×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÄÌÑ Y . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÃÅÐÉ Y ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï

HY = {x ∈ X \ Y; ÔÁËÉÈ ÞÔÏ x Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ Y }

ÎÅÐÕÓÔÏ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏ×ÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ G : C → 2X \ {∅}, ÚÁÄÁÎÎÏÅ
ÔÅÍ, ÞÔÏ G(C) = HC . ðÒÉÍÅÎÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÁËÓÉÏÍÕ ×ÙÂÏÒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ
ÆÕÎËÃÉÀ ×ÙÂÏÒÁ g : C → X, ÓÏÐÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ËÁÖÄÏÊ ÃÅÐÉ Y ÅÅ ×ÅÒÈ-
ÎÀÀ ÇÒÁÎØ g(Y ) =∈ Y .

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ "ÓÌÉÛËÏÍ ÄÌÉÎÎÏÊ ÃÅÐÉ"; ÎÅÆÏÒ-
ÍÁÌØÎÏ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÕÓÔÒÏÉÔØ ÅÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÁ × ËÁ-
ÖÄÏÍ ÍÅÓÔÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÌÁÓØ ÉÍÅÎÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÉ g. þÔÏÂÙ ÆÏÒ-



ÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÜÔÏ ÐÏÖÅÌÁÎÉÅ, ÄÁÄÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÃÅÐØ Y ÎÁÚÙ-
×ÁÅÔÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ
É ÌÀÂÏÊ ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔ y ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÅÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ

Sy = {z ∈ Y; ÔÁËÉÈ ÞÔÏ z � y}

ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ g: y = g(Sy).
îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ ÈÏÒÏÛÉÈ ÃÅÐÅÊ; ÔÁËÉÍÉ ÃÅÐÑÍÉ ÂÕÄÕÔ,

ÎÁÐÒÉÍÅÒ, {g(∅)}, {g(∅); g({g(∅)})}, {g(∅); g({g(∅)}); g({g(∅); g({g(∅)})})}
É Ô.Ä.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ×ÓÅÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÃÅÐÅÊ ÎÁÞÁÌÏ ÂÕÄÅÔ ÏÂÝÉÍ, ÄÅÊÓÔ×É-
ÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ y0 ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Y , ÔÏ Sy0 = ∅, ÐÏÜÔÏÍÕ y0 =
g(∅). éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÒÁÚÕ ÌÅÇËÏ ×Ù×ÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÃÅÐÅÊ
Y É Y ′ ÏÄÎÁ ×ÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÄÒÕÇÏÊ. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-
ÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Y \ Y ′ É Y ′ \ Y ÏÂÁ ÎÅÐÕÓÔÙ, ÔÏ × ÎÉÈ ÅÓÔØ ÍÉ-
ÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ v ∈ Y \ Y ′ É v′ ∈ Y ′ \ Y , ÐÒÉÞÅÍ v ̸= v′. îÏ, Ó
ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ Sv = {z ∈ Y; ÔÁËÉÈ ÞÔÏ z � v} É
Sv′ = {z′ ∈ Y ′; ÔÁËÉÈ ÞÔÏ z′ � yv′} ÏÂÁ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ × Y ∩ Y ′ É
ÐÏÔÏÍÕ ÓÏ×ÐÁÄÁÔØ, Ô.Å. Sv = Sv′ , ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏ×ÐÁÓÔØ É v = g(Sv) = g(Sv′) = v′,
Á ÍÙ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ×ÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁÚÎÙÅ.

ôÅÐÅÒØ × ËÁÞÅÓÔ×Å "ÓÌÉÛËÏÍ ÄÌÉÎÎÏÊ ÃÅÐÉ" ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ
W ×ÓÅÈ ÈÏÒÏÛÉÈ ÃÅÐÅÊ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ W ÔÏÇÄÁ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ
ÈÏÒÏÛÅÊ ÃÅÐØÀ. îÏ ÔÏÇÄÁ W ∪{g((W ))} ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÅÊ ÃÅÐØÀ, ÎÏ
ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ W | ÜÔÏ É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

îÁÍ ÏÓÔÁÌÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÛÁÇ: ×Ù×ÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ ãÅÒÍÅÌÏ ÉÚ ÌÅÍÍÙ
ãÏÒÎÁ. éÔÁË, ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X, ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍ-
ÍÏÊ ãÏÒÎÁ, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁ ÎÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÒÅ×ÒÁÝÁÀÝÅÇÏ X
×Ï ÷õí. óÈÅÍÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ, ËÁË ÐÒÁ×ÉÌÏ, ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:
ÅÓÌÉ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ ÞÅÇÏ-ÔÏ (× ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÎÏ-
ÛÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ, ÐÒÅ×ÒÁÝÁÀÝÅÇÏ X × ÷õí), ÔÏ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÄÕ-
ÍÁÔØ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏ ÉÓËÏÍÏÅ ÞÔÏ-
ÔÏ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ
ÐÒÉÄÕÍÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ
ÕÓÌÏ×ÉÀ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ.

÷ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á W
ÂÕÄÕÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÐÁÒÙ (A;<A), ÇÄÅ A | ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Ï × X, Á <A ÜÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅ-
ÓÔ×Å A, ÐÒÅ×ÒÁÝÁÀÝÅÅ A ×Ï ÷õí. íÎÏÖÅÓÔ×ÏW ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅÐÕÓÔÏ; ÏÎÏ



ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ×ÓÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á X. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ
ÐÏÒÑÄËÁ ≺ ÎÁ W ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (A;<A) ≺ (B;<B),
ÅÓÌÉ A ⊂ B É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ <B ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A ÓÏ×ÐÁÄÁÅÔ Ó
<A (Ô.Å. ÅÓÌÉ a; a′ ∈ A, ÔÏ a <A a′ ×ÅÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ
×ÅÒÎÏ a <B a′) É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÷õí A Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÷õíÁ
B.

þÔÏ ÐÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÃÅÐØ V þõíÁ W? üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ V Ñ×ÌÑÀÔÓÑ
×ÐÏÌÎÅ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ÐÒÉÞÅÍ ÉÚ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ
Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ. ëÁË É × ÐÒÏÛÌÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å,
ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÈ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ

E =
∪

(A;<A)∈V

A:

îÁ E ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ <E: ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅ-
ÍÅÎÔÁ x; y ∈ E ÌÅÖÁÔ × ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ A ÉÚ V , É ÔÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ
ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ x <E y ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ x <A y | ÜÔÏ, ÏÞÅ×ÉÄ-
ÎÏ, ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ A. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ E ÔÏÇÄÁ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ
÷õíÏÍ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÅ A ÉÚ V Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ, ÐÏ-
ÜÔÏÍÕ (E;<E) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÃÅÐÉ V . ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ×ÉÄÉÍ,
ÞÔÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÌÅÍÍÙ ãÏÒÎÁ ×ÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ W ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ
ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (M;<M). íÏÖÅÔ ÌÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M ÎÅ ÓÏ×ÐÁ-
ÄÁÔØ ÓÏ ×ÓÅÍ X? åÓÌÉ M ̸= X, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ x ∈ X, x =∈ M . ôÏÇÄÁ
ÏÞÅÎØ ÌÅÇËÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å N = M ∪ {x}
ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ N ÂÙÌÏ ÷õíÏÍ, Á M ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ.
äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÁ <N ÎÁÄÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË: ÐÒÉ
m;m′ ∈ M m <N m′ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ m <M m′, É m <N x
∀m ∈ M . ôÏÇÄÁ (M;<M) ≺ (N;<N), ÞÔÏ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ
Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ (M;<M). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ
M = X, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÒÅ×ÒÁÔÉÌÉ ÎÁÝÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï X × ÷õí, ÞÔÏ É
ÔÒÅÂÏ×ÁÌÏÓØ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏÓÔÉ ÔÒÅÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ ÄÏËÁÚÁÎÁ.


