
Ëèñòîê ñåìèíàðîâ 6.

1. Äëÿ a, b > 0 íàéòè ïðåäåë

lim
n→∞

(a1/n + b1/n

2

)n

.

2. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : [0, 1] → [0, 1] ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (åå íåïðåðûâíîñòü íå ïðåäïîëàãàåòñÿ!). Äîêàæèòå,
÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x, äëÿ êîòîðîé f(x) = x.

3. Äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé êîíòèíóàëüíî.
4. Ïðèâåñòè ïðèìåð îãðàíè÷åííîé íåïðåðûâíîé ôóíêöèè íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, íå èìåþùåé

íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ íà âñþ ïðÿìóþ.
5. Ïóñòü ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë è â êàæäîé òî÷êå ïðÿìîé èìååò êîíå÷íûé

ïðåäåë. Áóäåò ëè íåïðåðûâíà ôóíêöèÿ íà ïðÿìîé, äîîïðåäåëåííàÿ ýòèìè ïðåäåëàìè â èððàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ?
6. Äîêàæèòå, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà îòðåçêå îáëàäàåò îáðàòíîé â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà îíà ñòðîãî

ìîíîòîííà.
7. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n

= ex.

8. Ïóñòü tn/n→ 0 ïðè n→∞. Äîêàçàòü, ÷òî

lim
n→∞

(
1 +

x + tn
n

)n

= ex.

9. Íàéòè ïðåäåëû: (i) lim
x→0

((1 + x)1/n − 1)/x, (ii) lim
x→1

(
(1− x)−1 − 3(1− x3)−1

)
, (iii) lim

x→0

x4 + 3x2

x5 + x3 + 2x2
,

(iv) lim
x→1

3x4 − 4x3 + 1
(x− 1)2

, (v) lim
x→+∞

(2x + 3
2x + 1

)x+1

, (vi) lim
x→+∞

(sin
√

x + 1− sin
√

x).

10. Èñïîëüçóÿ àëãåáðàè÷åñêèé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà R íàä Q äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ðàçðûâíîé â êàæäîé
òî÷êå ïðÿìîé ôóíêöèè f ñ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî f(x + y) = f(x) + f(y) ïðè âñåõ x, y.


