
Ëèñòîê ñåìèíàðîâ 5.

1. Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà lim
x→0

sin(1/x).
2. Âû÷èñëèòå ïðåäåëû

(1) lim
x→2

x3 − 12x + 16
x2 − 4

, (2) lim
x→+∞

√
4 + 2x + x2 −

√
x2 − 4x + 1

3. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f íà ïðÿìîé íåïðåðûâíà â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà
U ìíîæåñòâî f−1(U) òîæå îòêðûòî.

4. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà â òî÷êå x â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà äëÿ âñÿêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
òî÷åê xn, ñõîäÿùåéñÿ ê x, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {f(xn)} ñõîäèòñÿ.

5. (a) Äîêàæèòå, ÷òî óðàâíåíèå x3 + ax2 + bx + c = 0 èìååò õîòÿ áû îäèí âåùåñòâåííûé êîðåíü, à ïðè c < 0
èìååò ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : [0, 1] → [0, 1] èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó, ò.å. óðàâíåíèå
x = f(x) ðàçðåøèìî.

6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ ïîñòîÿííîé L. Äîêàçàòü, ÷òî òàêîâà è ôóíêöèÿ |f |.
7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà Z íà ïðÿìîé íàéäåòñÿ íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f , äëÿ

êîòîðîé Z = f−1(0).
8. Ñóùåñòâóåò ëè íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ f : R → R, ïðèíèìàþùàÿ êàæäîå çíà÷åíèå ðîâíî äâà ðàçà?
9. Êîëåáàíèåì ôóíêöèè f â òî÷êå x0 íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ω(f, x0) = lim
ε→0

sup{|f(x)− f(y)| : |x− x0| < ε, |y − x0| < ε},

ãäå sup è lim ìîãóò áûòü áåñêîíå÷íû. (i) Äîêàçàòü, ÷òî íåïðåðûâíîñòü f â x0 ðàâíîñèëüíà ðàâåíñòâó ω(f, x0) = 0.
(ii) Äîêàçàòü çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà {x : ω(f, x) ≥ r} ïðè r ≥ 0.

10. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Ðèìàíà ðàçðûâíà â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è íåïðåðûâíà â èððàöèîíàëüíûõ.
11. Äîêàçàòü, ÷òî íåò ôóíêöèè, íåïðåðûâíîé â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ è ðàçðûâíîé â èððàöèîíàëüíûõ.
12. Îáîñíîâàòü ñóùåñòâîâàíèå êàíòîðîâîé ëåñòíèöû: íåïðåðûâíîé âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè C : [0, 1] → [0, 1],

ïîñòîÿííîé ñî çíà÷åíèÿìè âèäà k2−n íà èíòåðâàëàõ äîïîëíåíèÿ ê ìíîæåñòâó Êàíòîðà, äëÿ êîòîðîé C(0) = 0,
C(1) = 1.


