
Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâû êâàíòîâîé ìåõàíèêè 2021

ñðîê ñäà÷è 30 îêòÿáðÿ 2021ã.

1. ×àñòèöà äâèæåòñÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ êàíîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè ~x = {xi}i=1,2,3 ∈
R3, ~p = {pi}i=1,2,3 ∈ R3. Èçâåñòíî, ÷òî âåëè÷èíû

Bi =
|~x|+ 1

|~x|
xi + (~x, ~p) pi, i = 1, 2, 3

ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî êîìïîíåíòû âåêòîðà ìîìåíòà èìïóëüñà ÷à-

ñòèöû ~M = ~x× ~p òàêæå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ.

2. Âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû çàêðåïë¼ííîé â ïðîñòðàíñòâå êâàíòîâîé ÷àñòèöû (ñêàæåì,

ýëåêòðîíà â ëîâóøêå) îïèñûâàþòñÿ íîðìèðîâàííûì âåêòîðîì 2-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðî-

ñòðàíñòâà.

|φ〉 =

(
φ1
φ2

)
∈ C2, ||φ||2 =

∑
i

|φi|2 = 1.

Â ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñïèíà ÷àñòèöû ~S, çàäàâàåìûå îïåðàòîðàìè
Ŝi = ~

2σi, i = 1, 2, 3, ãëå σi � ìàòðèöû Ïàóëè:

σ1 =

(
0 1
1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0
0 −1

)
.

Êâàíòîâàÿ ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ â ñîñòîÿíèè, ïðî êîòîðîå èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü

ïðè èçìåðåíèè íàáëþäàåìîé S1 çíà÷åíèå
~
2 ðàâíà ρ

S1=~/2= sin2 ω, ãäå ω ∈ [0, π/2] � ïàðàìåòð

çàäà÷è.

à) Íàéäèòå îáùèé âèä ñîñòîÿíèÿ |φ〉, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ çàäà÷è. Îäíîçíà÷íî ëè

îíî îïðåäåëåíî?

á) Äëÿ êàæäîãî èç ïîñòðîåííûõ â ïóíêòå à) ñîñòîÿíèé ðàññ÷èòàéòå âåðîÿòíîñòü ρ
S2=~/2 ïî-

ëó÷èòü ïðè èçìåðåíèè íàáëþäàåìîé S2 çíà÷åíèå ~/2. Ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà ω âîçìîæ-

íî, ÷òîáû ρ
S2=~/2 = ρ

S1=~/2? Îäíîçíà÷íî ëè ôèêñèðóåòñÿ ñîñòîÿíèå |φ〉 çàäàíèåì çíà÷åíèé

ρ
S1=~/2 è ρS2=~/2?

3. Âíóòðåííèå ñòåïåíè ñâîáîäû çàêðåïë¼ííîé â ïðîñòðàíñòâå êâàíòîâîé ÷àñòèöû (íàïðèìåð,

àòîìà â êðèñòàëëå) îïèñûâàþòñÿ íîðìèðîâàííûì âåêòîðîì 3-ìåðíîãî êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà.

|φ〉 =

φ1φ2
φ3

 ∈ C3, ||φ||2 =
∑
i

|φi|2 = 1.

Â ýêñïåðèìåíòå èçìåðÿþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ñïèíà ÷àñòèöû ~S, çàäàâàåìûå îïåðàòîðàìè
Ŝi = ~ Ji, i = 1, 2, 3, ãäå Ji � 3× 3 ìàòðèöû âèäà

J1 =
1√
2

 0 1 0
1 0 1
0 1 0

 , J2 =
1√
2

 0 −i 0
i 0 −i
0 i 0

 , J3 =

 1 0 0
0 0 0
0 0 −1

 ,
óäîâëåòâîðÿþùèå êîììóòàöèîííûì ñîîòíîøåíèÿì

[Ji, Jj ] = i~ εijkJk.

Äèíàìèêà ÷àñòèöû çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà

Ĥ = ~ω

 1 0 0
0 0 i
0 −i 0

 .
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à) Îïðåäåëèòå âîçìîæíûå ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ ýíåðãèè ÷àñòèöû è ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ

îíà ìîæåò îêàçàòüñÿ ïîñëå èçìåðåíèÿ.

á) Ñ êàêîé âåðîòíîñòüþ ìû ïîëó÷èì âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèè ñïèíà S3, åñëè
äî èçìåðåíèÿ ñèñòåìà íàõîäèëàñü â îñíîâíîì ñîñòîÿíèè (ò.å., ñîñòîÿíèè ñ íàèíèçøèì

çíà÷åíèåì ýíåðãèè).

â) Âû÷èñëèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå è äèñïåðñèþ ïðîåêöèè ñïèíà S2 ïðè èçìåðåíèè åå â îñíîâíîì
ñîñòîÿíèè.

ã) Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ÷àñòèöà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè

|φ0〉 = 1√
3

1
1
1

 ñ ðàâíîâåðîÿòíî ðàñïðåäåëåííûì çàíà÷åíèåì ïðîåêöèè ñïèíà S3, îïðåäå-

ëèòå åå ñîñòîÿíèå â ïðîèçâîëüíûé ìîìåíò âðåìåíè. Âû÷èñëèòå âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü

÷àñòèöó â ìîìåíò âðåìåíè t ñíîâà â ñîñòîÿíèè |φ0〉.
Ìåíÿåòñÿ ëè ñî âðåìåíåì âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü ÷àñòèöó â ñîñòîÿíèè ñ îïðåäåëåííûì

çíà÷åíèåì ýíåðãèè? (îòâåòüòå íà âîïðîñ äëÿ êàæäîãî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ ýíåðãèè) Ïî-

÷åìó?

ä) Â óñëîâèÿõ ïóíêòà ã) îïðåäåëèòå ñðåäíåå çíà÷åíèå ïðîåêöèè ñïèíà S2 â ïðîèçâîëüíûé

ìîìåíò âðåìåíè t.

4. Âíóòðåííåå ñîñòîÿíèå ñèñòåìû èç äâóõ âçàèìîäåéñòâóþùèõ êâàíòîâûõ ÷àñòèö îïèñûâàåòñÿ

âåêòîðîì

|φ(1)〉 ⊗ |φ(2)〉 ∈ C2 ⊗ C2,

à åå ýâîëþöèÿ âî âðåìåíè çàäàåòñÿ îïåðàòîðîì Ãàìèëüòîíà

Ĥ =
1

~

(
~̂S
(1)

, ~̂S
(2))

+
β

2
Ŝ
(1)
3 +

1

2β
Ŝ
(2)
3 ,

ãäå ~̂S
(1)

è ~̂S
(2)

� îïåðàòîðû ñïèíà ïåðâîé è âòîðîé ÷àñòèöû (ñì. çàäà÷ó 2). Ïåðâîå ñëàãà-

åìîå ãàìèëüòîíèàíà îïèñûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ñïèíîâ ÷àñòèö, à äâà ïîñëåäíèõ � äåéñòâèå

íà ÷àñòèöû âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàïðàâëåííîãî âäîëü îñè O~z. Ïàðàìåòð β ∈ R \ {0}
õàðàêòåðèçóåò ìàãíèòíîå ïîëå.

à) Îïðåäåëèòå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè ñèñòåìû è îòâå÷àþùèå èì âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ.

á) Êàêèå èç íàáëþäàåìûõ âåëè÷èí

(
~̂S
)2

=
(
~̂S
(1)

+ ~̂S
(2))2

; Ŝ3 = Ŝ
(1)
3 + Ŝ

(2)
3 ;

(
~̂S
(1))2

; Ŝ
(1)
3

ñîõðàíÿþòñÿ ïðè ýâîëþöèè ñèñòåìû âñåãäà? Êàêèå ñîõðÿíÿþòñÿ ëèøü ïðè îïðåäåëåííûõ

çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà β?

â) Â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 ñèñòåìà íàõîäèëàñü â ñîñòîÿíèè

|Ψ(0)〉 =

(
0

1

)
⊗
(

1

0

)
.

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü íàáëþäàòü â ìîìåíò âðåìåíè t ñèñòåìó â ñîñòîÿíèè |Ψ(t)〉 ðàâíîì(
1

0

)
⊗
(

0

1

)
;

(
0

1

)
⊗
(

1

0

)
;

(
1

0

)
⊗
(

1

0

)
?

2



ã) Äëÿ íàáëþäàåìîé
(
~̂S
)2

îïðåäåëèòå åå ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíûå çíà÷å-

íèÿ, à òàêæå ñîñòîÿíèÿ, â êîòîðûõ ýòè çíà÷åíèÿ íàáëþäàþòñÿ.

Â óñëîâèÿõ ïóíêòà â) ðàññ÷èòàéòå ñðåäíåå çíà÷åíèå
〈
~̂S

2〉
è äèñïåðñèþ ∆

(
~̂S

2)
â ìîìåíò

âðåìåíè t.

5. (íåîáÿçàòåëüíàÿ) Ïîñòðîéòå ðåàëèçàöèþ îïåðàòîðîâ ñïèíà Ŝi, i = 1, 2, 3, â 4-ìåðíîì
êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå, åñëè èçâåñòíî, ÷òî Ŝ3 çàäàåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé:

Ŝ3 = diag{3/2, 1/2,−1/2,−3/2}.

Ïðèäóìàéòå ðåàëèçàöèþ îïåðàòîðîâ ñïèíà â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé

ðàçìåðíîñòè.
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