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1. Ñèìïëåêñ-ìåòîä

Ñèìïëåêñ-ìåòîä � íàèáîëåå èçâåñòíûé àëãîðèòì ïî ðåøåíèþ çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îí áûë ïðèäóìàí Äàíöèãîì â 40-õ ãîäàõ. Ãåîìåòðè÷åñêè ñóòü
ñèìïëåêñ-ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: íàõîäèòñÿ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà, à äàëåå
âûáèðàåòñÿ ñîñåäíÿÿ âåðøèíà, íà êîòîðîé çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè áîëüøå. Òàê
ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà íå íàéäåòñÿ òî÷êà ìàêñèìóìà.
Èçâåñòíî, ÷òî òåîðåòè÷åñêè ñèìïëåêñ ìåòîä ìîæåò èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ ñëîæ-

íîñòü. Ýòîò ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí Ë.Ã. Õà÷èÿíîì. Êîíêóðåíòîì ñèìïëåêñ-ìåòîäó
âûñòóïàåò ìåòîä ýëëèïñîèäîâ, ðàçðàáîòàííûé À.Ñ. Íåìèðîâñêèì. Ìåòîä ýëëèïñîè-
äîâ èìååò ïîëèíîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü. Òåì íå ìåíåå, îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ïðàêòè÷å-
ñêèõ ðåàëèçàöèÿõ ñèìïëåêñ-ìåòîä ÷àñòî ýôôåêòèâíåå.
Íèæå ìû îïèøåì àëãåáðàè÷åñêîå èçëîæåíèå ñèìïëåêñ-ìåòîäà, ñëåäóÿ [5].
Ñîïîñòàâèì ñòàíäàðòíîé çàäà÷å ËÏ

〈c, x〉 → max, Ax ≤ b, x ≥ 0

ñëåäóþùóþ ñâîäíóþ òàáëèöó.
x1 x2 · · · xn

y1
y2
· · ·
ym

a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 a2n · · · amn

b1
b2
· · ·
bn

−c1 −c2 · · · −cm 0
Òàáëèöà çàäàåò ñâÿçü ìåæäó ïåðåìåííûìè x ≥ 0, y ≥ 0:

xj =
∑
i

aijyi − cj.

Çàìå÷àíèå 1.1. Ïóñòü b ≥ 0, c ≤ 0. Òîãäà, î÷åâèäíî, x = 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

Àëãîðèòì ñîñòîèò â ïðèìåíåíèè ïîñëåäîâàòåëüíûõ ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ìå-
íÿþùèõ ìåñòàìè ïåðåìåííûå x è y. Ïðè ýòîì áóäóò ìåíÿòüñÿ ìàòðèöà A, âåêòîðû
b, c. Íàøà öåëü - äîáèòüñÿ ñèòóàöèè, êîãäà ïðè î÷åðåäíîì øàãå âåêòîðû b è c îêàæóò-
ñÿ îòðèöàòåëüíûìè. Òîãäà âñå ïåðåìåííûé x, îñòàâøèåñÿ â âåðõíåé ñòðî÷êå ìîæíî
ïîëîæèòü ðàâíûìè íóëþ. Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. äåòàëè â [5]), ÷òî òîãäà 1) òå èç ïå-
ðåìåííûõ x, ÷òî îêàçàëèñü â ëåâîì ñòîëáöå, ìîæíî ïîëîæèòü ðàâíûì çíà÷åíèÿì b
â ïðàâîì ñòîëáöå, 2) ïîïóòíî ðåøàåòñÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à, ïîñêîëüêó äëÿ àíàëî-
ãè÷íîãî àëãîðèòìà ïðèìåíÿþòñÿ òå æå ñàìûå ïðåîáðàçîâàíèÿ. Ñïîñîá âûïèñûâàíèÿ
ðåøåíèÿ àíàëîãè÷åí: ïåðåìåííûå y â ëåâîì ñòîëáöå çàíóëÿþòñÿ, à ïåðåìåííûå y â
âåðõíåé ñòðî÷êå ðàâíû çíà÷åíèÿì â íèæíåé ñòðî÷êå. Êîíå÷íîñòü àëãîðèòìà âûòåêà-
åò èç òîãî, ÷òî ÷èñëî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ïåðåìåííûõ êîíå÷íî è íåêîòîðûå
ïàðàìåòðû (ñì. íèæå) ïðè ðàññìàòðèâàåìûõ ïðåîáðàçîâàíèÿõ ìîíîòîííû.
Ñëó÷àé 1. Ïóñòü b ≥ 0.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð:

3y1 + 2y2 + y3 → min

−y2 + 2y3 ≥ 1

y1 + y3 ≥ 1

2y1 + 3y2 + y3 ≥ 2

y1, y2, y3 ≥ 0.
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x1 x2 x3
y1
y2
y3

0 1 2
-1 0 3
2 1 1

3
2
1

-1 -1 -2 0
Ïðàâèëî 1 : Âûáåðåì ëþáîé ñòîëáåö îòðèöàòåëüíûìïîñëåäíèì ýëåìåíòîì, ïóñòü

ýòî áóäåò ñòîëáåö j0 ñ −cj0 < 0. Ñðåäè âñåõ i, äëÿ êîòîðûõ ai,j0 > 0, âûáåðåì òàêîé
èíäåêñ i0, ÷òî îòíîøåíèå bi/ai,j0 íàèìåíüøåå (åñëè òàêèõ íåñêîëüêî, âûáåðåì îäíî èç
íèõ). Äàëåå ïåðåïèøåì çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè òàê, ÷òîáû xi0 îêàçàëàñü â
÷èñëå ïåðåìåííûõ ñëåâà, à yj0 ñâåðõó (pivot ai0,j0).
Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå âîçüìåì âòîðîé ñòîëáåö è òðåòüþ ñòðîêó. Â çàâèñè-

ìîñòè

x1 = −y2 + 2y3 − 1

x2 = y1 + y3 − 1

x3 = 2y1 + 3y2 + y3 − 2

Âûðàçèì y3 ÷åðåç x2 è îñòàëüíûå ïåðåìåííûå

y3 = −y1 + x2 + 1

Ïîëó÷èì

x1 = −2y1 − y2 + 2x2 + 1

x3 = y1 + 3y2 + x2 − 1

Âûðàçèì ÷åðåç ïåðåìåííûå y1, y2, x2 ôóíêöèþ ñòîèìîñòè â äâîéñòâåííîé çàäà÷å

3y1 + 2y2 + y3 = 2y1 + 2y2 + x2 + 1

x1 y3 x3
y1
y2
x2

-2 -1 1
-1 0 3
2 1 1

2
2
1

1 1 -1 1
Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ 1: 1) Ñîõðàíÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü b, 2) çíà÷åíèå

â ïðàâîì íèæíåì óãëó íå óáûâàåò, 3) Åñëè ïðåîáðàçîâàíèå íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü,
òî ïðÿìàÿ çàäà÷à íåîãðàíè÷åíà.
Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòî ïðåîáðàçîâàíèå è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî êîëè÷åñòâî

ñâîäíûõ òàáëèö êîíå÷íî, ìû âèäèì, ÷òî åñòü äâå âîçìîæíîñòè: 1) çàöèêëèâàíèå (ïðè
ýòîì çíà÷åíèå â ïðàâîì íèæíåì óãëó íå ðàñòåò), 2) â êàêîé-òî ìîìåíò âñå çíà÷åíèÿ
cj îêàçûâàþòñÿ îòðèöàòåëüíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå çíà÷åíèå çàäà÷è îêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íûì ÷èñëó â ïðàâîì íèæíåì óãëó. Ðåøåíèå çàäà÷è íà ìèíèìóì ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ìû
ïîëîæèì òå yi, êîòîðûå íàõîäÿòñÿ â ëåâîé ÷àñòè, íóëÿìè, à òå yi, êîòîðûå íàâåð-
õó, ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè â ïîñëåäíåé ñòðîêå. Ðåøåíèå çàäà÷è íà ìàêñèìóì
ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü xj â âåðõíåé ÷àñòè íóëÿìè, à â ëåâîé ÷àñòè ñîîòâåòñâóþ-
ùèìè çíà÷åíèÿìè â ïîñëåäíåì ñòîëáöå.

Ïðîäåëàâ åùå ðàç ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, ïîëó÷àåì

x1 y3 x3
y1
y2
x2

-2 -1 1
-1 0 3
2 1 1

2
2
1

1 1 -1 1
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x1 y3 y2
y1
x3
x2

-5/3 -1 -1/3
-1/3 0 1/3
7/3 1 -1/3

2/3
2/3
1/3

4/3 1 1/3 5/3

Ðåøåíèå

x = (0, 1/3, 2/3)

y = (0, 1/3, 1)

Çíà÷åíèå çàäà÷è = 5/3.
Ïðàâèëî 2. Ïóñòü íåêîòîðûå bi îòðèöàòåëüíû. Âîçüìåì ïåðâîå îòðèöàòåëüíîå

çíà÷åíèå bi, ïóñòü ýòî áóäåò bk < 0. Íàéäåì êàêîå íèáóäü îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå
â ñòîëáöå k, íàïðèìåð ak,j0 < 0. Ñðàâíèì bk/ak,j0 è bi/ai,j0 , äëÿ êîòîðûõ bi ≥ 0 è
ai,j0 > 0, è âûáåðåì òàêîå i0, äëÿ êîòîðîãî ýòî ñîîòíîøåíèå íàèìåíüøåå (i0 ìîæåò
áûòü ðàâíûì k ). Äàëåå ïåðåïèøåì çàâèñèìîñòü ìåæäó ïåðåìåííûìè òàê, ÷òîáû xi0
îêàçàëàñü â ÷èñëå ïåðåìåííûõ ñëåâà, à yj0 ñâåðõó (pivot ai0,j0).
Ñâîéñòâà ïðåîáðàçîâàíèÿ 2: 1) Òå êîìïîíåíòû âåêòîðà b êîòîðûå áûëè íåîò-

ðèöàòåëüíû, ñîõðàíÿþò ñâîþ íåîòðèöàòåëüíîñòü, 2) çíà÷åíèå bk íå óáûâàåò, 3) Åñëè
ïðåîáðàçîâàíèå íåâîçìîæíî ïðèìåíèòü, òî ïðÿìàÿ çàäà÷à íåäîïóñòèìà.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ýòî ïðåîáðàçîâàíèå, äîáèâàåìñÿ òîãî, ÷òî âåêòîð b ñòà-

íîâèòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì. Äàëåå ïåðåõîäèì ê ïðàâèëó 1.
Ðàññìîòðèì ïðèìåð:

3y1 − 2y2 + 5y3 → min

−y2 + 2y3 ≥ 1

y1 + y3 ≥ 1

2y1 − 3y2 + 7y3 ≥ 5

y1, y2, y3 ≥ 0.

x1 x2 x3
y1
y2
y3

0 1 2
-1 0 -3
2 1 7

3
-2
5

-1 -1 -5 0
Ïîìåíÿâ ìåñòàìè ïåðåìåííûå x1 è y2, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òàáëèöó.

y2 x2 x3
y1
x1
y3

0 1 2
-1 0 3
2 1 1

3
2
1

-1 -1 -2 2
Çàäà÷à èäåíòè÷íà ïðåäûäóùåìó ïðèìåðó. Ðåøàÿ åå, ïîëó÷àåì x = (0, 1/3, 2/3), y =

(0, 1/3, 1).

2. Âûïóêëûå ôóíêöèè. Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà

X � íîðìèðîâàííîå ïðîñòðàíñòâî (âîîáùå ãîâîðÿ, áåñêîíå÷íîìåðíîå), X∗ � åãî
ñîïðÿæåííîå. Çíà÷åíèå x∗ ∈ X íà x ∈ X îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì 〈x, x∗〉. Ôóíêöèÿ
f : X → R ∪ {±∞} íàçûâàåòñÿ âûïóêëîé, åñëè ìíîæåñòâî

epi(f) = {(x, α) ∈ X × R : α ≥ f(x), f(x) <∞}
âûïóêëî.
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Òèïè÷íûì ïðèìåðîì âûïóêëîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ

δA =

{
0, x ∈ A,
+∞, x /∈ A.

ãäå A � âûïóêëîå ìíîæåñòâî.
Íàïîìíèì òåîðåìû îá îòäåëèìîñòè.

Òåîðåìà 2.1. Ïóñòü A è B � âûïóêëûå ìíîæåñòâà â X, A∩B = ∅, Int(B) 6= ∅. Òî-
ãäà A è B îòäåëèìû, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x∗ ∈ X∗, ÷òî supx∈A〈x, x∗〉 ≤
infx∈B〈x, x∗〉.

Ñëåäñòâèå 2.2. Ïóñòü A � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, x /∈ A. Òîãäà x è A
ñòðîãî îòäåëèìû, ò.å. ñóùåñòâóåò òàêîé ýëåìåíò x∗ ∈ X∗, ÷òî supx∈A〈x, x∗〉 <
infx∈B〈x, x∗〉.

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè f â òî÷êå x íàçûâàåòñÿ ìíîæå-
ñòâî

∂f(x) = {x∗ : f(y) ≥ f(x) + 〈y − x, x∗〉, ∀y ∈ X}.

Âîïðîñ: êàê ñâÿçàí äèôôåðåíöèàë ñ îïîðíûìè ïëîñêîñòÿìè ê ãðàôèêó ôóíêöèè
f?

Óïðàæíåíèå 2.4. Äëÿ X = Rn äîêàæèòå, ÷òî åñëè âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f äèôôå-
ðåíöèðóåìà â òî÷êå x, òî ∂f(x) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà ∇f(x).

Óïðàæíåíèå 2.5. Äîêàæèòå, ÷òî ñóáäèôôåðåíöèàëîì ôóíêöèè |x|, x ∈ R â íóëå
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî [−1, 1].

Îïðåäåëåíèå 2.6. Ñîïðÿæåííîé ôóíêöèåé (èëè ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíä-
ðà) ê ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

f ∗(x∗) = sup
x∈X

(
〈x, x∗〉 − f(x)

)
.

Óïðàæíåíèå 2.7. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ f(x) = x2

2
âûïîëåíî f ∗ = f .

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ f(x) = |x|, g(x) = δ[−1,1] âûïîëíåíî f
∗ = g, g∗ = f .

Îïðåäåëåíèå 2.8. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè epi(f) ÿâëÿåòñÿ çà-
ìêíóòûì ìíîæåñòâîì.

Òåîðåìà 2.9. Âûïóêëàÿ è çàìêíóòàÿ ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì àôôèííûõ
ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f = +∞, òî óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Çàôèêñèðóåì òî÷êó x0.
Ïóñòü f(x0) < +∞. Çàôèêñèðóåì α0 < f(x0). Òîãäà (x0, α0) /∈ epi(f). Â ñèëó òîãî,

÷òî epi(f) âûïóêëî è çàìêíóòî, ñóùåñòâóþò òàêèå x∗ ∈ X∗ è γ ∈ R, ÷òî ôóíêöèÿ
(x, α)→ 〈x∗, x〉+ αγ íà X × R ñòðîãî ðàçäåëÿåò (x0, α0) è epi(f), ò.å.

〈x∗, x0〉+ α0γ ≥ sup
(x,α)∈epi(f)

(
〈x∗, x〉+ αγ

)
. (1)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî γ ≤ 0, ïîòîìó ÷òî â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ñóïðåìóì â ïðàâîé ÷àñòè
áåñêîíå÷åí. Áîëåå òîãî, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî γ < 0 (âçÿâ â ïðàâîé ÷àñòè (x0, f(x0))
â êà÷åñòâå (x, α)). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî γ = −1. Ïîëîæèâ
c = sup(x,α)∈epi(f)

(
〈x∗, x〉 − α

)
, ïîëó÷èì

〈x∗, x0〉 − c > α0, 〈x∗, x〉 − c ≤ α, ∀(x, α) ∈ epi(f).
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Èç âòîðîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî ãðàôèê àôôèííîé ôóíêöè ëåæèò íèæå 〈x∗, x0〉−
c ãðàôèêà f(x). Âçÿâ òî÷êó (x, α) = (x0, f(x0)) ∈ epi(f), ïîëó÷èì

α0 < 〈x∗, x0〉 − c < f(x0).

Òàê êàê α0 ìîæåò áûòü âûáðàíî ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê f(x0), ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå
òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ f(x0) <∞.
Ïóñòü f(x0) = +∞. Òàê æå, êàê è âûøå, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî α0 ∈ R íàõîäèì òàêèå

x∗ ∈ X∗ è γ ≤ 0, ÷òî ôóíêöèÿ (x, α)→ 〈x∗, x〉+αγ íà X×R ñòðîãî ðàçäåëÿåò (x0, α0)
è epi(f). Åñëè γ < 0, òî ðàññóæäåíèÿ ïîâòîðÿþò ïðåäûäóùèå. Ïóñòü γ = 0. Òîãäà èç
(1) ñëåäóåò, ÷òî

〈x∗, x0〉 − c ≥ 0, 〈x∗, x〉 − c ≤ 0 ∀(x, α) ∈ epi(f).
Âîçüìåì òåïåðü ïðîèçâîëüíóþ íåïðåðûâíóþ àôôèííóþ ôóíêöèþ p0, íå ïðåâîñõî-
äÿùóþ f . Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî ôóíêöèé pµ(x) = p0(x) + µ(〈x∗, x〉 − c), µ > 0. Èç
âòîðîãî íåðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî pµ íå ïðåâîñõîäèò f , à èç ïåðâîãî âûòåêàåò, ÷òî
pµ(x0) áîëüøå α0 ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ µ. �

Òåîðåìà 2.10. (Ôåíõåëÿ-Ìîðî î âòîðîé ñîïðÿæåííîé ôóíêöèè). Ñëåäóþùèå
óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû

1) ôóíêöèÿ f âûïóêëà è çàìêíóòà
2) f ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì àôôèííûõ ôóíêöèé x→ 〈x, x∗〉+ b
3) f = f ∗∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìïëèêàöèÿ 1) =⇒ 2) äîêàçàíà âûøå, èìïëèêàöèÿ 3) =⇒ 1) î÷å-
âèäíà. Äîêàæåì 2) =⇒ 3). Àôôèííàÿ ôóíêöèÿ 〈x∗, x〉−α íå ïðåâîñõîäèò f(x) òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà α ≥ supx∈X(〈x∗, x〉 − f(x)) = f ∗(x∗). Â ñèëó òîãî, ÷òî f �
ñóïðåìóì àôôèííûõ ôóíêöèé, âûïîëåíî ðàâåíñòâî

f(x) = sup
x∗∈X∗;α∈R; α≥f∗(x∗)

(
〈x∗, x〉 − α

)
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî â êà÷åñòâå α â ñóïðåìóìå â ïðàâîé ÷àñòè âñåãäà ìîæíî âçÿòü
f ∗(x∗). Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x) = sup
x∗∈X∗

(
〈x∗, x〉 − f ∗(x∗)

)
= f ∗∗(x).

�

f ÿâëÿåòñÿ ñóïðåìóìîì ôóíêöèé âèäà 〈x, x∗〉 − f ∗(x∗)

Òåîðåìà 2.11. Äëÿ âûïóêëîé çàìêíóòîé ôóíêöèè ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ðàâíîñèëüíû.

1) x∗ ∈ ∂f(x)
2) x ∈ ∂f ∗(x∗)
3) f(x) + f ∗(x∗) = 〈x, x∗〉.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç x∗ ∈ ∂f(x) è îïðåäåëåíèÿ ñóáäèôôåðåíöèàëà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ
ëþáîãî z

〈x, x∗〉 − f(x) ≥ 〈z, x∗〉 − f(z).
Ñëåäîâàòåëüíî

f ∗(x∗) = sup
z
(〈z, x∗〉 − f(z)) = 〈x, x∗〉 − f(x).

Ïîýòîìó 1) =⇒ 3). Ïðîâåäÿ ðàññóæäåíèÿ â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ïîëó÷àåì, ÷òî
3) =⇒ 1).
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Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå, íà÷àòîå ñ x ∈ ∂f ∗(x∗), ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó f ∗∗(x) +
f ∗(x∗) = 〈x, x∗〉. Ðåçóëüòàò ñëåäóåò èç òåîðåìû Ôåíõåëÿ-Ìîðî. �

Ñëåäñòâèå 2.12. Åñëè ôóíêöèè f : Rn → R, f ∗ : Rn → R äèôôåðåíöèðóåìû è
îòîáðàæåíèÿ x → ∇f(x), y → ∇f ∗(y) � âçàèìíî îäíîçíà÷íûå îòîáðàæåíèÿ Rn â
Rn, òî ãðàäèåíòû f, f ∗ âçàèìíî îáðàòíû:

∇f ∗(∇f(x)) = x, ∇f(∇f ∗(y)) = y.

Ïðè ýòîì
f(x) + f ∗(∇f(x)) = 〈x,∇f(x)〉.

3. Ãðàíè è âåðøèíû ïîëèýäðîâ.

Ìàòåðèàë: [2], ãëàâà 8.
Ïóñòü çàäàí ïîëèýäð {x : Ax ≤ b}.

Îïðåäåëåíèå 3.1. Íåÿâíîå ðàâåíñòâî: íåðàâåíñòâî 〈α, x〉 ≤ β â ñèñòåìå {x : Ax ≤
b} íàçûâàåòñÿ íåÿâíûì ðàâåíñòâîì, åñëè 〈α, x〉 = β äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ x ñèñòåìû
{x : Ax ≤ b}.

Â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ {x : Ax ≤ b} ìîæíî âûäåëèòü ïîäñèñòåìó íåÿâíûõ ðàâåíñòâ
{x : A=x = b=}.

Îñòàâøèåñÿ íåðàâåíñòâà áóäåì îáîçíà÷àòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

{x : A+x ≤ b+}.

Îïðåäåëåíèå 3.2. Îãðàíè÷åíèå 〈αi, x〉 ≤ βi â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ Ax ≤ b íàçûâà-
åòñÿ èçáûòî÷íûì, åñëè îíî ñëåäóåò èç îñòàâøèõñÿ îãðàíè÷åíèé. Åñëè èõ íåò, òî
ñèñòåìà íåðàâåíñòâ íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé (íå èçáûòî÷íîé).

Çàìåòèì, ÷òî ïóòåì óäàëåíèÿ èçáûòî÷íûõ íåðàâåíñòâ ëþáóþ ñèñòåìó ìîæíî ñäå-
ëàòü íå èçáûòî÷íîé.
Íàïîìíèì, ÷òî ãðàíü � ýòî ïåðåñå÷åíèå ïîëèýäðà ñ îïîðíîé ãèïåðïëîñêîñòüþ.

Òåîðåìà 3.3. Íåïóñòîå ìíîæåñòâî F ÿâëÿåòñÿ ãðàíüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà

F = {x ∈ P : A′x = b′}
äëÿ íåêîòîðîé ïîäñèñòåìû {x : A‘x ≤ b‘} ñèñòåìû Ax ≤ b.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóòü F = {x ∈ P : 〈c, x〉 = δ} äëÿ íåêîòîðîé îïîðíîé ãèïåðïëîñ-
êîñòè 〈c, x〉 = δ. Çäåñü δ = max{〈c, x〉|Ax ≤ b}. Â ñèëó òåîðåìû î äâîéñòâåííîñòè

δ = min{〈b, y〉|ATy = c, y ≥ 0},
ïðè÷åì ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ íà íåêîòîðîì âåêòîðå y0. Ïóñòü {x : A−x ≤ b−} �
ïîäñèñòåìà íåðàâåíñòâ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîëîæèòåëüíûì êîìïîíåíòàì y0. Òîãäà
F = {x ∈ P : A′x = b′}, ïîòîìó ÷òî äëÿ x ∈ P èìååì: 〈c, x〉 = δ âûïîëíåíî òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈b, y0〉 = 〈ATy0, x〉, à ïîñëåäíåå ðàâíîñèëüíî A′x = b′. Òàêèì
îáðàçîì, ëþáàÿ ãðàíü ïðåäñòàâèëà â âèäå F = {x ∈ P : A′x = b′}.
Íàîáîðîò, ëþáîå ìíîæåñòâî âèäà F = {x ∈ P : A′x = b′} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì

äîñòèæåíèÿ max{〈c, x〉|x ∈ P}, ïðè c, ðàâíîì ñóììå ñòðîê A′. �

Çàìå÷àíèå 3.4. Åñëè F � ãðàíü P , òî F òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïîëèýäðîì, à åãî ãðàíè
ÿâëÿþòñÿ ãðàíÿìè P .
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Îïðåäåëåíèå 3.5. Ãèïåðãðàíüþ (ôàñåòîé) ïîëèýäðà P íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ
ïî âêëþ÷åíèþ, îòëè÷íàÿ îò P ãðàíü.

Òåîðåìà 3.6. Åñëè ñèñòåìà íåðàâåíñòâ A+x ≤ b+ íå ñîäåðæèò èçáûòî÷íûõ íåðà-
âåíñòâ äëÿ Ax ≤ b , òîãäà ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìåæäó
ãèïåðãðàíÿìè P

Fi =
{
x : 〈αi, x〉 = βi

}
(2)

è íåðàâåíñòâàìè 〈αi, x〉 ≤ βi â A
+x ≤ b+.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì, ÷òî êàæäàÿ ãèïåðãðàíü F äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå (2).
Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü F çàäàåòñÿ íåêîòîðîé ïîäñèñòåìîé A′x ≤ b′ ñèñòåìû A+x ≤ b+.
Ïóñòü 〈αi, x〉 ≤ βi � íåêîòîðîå íåðàâåíñòâî ýòîé ñèñòåìû. Òîãäà ãðàíü F ′ =

{
x :

〈αi, x〉 = βi
}
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ F ⊂ F ′, ïðè ýòîì íåðàâåíñòâî 〈αi, x〉 ≤ βi

íå ÿâëÿåòñÿ íåÿâíûì ðàâåíñòâîì. Cëåäîâàòåëüíî F ′ 6= P . Â ñèëó òîãî, ÷òî F �
ãèïåðãðàíü, ïîëó÷àåì F = F ′.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî ëþáîå ïðåäñòàâëåíèå (2) çàäàåò íåêîòîðóþ ãèïåðãðàíü F ′.

Ïóñòü A′x ≤ b′ � ñèñòåìà îñòàâøèõñÿ íåðàâåíñòâ. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî F ′ �
ãèïåðãðàíü, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð x0, ÷òî A=x0 = b=,
〈αi, x0〉 = βi è A

′x0 < b′. Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ íåÿâíûõ ðàâåíñòâ ñëåäóåò,
÷òî ñóùåñòâóåò âåêòîð x1, äëÿ êîòîðîãî A

=x1 = b=, A+x1 < b+. Ïîñêîëüêó 〈αi, x〉 ≤ βi
íå ÿâëÿåòñÿ èçáûòî÷íûì íåðàâåíñòâîì â Ax ≤ b, ñóùåñòâóåò âåêòîð x2, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé ñèñòåìå A=x2 = b=, A′x2 ≤ b′, 〈αi, x2〉 > βi. Òîãäà â êà÷åñòâå x0 ìîæíî âçÿòü
âûïóêëóþ êîìáèíàöèþ x1, x2. �

Îïðåäåëåíèå 3.7. Ðàçìåðíîñòüþ ïîëèýäðà íàçûâàåòñÿ ðàçìåðíîñòü åãî àôôèííîé
îáîëî÷êè.

Çàìå÷àíèå 3.8. Ðàçìåðíîñòü P ðàâíà n ìèíóñ ðàíã ìàòðèöû A=.

Ñëåäñòâèå 3.9. Ðàçìåðíîñòü ëþáîé ãèïåðãðàíè íà åäèíèöó ìåíüøå ðàçìåðíîñòè
P .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå ìîæíî ñ÷èòàòü ñèñòåìó Ax ≤ b íå èçáûòî÷íîé.
Ðàññìîòðèì ãèïåðãðàíü F = {x ∈ P : 〈αi, x〉 = βi}, ãäå 〈αi, x〉 ≤ βi � íåðàâåíñòâî èç
A+x ≤ b+. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà Ax ≤ b íå èçáûòî÷íà, åäèíñòâåííûìè íåÿâíûìè ðàâåí-
ñòâàìè ñèñòåìû Ax ≤ b, 〈αi, x〉 ≥ βi áóäóò ðàâåíñòâà A=x = b=, 〈αi, x〉 ≤ βi, 〈αi, x〉 ≥
βi. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èç Ax ≤ b, 〈αi, x〉 ≥ βi ñëåäóåò 〈αj, x〉 = βj äëÿ íåêîòîðîãî
íåðàâåíñòâà 〈αi, x〉 ≤ βj, òî F ⊂ {x ∈ P : 〈αi, x〉 = βj}. Ïîñêîëüêó îáà ìíîæåñòâà�
ãèïåðãðàíè, òî ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå íåðàâåíñòâî 〈αj, x〉 ≤ βj äîëæíî ñîâïàäàòü
ñ 〈αi, x〉 ≤ βi. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàçìåðíîñòü F ðàâíà n - ðàíã ìàòðèöû [A, ai], ò.å., íà
åäèíèöó ìåíüøå ðàçìåðíîñòè P . �

Îïðåäåëåíèå 3.10. Ãðàíü íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé, åñëè îíà íå ñîäåðæèò íèêà-
êèå äðóãèå ãðàíè.

Çàìå÷àíèå 3.11. Èç çàìå÷àíèÿ 3.4 ñëåäóåò, ÷òî ãðàíü F ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé,
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñâîì.

Òåîðåìà 3.12. Ìíîæåñòâî F ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ãðàíüþ òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà ∅ 6= F ⊂ P è

F = {x : A′x = b′}
äëÿ íåêîòîðîé ïîäñèñòåìû A′x ≤ b′ èç Ax ≤ b.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ãðàíü F äîïóñêàåò òàêîå ïðåäñòàâëåíèå, òî îíà ÿâëÿåòñÿ
àôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì è, ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìàëüíîé ãðàíüþ.
Îáðàòíî, ïóñòü F � ìèíèìàëüíàÿ ãðàíü. Îíà äîïóñêàåò ïðåäñòàâëåíèå

F = {x : A
′′
x ≤ b

′′
, A′x = b′},

ãäå A
′′
x ≤ b

′′
, A′x ≤ b′ � íåêîòîðûå ïîäñèñòåìû ñèñòåìû Ax ≤ b. Âûáåðåì A

′′
ìèíè-

ìàëüíî âîçìîæíîé. Òîãäà âñå íåðàâåíñòâà A
′′
x ≤ b

′′
áóäóò íåèçáûòî÷íûìè â ñèñòåìå

{x : A
′′
x ≤ b

′′
, A′x = b′}. Ïîñêîëüêó F íå èìååò ãðàíåé, ñèñòåìà {x : A

′′
x ≤ b

′′}
äîëæíà áûòü ïóñòîé. �

Ñëåäñòâèå 3.13. Êàæäàÿ âåðøèíà çàäàåòñÿ n ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè óðàâíåíèÿìè
èç ñèñòåìû Ax = b.
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