
Çàäà÷è 5 ñåò, 31.10.2021

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðå÷ü òîëüêî î ìàðêîâñêèõ öåïÿõ ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

ñîñòîÿíèé.Ïîäóìàéòå, ãäå ëîìàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ýðãîäè÷åñêîé òåîðåìû äëÿ ñ÷åòíûõ
ìàðêîâñêèõ öåïåé?

1.Îïðåäåëåíèå.Ìàðòèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé (ÌÏÂ)Π íàçûâàåòñÿ ïåðåìåøèâàþùåé,
åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñòåïåíü s ∈ N, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöûΠs ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû.

Êàê îáñóæäàëîñü íà ëåêöèÿõ (ãäå-òî â ðàéîíå ëåììû 11), ýëåìåíò p
(s)
ij ìàòðèöû

Πs ñóòü âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà çà s øàãîâ èç ñîñòîÿíèÿ i â ñîñòîÿíèå j. Ýòî çàìå÷àíèå
äàåò óäîáíûé ñïîñîá ïðîâåðêè ÿâëÿåòñÿ ëè ÌÏÂ ïåðåìåøèâàþùåé, íå âîçâîäÿ ìàòðèöó
â ñòåïåíü. Äåéñòâèòåëüíî, ñêàæåì, ÷òîáû óáåäèòüñÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû ìàòðèöû Π2

ïîëîæèòåëüíû, äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà ãðàô ìàðêîâñêîé öåïè è ïðîâåðèòü, ÷òî èç
ëþáîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæíî ïåðåéòè â ëþáîå çà 2 øàãà. Â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâî ìàòðèöû
áûòü ïåðåìåøèâàþùåé íå çàâèñèò îò êîíêðåòíûõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, à çàâèñèò
òîëüêî îò òîãî, ãäå â ìàòðèöå íàõîäÿòñÿ íóëè (è, ñîîòâåòñòâåííî, ìåæäó êàêèìè
ñîñòîÿíèÿìè â ãðàôå öåïè íåò ñòðåëîê, à ìåæäó êàêèìè � åñòü).

2.Îïðåäåëåíèå.Ìàðêîâñêàÿ öåïü íàçûâàåòñÿ ýðãîäè÷åñêîé, åñëè îíà èìååò åäèíñòâåííîå
ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå π è äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(0) âûïîëíåíî
p(n) → π ïðè n → ∞. Öåïü íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷åñêîé, åñëè ýòà
ñõîäèìîñòü ýêñïîíåíöèàëüíà: ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå C > 0, 0 < λ < 1, òàêèå ÷òî
äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(0) âûïîëíåíî |π − p(n)|1 ≤ Cλn, äëÿ ëþáîãî
n. Çäåñü |v|1 :=

∑
j |vj|.

Íà ïîñëåäíåé ëåêöèè áûëà äîêàçàíà ýðîäè÷åñêàÿ òåîðåìà, â ÷àñòíîñòè óòâåðæäàþùàÿ,
÷òî åñëè ÌÖ èìååò ïåðåìåøèâàþùóþ ÌÏÂ, òî ÌÖ ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷íà.
Îáðàòíîå íåâåðíî! (ñì. çàäà÷ó 5).

Íà ñàìîì äåëå, ëþáàÿ ýðãîäè÷åñêàÿ ÌÖ ñ êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé ÿâëÿåòñÿ
ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷åñêîé.

3. Íå ñóùåñòâóåò êàíîíè÷åñêîé òåðìèíîëîãèè. Ñâîéñòâî ïåðåìåøèâàíèÿ ÷àñòî
íàçûâàþò ýðãîäè÷íîñòüþ è íàîáîðîò. Áîëåå òîãî, â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ýòè
ñëîâà îçíà÷àþò íåñêîëüêî äðóãèå ïîíÿòèÿ, õîòü è ðîäñòâåííûå. Be careful.

Çàäà÷è.

1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ÌÏÂ:

a)

0 1 0
0 0 1
1 0 0

 , b)

 0 1 0
0 0 1
0.9 0.1 0

 , c)

0 1 0
0 0 1
0 0 1

 , d)

 1 0 0
1/2 0 1/2
0 0 1

 .

ßâëÿþòñÿ ëè îíè ïåðåìåøèâàþùèìè?

Óêàçàíèå: ïîæàëóéñòà, íå íàäî âîçâîäèòü ìàòðèöó â ñòåïåíü. Ïî÷èòàéòå òåêñò

âûøå.

2. Âåðíî ëè, ÷òî âñÿêàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü c êîíå÷íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé, èìåþùàÿ
åäèíñòâåííîå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå, ýðãîäè÷íà? Åñëè äà � äîêàæèòå, åñëè
íåò � ïðèâåäèòå êîíòðïðèìåð.
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3. Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå íà ìíîæåñòâå ñîñòîÿíèé {1, . . . , L}, çàäàííîå
âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõîäà pii+1 = p è pii−1 = 1 − p äëÿ 2 ≤ i ≤ L − 1, p12 = a,
p11 = 1− a è pLL−1 = b, pLL = 1− b äëÿ êàêèõ-íèáóäü 0 < p < 1 è 0 < a, b ≤ 1, à
äëÿ îñòàëüíûõ i, j âûïîëíåíî pij = 0.

a) Äîêàæèòå, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ïåðåìåøèâàåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî èç íåðàâåíñòâ a < 1 èëè
b < 1.

b) Íàéäèòå âñå ïàðû 0 < a, b ≤ 1, ïðè êîòîðûõ ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå ýðãîäè÷íî
ïðè ïðîèçâîëüíîì 0 < p < 1.

c) Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a, b, p óäîâëåòâîðÿþùèõ 0 < a, b ≤ 1 è 0 < p < 1 íàéäèòå
ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå. 1 Åäèíñòâåííî ëè îíî? Íàøëèñü ëè òàêèå a, b, p ïðè
êîòîðûõ åñòü ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå åäèíñòâåííî, à ýðãîäè÷íîñòè íåò?

4. Ðàññìîòðèì ìîäåëü Ýðåíôåñòîâ: áåðåì N ïðîíóìåðîâàííûõ îò 1 äî N øàðîâ è
äâà ÿùèêà, ÷àñòü øàðîâ ëåæèò â îäíîì, à ÷àñòü â äðóãîì. Íàóãàä íàçûâàåì
íîìåð îò 1 äî N (ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè) è ïåðåêëàäûâàåì øàð ñ ýòèì
íîìåðîì èç ÿùèêà, ãäå îí ëåæàë, â äðóãîé. Íàñ èíòåðåñóåò ÷èñëî øàðîâ â
êàæäîì ÿùèêå. Êîíå÷íî, äîñòàòî÷íî çíàòü ÷èñëî øàðîâ â ïåðâîì ÿùèêå, íà
ýòî èìååòñÿ N + 1 âîçìîæíîñòü, îò 0 äî N .

(1) Äîêàæèòå, ÷òî ìîäåëü Ýðåíôåñòîâ çàäàåò ìàðêîâñêóþ öåïü ñN+1 ñîñòîÿíèåì
(ñîñòîÿíèå� ÷èñëî øàðîâ â ïåðâîì ÿùèêå). Âû÷èñëèòå ïåðåõîäíûå âåðîÿòíîñòè.

(2) Íàéäèòå ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå äëÿ ìîäåëè Ýðåíôåñòîâ. Åäèíñòâåííî ëè
îíî? 2

(3) Ïåðåìåøèâàåò ëè ÌÏÂ â ìîäåëè Ýðåíôåñòîâ?

(4) Ýðãîäè÷íà ëè ìàðêîâñêàÿ öåïü èç ìîäåëè Ýðåíôåñòîâ?

Ñëåäóþùàÿ çàäà÷à äàåò ïðèìåð ýðãîäè÷åñêîé öåïè, ÌÏÂ êîòîðîé íå ïåðåìåøèâàåò.
Âîçüìèòå L = 2, íàðèñóéòå ãðàô öåïè è çàïîìíèòå åãî êàê ïðîñòåéøèé
ïðèìåð òàêîé ñèòóàöèè.

5. Ðàññìîòðèì (îäíîðîäíóþ) ÌÖ ξ0, ξ1, . . . c êîíå÷íûì ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {1, . . . , L},
L ≥ 2, òàêóþ ÷òî p11 = 1. Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ 2 ≤ i ≤ L
ñóùåñòâóåò ki ≥ 1, òàêîå ÷òî p

(ki)
i1 > 0 � âåðîÿòíîñòü ïåðåéòè èç ñîñòîÿíèÿ i â

ñîñòîÿíèå 1 çà ki øàãîâ ïîëîæèòåëüíà.

à) Ïîêàæèòå, ÷òî ÌÏÂ òàêîé ÌÖ íå ìîæåò áûòü ïåðåìåøèâàþùåé.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (p
(m)
i1 )m≥0 íå óáûâàåò.

â) Ïîêàæèòå, ÷òî P(ξmk ̸= 1) ≤ (1 − δ)m äëÿ ëþáîãî m ≥ 1, ãäå k = maxi ki, à

δ = mini p
(ki)
i1 > 0.

À òåïåðü âûâîäû:

1Îòâåò íå äîëæåí áûòü õîðîøèì.
2À çäåñü îòâåò õîðîøèé, êàê ÷àñòî áûâàåò â çàäà÷àõ, ïðèõîäÿùèõ èç ôèçèêè.
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ã) Ïîêàæèòå, ÷òî P(∃k ≥ 0 : ξn = 1∀n ≥ k) = 1 (ò.å. ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà
ìû ïðèåçæàåì â ñîñòîÿíèå 1 è òàì æèâåì.)

ä) Ïîêàæèòå, ÷òî òàêàÿ ÌÖ ýðãîäè÷íà è π = (1, 0, . . . , 0) � åå åäèíñòâåííîå
ñòàöèîíàðíîå ñîñòîÿíèå.

6. Íåîáÿçàòåëüíàÿ çàäà÷à (äîïîëíÿþùàÿ ïðåäûäóùóþ). Ðàññìîòðèì ÌÖ ξ0, ξ1, . . .,
c ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé {1, . . . , L}, L ≥ 2, òàêóþ ÷òî p11 = 1 è p22 = 1.
Äîïóñòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî ñîñòîÿíèÿ 3 ≤ i ≤ L ñóùåñòâóåò ki ≥ 1, òàêîå
÷òî õîòÿ áû îäíà èç âåðîÿòíîñòåé p

(ki)
i1 ëèáî p

(ki)
i2 ïîëîæèòåëüíà. Ïîêàæèòå, ÷òî

òàêàÿ ÌÖ íå ìîæåò áûòü ýðãîäè÷åñêîé. Äîêàæèòå, ÷òî

P(∃k ≥ 0 : ξn = 1∀n ≥ k or ξn = 2∀n ≥ k) = 1

(ò.å., â çàâèñèìîñòè îò òî÷êè ñòàðòà, ìû ïàäàåì ëèáî íà ñîñòîÿíèå 1, ëèáî íà
ñîñòîÿíèå 2).

Î ìîäåëè Ýðåíôåñòîâ.

Ìîäåëü Ýðåíôåñòîâ � èçâåñòíàÿ ðàííÿÿ ñòîõàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü â ñòàòèñòè÷åñêîé
ìåõàíèêå. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà (=ñòàòèñòè÷åñêàÿ ôèçèêà) ñòàâèò ñâîåé öåëüþ
îáúÿñíèòü ïîâåäåíèå ìàêðîñêîïè÷åñêèõ ñèñòåì ñ òî÷êè çðåíèÿ ìèêðîñêîïè÷åñêîé
äèíàìèêè ÷àñòèö. Íàïðèìåð, äèíàìèêó ãàçà ñ òî÷êè çðåíèÿ äèíàìèêè ìîëåêóë.

Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ìåõàíèêà çàäàåò, íàïðèìåð, òàêèå âîïðîñû. Ïî÷åìó ãàç, èçíà÷àëüíî
ñîáðàííûé â îäíîé ïîëîâèíå êîìíàòû, ðàñïðîñòðàíèòñÿ ïî âñåé êîìíàòå è óæå íèêîãäà
íå âåðíåòñÿ â òó ïîëîâèíó, ãäå îí áûë èçíà÷àëüíî? Âåäü ñîãëàñíî òåîðåìå Ïóàíêàðå î
âîçâðàùåíèè 3 ýòî äîëæíî ïðîèçîéòè (íî òóò îòâåò ïðîñòîé: âðåìÿ, êîòîðîå ïðèäåòñÿ
æäàòü, ÷òîáû ýòî ïðîèçîøëî, áîëüøå âðåìåíè ñóùåñòâîâàíèÿ âñåëåííîé). À âîò
ãîðàçäî áîëåå ñëîæíûé, äî ñèõ ïîð îòêðûòûé âîïðîñ (ãðóáî ãîâîðÿ, ýòî íàçûâàåòñÿ
"ýðãîäè÷åñêàÿ ãèïîòåçà"): ïî÷åìó ãàç ðàâíîìåðíî çàïîëíèò îáå ïîëîâèíû êîìíàòû, è
åñëè òåìïåðàòóðà ãàçà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè áûëà ðàñïðåäåëåíà íåîäíîðîäíî,
òî ñî âðåìåíåì îíà âûðîâíÿåòñÿ?

Ìîäåëü Ýðåíôåñòîâ � ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü, ÷òîáû èçó÷àòü "ðàâíîìåðíîå çàïîëíåíèå
ãàçîì êîìíàòû". Êñòàòè ãîâîðÿ, êàê íàâåðíîå âû óâèäèòå èç ïîñëåäóþùèõ çàäà÷,
ýòà ìîäåëü íå î÷åíü õîðîøà: îíà íå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñõîäèìîñòè ê ðàâíîâåñèþ
(ýðãîäè÷íîñòè), òàê ÷òî "ðàâíîìåðíîãî çàïîëíåíèÿ êîìíàòû"è "âûðàâíèâàíèÿ òåìïåðàòóðû"
íå ïðîèñõîäèò (õîòÿ "ïî÷òè" ïðîèñõîäèò). Áîëåå ïîäðîáíî íà äîñòóïíîì ÿçûêå î
ìîäåëè Ýðåíôåñòîâ ìîæíî ïî÷èòàòü â êíèãå Ì.Êàö, "Âåðîÿòíîñòü è ñìåæíûå âîïðîñû
â ôèçèêå". Ðå÷ü î òîì, ïî÷åìó âîîáùå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ïîÿâëÿþòñÿ â ôèçèêå è
ïî÷åìó îíè õîðîøè. Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òóò òàêîå ïðàâèëî: ÷åì áîëüøå â ìîäåëè
ñòîõàñòèêè, òåì ïðîùå îíà äëÿ ñòðîãîãî àíàëèçà (ó÷è òåîðâåð!), íî òåì äàëüøå îíà
îò æèçíè (ðåàëüíûå ìîëåêóëû íå ïðûãàþò ñëó÷àéíî èç îäíîé ïîëîâèíû êîìíàòû â
äðóãóþ). Îäíàêî, ñîãëàñíî ñîâðåìåííîìó ïîíèìàíèþ ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè, êàêóþ-
òî ñëó÷àéíîñòü â ñèñòåìó âñå ðàâíî íóæíî ââîäèòü, èíà÷å (à) íå ïîëó÷èòñÿ ïðîâåñòè

3Ñì. Âèêèïåäèþ, à ëó÷øå, ê ïðèìåðó, Â.È. Àðíîëüä, "Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé

ìåõàíèêè".
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íèêàêîãî ñòðîãîãî àíàëèçà (á) åå ïîâåäåíèå äàëåêî íå âñåãäà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü
íàøèì ôèçè÷åñêèì îæèäàíèÿì. 4

Òåì, êîìó èíòåðåñíî, î÷åíü ïîðåêîìåíäóþ íàó÷íî-ïîïóëÿðíóþ êíèãó Ä.Ðþýëü,
"Ñëó÷àéíîñòü è õàîñ� ñðàâíèòåëüíî êîðîòêî è êëàññíî î òîì æå, íà ïîïóëÿðíîì
ÿçûêå, îò îäíîãî èç èçâåñòíåéøèõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ôèçèêîâ 20-ãî è 21-ãî âåêîâ.

4Íàñêîëüêî ÿ çíàþ, êîãäà äåëàåòñÿ ïðîãíîç ïîãîäû, â óðàâíåíèÿ ìåòåîðîëîãèè äîáàâëÿåòñÿ

ñëó÷àéíûé øóì: òàê ðåçóëüòàò îêàçûâàåòñÿ ëó÷øå.
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