
ËÈíÅÉíîÅ ïðîÃðÀÌÌÈðîÂÀíÈÅ

À.Â. Êîëåñíèêîâ

Ñîäåðæàíèå

1. Òåîðèÿ ãðàôîâ è òåîðåìà Áèðõãîôà. 2
2. Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëüêåðñîíà. Öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ 4
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû 7

1



2 À.Â. Êîëåñíèêîâ

1. Òåîðèÿ ãðàôîâ è òåîðåìà Áèðõãîôà.

Îïðåäåëåíèå 1.1. Ìàòðèöà aij íàçûâàåòñÿ áèñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè îíà óäîâëå-
òâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì. ∑

i

aij = 1∑
j

aij = 1

aij ≥ 0.

Òåîðåìà 1.2. (Òåîðåìà Áèðõãîôà) Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ áèñòîõàñòè÷åñêîé òî-
ãäà è òîøëüêî òîãäà, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé ïåðåñòàíîâî÷íûõ
ìàòðèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ëþáàÿ âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö
áèñòîõàñòè÷íà.
Äîêàæåì îáðàòíîå. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî n. Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå Rn2

ìíîãîãðàííèê P . Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ âåðøèíà èç P ïðåäñòàâëÿåòñÿ âû-
ïóêëîé êîìáèíàöèåé ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö. Ïóñòü A � âåðøèíà â P , òîãäà n2

ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ îãðàíè÷åíèé îáðàùàþòñÿ â òî÷êå A â ðàâåíñòâî. Ïîñêîëüêó
ïåðâûå 2n îãðàíè÷åíèé ëèíåéíî çàâèñèìû, òî ïî êðàéíåé ìåðå n2− 2n+ 1 ýëåìåíòîâ
aij ðàâíû íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â A èìååòñÿ ñòðîêà ñ n − 1 íóëÿìè è îäíîé
åäèíèöåé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a11 = 1, à âñå îñòàëüíûå
ýëåìåíòû â ïåðâîì ñòîëáöå è ïåðâîé ñòðîêå � íóëåâûå. Óäàëèâ èç ìàòðèöû ïåðâóþ
ñòðîêó è ïåðâûé ñòîëáåö, ïîëó÷èì áèñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó ïîðÿäêà (n−1)×(n−1),
ÿâëÿþùóþñÿ ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè âûïóêëîé êîìáèíàöèåé ïåðåñòàíîâî÷íûõ
ìàòðèö. Òî æå ñàìîå âåðíî è äëÿ A. �

Îòñòóïëåíèå. Òåîðåìà Êðåéíà�Ìèëüìàíà. Òåîðåìà äå Ôèíåòòè. Êðàéíèå òî÷êè
áèñòîõàñòè÷åñèõ ìåð.

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûé äâóäîëüíûé ãðàô, ñîñòîÿùèé èç êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ
X, Y (âåðøèí). Êàæäàÿ ïàðà âåðøèí ìîæåò áûòü ñâÿçàíà ðåáðîì, íî ìîæåò áûòü è íå
ñâÿçàíà. Äâóäîëüíûé ãðàô óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå êàê ìàòðèöó ðàçìåðà n×m, ãäå
n = card(X), m = card(Y), êàæäàÿ ñòðî÷êà ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó X,
à êàæäûé ñòîëáåö ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó ýëåìåíòó Y . Åñëè ýëåìåíòû ñâÿçàíû
ðåáðîì, òî â ñîîòâåòñòâóþùèé ýëåìåíò ìàòðèöû ðàâåí 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìàò-
ðè÷íûé ýëåìåíò ðàâåí 0.
Âåðøèííûì ïîêðûòèåì ãðàôà íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî C íåêîòîðûõ âåðøèí

X è Y , ÷òî âñÿêîå ðåáðî èìååò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó â C. Íàèìåíüøèì âåðøèííûì
ïîêðûòèåì íàçûâàåòñÿ âåðøèííîå ïîêðûòèå íàèìåíüøåé âîçìîæíîé ìîùíîñòè (îíî
ìîæåò áûòü íååäèíñòâåííûì). Ïàðîñî÷åòàíèåì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ðåáåð,
íå èìåþùèõ îáùèõ êîíå÷íûõ âåðøèí. Ïàðîñî÷åòàíèå ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì
êîëè÷åñòâîì ðåáåð íàçûâàåòñÿ íàèáîëüøèì.

Òåîðåìà 1.3. (Ê¼íèã) ×èñëî ðåáåð â íàèáîëüøåì ïàðîñî÷åòàíèè äâóäîëüíîãî ãðàôà
ðàâíî ÷èñëó âåðøèí â íàèìåíüøåì âåðøèííîì ïîêðûòèè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òîX, Y ñîäåðæàò îäè-
íàêîâîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ðàâíîå n (åñëè ýòî íå òàê, òî ìîæíî äîïîëíèòü ìåíüøåå
ìíîæåñòâî ýëåìåíòàìè, íå ñâÿçàííûìè ðåáðàìè ñ ýëåìåíòàìè äðóãîãî ìíîæåñòâà).
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Íà ïðîñòðàíñòâå X×Y ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ñòîèìîñòè c, ðàâíóþ 1, åñëè ýëåìåíòû
ñâÿçàíû ðåáðîì, è 0, åñëè íå ñâÿçàíû. Ðàññìîòðèì òðàíñïîðòíóþ çàäà÷ó∑

c(xi, yi)πij → max (1)∑
i

πij = 1,
∑
j

πij = 1, πij ≥ 0.

Â ñèëó òåîðåìû î äâîéñòâåííîñòè çíà÷åíèå çàäà÷è ðàâíî

J = min
cij≤ui+vj

(∑
i

ui +
∑
j

vj
)
.

Ïîêàæåì, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü äàëåå, ÷òî 0 ≤ ui, vj ≤ 1.
Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ui + vj ≥ 0 äëÿ âñåõ i, j, òî mini ui + minj vj ≥ 0. Ïóñòü äëÿ
îïðåäåëåííîñòè a = minui ≥ 0. Òîãäà ũi = ui − a, ṽj = vj + a � íåîòðèöàòåëüíûå
íàáîðû ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèå íóæíîìó îãðàíè÷åíèþ. Òàê êàê ci,j ≤ 1, òî îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî âñå min{ũi, 1},min{ṽj, 1} òîæå óäîâëåòâîðÿþò íóæíîìó îãðàíè÷åíèþ.
Ïóñòü M � ÷èñëî âåðøèí â íàèìåíüøåì âåðøèííîì ïîêðûòèè. Ïî îïðåäåëåíèþ

M = infcij≤ûi+v̂j

(∑
i ûi +

∑
j v̂j
)
ïðè äîïîëíèòåëüíîì ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ûi, v̂j ∈

{0, 1}. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî J ≤ M . Ïóñòü 0 ≤ t ≤ 1. Ïîëîæèì ut,i = I{ui≥t}, vt,j =
I{vj≥1−t}. ßñíî, ÷òî ut,i + vt,j ≥ cij, ïîýòîìó

M ≤
∑
i

ut,i +
∑
j

vt,j.

Ïðîèíòåãðèðîâàâ îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà ïî t, èç ñîîòíîøåíèé∫ 1

0

ut,i dt = ui,

∫ 1

0

vt,j dt = vj

ïîëó÷èì ðàâåíñòâî M ≤
∑

i ui +
∑

j vj = J . Ïîýòîìó J = M è

M = max
∑
i,j

cijπij,

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì áèñòîõàñòè÷åñêèì ìàòðèöàì. Ïî òåîðåìå Áèðõãîôà
âñå áèñòîõàñòè÷åñêèå ìàòðèöû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå âûïóêëûõ êîìáèíàöèé ïå-
ðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö. Íî òîãäà ñóùåñòâóåò ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà, íà êîòîðîé
äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ôóíêöèîíàëà (1), ðàâíûé, êàê ìû óáåäèëèñü, âåëè÷èíåM . Èç
îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà (1) è ïåðåñòàíîâî÷íîñòè ìàòðèöû ñëåäóåò, ÷òî åãî çíà÷å-
íèå ðàâíî â òî÷íîñòè ÷èñëó ðåáåð â íàèáîëüøåì ïàðîñî÷åòàíèè. �

Ñëåäñòâèå 1.4. Òåîðåìà Õîëëà (òåîðåìà î ñâàäüáàõ). Åñëè â äâóäîëüíîì ãðàôå
ñ ðàâíîìîùíûìè äîëÿìè äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî k ëþáûå k ýëåìåíòîâ ïåðâîé
èç äîëåé ñâÿçàíû ïî êðàéíåé ìåðå ñ k ýëåìåíòàìè äðóãîé, òî âåðøèíû ðàçáèâàþòñÿ
íà ïàðû ñìåæíûõ (ò.å., ñîåäèíåííûõ îäíèì ðåáðîì).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî òåîðåìà Áèðõãîôà ñëåäóåò èç òåîðåìû Õîëëà.

Òåîðåìà 1.5. (Òåîðåìà Áèðõãîôà) Ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ áèñòîõàñòè÷åñêîé, åñëè
îíà ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé êîìáèíàöèåé ïåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàðèñóåì ïîâåðõ áèñòîõàñòè÷åñêîé ìàòðèöû òàáëèöó n×n. Îòìå-
òèì â íåé êëåòêè, ñîîòâåòñòâóþùèå íåíóëåâûì ýëåìåíòàì ìàòðèöû è îòîæäåñòâèì
ïîëó÷åííóþ òàáëèöó ñ äâóäîëüíûì ãðàôîì ñ ðàâíûìè äîëÿìè (åñëè â ìàòðèöå ýëå-
ìåíò îòìå÷åí, òî ýòî çíà÷èò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû äîëåé ñâÿçàíû ðåáðîì).



4 À.Â. Êîëåñíèêîâ

Ïðîâåðèì, ÷òî äëÿ ýòîãî ãðàôà âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû Õîëëà. Áóäåì äîêàçûâàòü
îò ïðîòèâíîãî. Åñëè â k ñòîëáöàõ îòìå÷åííûå êëåòêè ïðèíàäëåæàò ìåíüøå, ÷åì k
ñòðîêàì, òî ñóììà ýëåìåíòîâ â ýòèõ ñòðîêàõ íå ìåíüøå, ÷åì â îòìå÷åííûõ êëåòêàõ
íà ïåðåñå÷åíèè óïîìÿíóòûõ ñòðîê è ñòîëáöîâ. À ýòè îòìå÷åííûå êëåòêè ñîäåðæàò
âñþ ñóììó ÷èñåë â k ñòîëáöàõ. Íî ñóììû ÷èñåë âî âñåõ ðÿäàõ îäèíàêîâû. Ïîëó÷à-
åì ïðîòèâîðå÷èå. Òîãäà â ñèëó ëåììû Õîëëà åñòü n îòìå÷åííûõ êëåòîê, íèêàêèå
äâå èç êîòîðûõ íå ëåæàò â îäíîì ðÿäó. Èì ñîîòâåòñòâóåò êàêàÿ-òî ïåðåñòàíîâî÷íàÿ
ìàòðèöà A. Ïóñòü ìèíèìàëüíîå ÷èñëî â îòìå÷åííûõ êëåòêàõ ðàâíî a. Òîãäà, åñëè
ìû íàøó ìàòðèöó óìåíüøèì íà aA, òî ïîëó÷èì ìàòðèöó, ó êîòîðîé ïî-ïðåæíåìó
ñóììà ÷èñåë âî âñåõ ðÿäàõ îäèíàêîâà, à âñå ÷èñëà íåîòðèöàòåëüíû, íî ïðè ýòîì íó-
ëåâûõ ÷èñåë áîëüøå. Ïðîäåëàâ ýòó ïðîöåäóðó íåñêîëüêî ðàç ìû ïðèä¼ì ê íóëåâîé
ìàòðèöå. Òàêèì îáðàçîì, ìû ñìîãëè ðàçëîæèòü áèñòîõàñòè÷åñêóþ ìàòðèöó â ëèíåé-
íóþ êîìáèíàöèþ ïåðåñòàíîâî÷íûõ ñ ïîëîæèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïðè ýòîì
î÷åâèäíî, ÷òî ñóììà êîýôôèöèåíòîâ ðàâíà 1, òàê êàê â êàæäîé áèñòîõàñòè÷åñêîé
ìàòðèöå ñóììà ýëåìåíòîâ ðàâíà n, òî åñòü ýòî âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ. �

2. Òåîðåìà Ôîðäà-Ôàëüêåðñîíà. Öåëî÷èñëåííûå ðåøåíèÿ

[ìàòåðèàë: [1], [2]].

Îïðåäåëåíèå 2.1. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ îðèåíòèðîâàííûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ðåáðà
óêàçàíî íàïðàâëåíèå, ò.å., íà÷àëüíàÿ è êîíå÷íàÿ âåðøèíà.
Îáîçíà÷åíèå:

e = (u, v)

îáîçíà÷àåò âåðøèíó e ñ íà÷àëîì u è êîíöîì v.

Îïðåäåëåíèå 2.2. Ãðàô G íàçûâàåòñÿ âçâåøåííûì, åñëè äëÿ êàæäîãî ðåáðà e äàíî
íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî w(e), íàçûâàåìîå âåñîì èëè ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ.

Äàëåå, G � âçâåøåííûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ äâóìÿ âûäåëåííûìè íåñìåæíû-
ìè âåðøèíàìè s (èñòî÷íèê), t (ñòîê).

Îïðåäåëåíèå 2.3. Ïîòîêîì íà G íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ f íà ìíîæåñòâå
ðåáåð E(G), ÷òî

0 ≤ f(e) ≤ w(e)

è äëÿ ëþáîé âåðøèíû v 6= s, v 6= t �äèâåðãåíöèÿ� ïîòîêà â âåðøèíå v ðàâíà íóëþ

∆(v) =
∑

u∈G,e=(u,v)∈E(G)

f(e)−
∑

u∈G,e=(v,u)∈E(G)

f(e) = 0.

Âåëè÷èíà

∆(t) =
∑

u∈G,e=(u,t)∈E(G)

f(e)−
∑

u∈G,e=(t,u)∈E(G)

f(e)

íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîòîêà. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî

∆(s) = −∆(t).

Îïðåäåëåíèå 2.4. Ðàçðåçîì íàçûâàåòñÿ òàêîå ðàçáèåíèå âåðøèí íà äâà ìíîæå-
ñòâà S, T , ÷òî s ∈ S, t ∈ T .
Ïðîïóñêíàÿ ñïîñîáíîñòü ðàçðåçà: ñóììà ïðîïóñêíûõ ñïîñîáíîñòåé âñåõ åãî ðåáåð,

íàïðàâëåííûõ èõ S â T .
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Ëåììà 2.5.
∆(t) =

∑
u∈S,v∈T,e=(u,v)∈G

f(e)−
∑

u∈S,v∈T,e=(v,u)∈G

f(e)

Äîêàçàòåëüñòâî.

∆(t) = −∆(s) =
∑

u∈G,e=(s,u)∈E(G)

f(e)−
∑

u∈G,e=(u,s)∈E(G)

f(e)

=
∑

u∈G,e=(s,u)∈E(G)

f(e)−
∑

u∈G,e=(u,s)∈E(G)

f(e) +
∑
a∈S\s

(∑
ω

f(a, ω)−
∑
v

f(v, a)
)

=
∑
a∈S

(∑
ω

f(a, ω)−
∑
v

f(v, a)
)

=
∑
a∈S

∑
ω∈S

f(a, ω) +
∑
a∈S

∑
ω∈T

f(a, ω)−
∑
a∈S

∑
v∈S

f(v, a)−
∑
a∈S

∑
v∈T

f(v, a)

=
∑
a∈S

∑
ω∈T

f(a, ω)−
∑
a∈S

∑
v∈T

f(v, a).

�

Äàëåå ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü òåîðåìó î äâîéñòâåííîñòè â ôîðìå ëåììû ?? : çàäà÷à

〈c, x〉 → max

Ax ≤ b

äâîéñòâåííà çàäà÷å
〈b, y〉 → min,

y ≥ 0

ATy = c.

Íàì ïîíàäîáèòñÿ óñëîâèå äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè: åñëè x, y � ðåøåíèÿ ïðÿ-
ìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷, òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

〈y, b− Ax〉 = 0.

Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèÿ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ yj, ñîîòâåòñòâóþùèõ èíäåêñàì j
ñî ñâîéñòâîì bj − (Ax)j > 0 ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà 2.6. Ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà ïîòîêà â ãðàôå ðàâíà ìèíèìàëüíîé ïðîïóñê-
íîé ñïîñîáíîñòè ðàçðåçà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 2.5 ñëåäóåò, ÷òî

∆(t) ≤
∑

u∈S,v∈T,e=(u,v)∈E(G)

f(e).

Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå â âèäå çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíîå ðåáðî ñ íåîãðàíè÷åííîé ïðîïóñêíîé ñïîñîáíî-
ñòüþ èç t â s è ïðîäîëæèì f òàê, ÷òîáû â ðàñøèðåííîì ãðàôå áûëî âûïîëíåíî
f((t, s)) = ∆(t), ò.å., âñå äèâåðãåíöèè áûëè áû ðàâíû íóëþ. Ââåäåì äîïîëíèòåëüíûå
íåîòðèöàòåëüíûå ïåðåìåííûå s(e) ñî ñâîéñòâîì f(e) + s(e) = w(e). Ïîëó÷àåì çàäà÷ó
â âèäå

−f((t, s))→ min

f(e) ≥ 0, s(e) ≥ 0

Af = 0,
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f(e) + s(e) = w(e), e ∈ E(G).

Ìàòðèöà A(v, e), e ∈ E(G), v ∈ G � ìàòðèöà èíöèäåíöèé ð¼áåð è âåðøèí: A(v,e) = 1,
åñëè v � íà÷àëî ðåáðà e, A(v,e) = −1, åñëè v � êîíåö ðåáðà e, A(v,e) = 0 â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå.
Ñîîòâåòñòâóþùóþ çàäà÷ó ïðåäñòàâèì â âèäå

〈b, r〉 → min, ÃT r = c, r ≥ 0,

ãäå

r =



f(e1)
...

f(eN)
s(e1)
...

s(eN)


è eN = (s, t), −b ñîâïàäàåò ñ N -ì åäèíè÷íûì êîîðäèíàòíûì âåêòîðîì,

ÃT =

(
Ẽ Ẽ
A 0

)
,

ãäå Ẽ � ìàòðèöà N × N , ñîâïàäàþùàÿ ñ åäèíè÷íîé, êðîìå ïîñëåäíåé ñòðî÷êè, ãäå
îíà ðàâíà íóëþ, A � ìàòðèöà èíöèäåíöèé ðàçìåðà M × N , ãäå M� ÷èñëî âåðøèí,
ñèìâîë 0 îáîçíà÷àåò íóëåâóþ ìàòðèöó ðàçìåðîì M ×N .

c =



w(e1)
...

w(eN−1)
0
...
0

.


Ïóñòü

ω = (−y(e1),−y(e2), · · · ,−y(eN),−z(v1), · · · ,−z(vM))

äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå. Òîãäà äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à 〈ω, c〉 → max, Ãω ≤ b ïðèíè-
ìàåò âèä âèä

N−1∑
i=1

y(ei)w(ei)→ min

zt − zs ≥ 1

y(u,v) + zu − zv ≥ 0, (u, v) = e ∈ E(G)

y(u,v) ≥ 0, (u, v) = e ∈ E(G).

Äîáàâëåíèå ÷èñëà ê ïåðåìåííûì zv íå ìåíÿåò çàäà÷è, ïîýòîìó ïîëàãàåì zt = 1.
Ïóñòü (f ∗, s∗), (y∗, z∗) � îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ ïðÿìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ñî-

îòâåòñòâåííî,
T = {v : zv ≥ 1},
S = V (G) \ T.

Åñëè e = (u, v), u ∈ T, v ∈ S, òî z∗u − z∗v > 0, y∗(u,v) ≥ 0, ïîýòîìó y∗(u, v) + z∗u − z∗v > 0 è

èç óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî f ∗(e) = 0.
Åñëè e = (u, v), u ∈ S, v ∈ T , òî z∗u − z∗v < 0, ñëåäîâàòåëüíî y∗(u,v) > 0 è èç óñëîâèÿ

äîïîëíÿþùåé íåæ¼ñòêîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî s∗(e) = 0 è òîãäà f ∗(e) = w(e).
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ðåáðî âåäåò èç S â T , òî f ∗ = w è íóëþ, åñëè èç T â S. Ïîýòîìó
â ñèëó ëåììû âåëè÷èíà ïîòîêà ñîâïàäàåò ñ ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðàçðåçà. Ýòî
äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. �

Íàñòîÿùàÿ çàäà÷à èìååò öåëî÷èñëåííîå ðåøåíèå, åñëè ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè
ðåáåð öåëûå.

Îïðåäåëåíèå 2.7. Ìàòðèöà A íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî óíèìîäóëÿðíîé, åñëè âñå åå
ìèíîðû ðàâíû 0, 1 èëè −1.

Èç ôîðìóë Êðàìåðà è ñëåäñòâèÿ ?? âûòåêàåò òåîðåìà î öåëî÷èñëåííîñòè âåðøèí.

Òåîðåìà 2.8. Ïóñòü A � àáñîëþòíî óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà, b � öåëî÷èñëåííûé
âåêòîð, à ïîëèýäð çàäà¼òñÿ íåðàâåíñòâàìè x ≥ 0 è Ax ≤ b. Òîãäà âåðøèíû èìåþò
öåëî÷èñëåííûå êîîðäèíàòû.

Ëåììà 2.9. Ïóñòü â êàæäîì ñòîëáöå ìàòðèöû ðîâíî äâà íåíóëåâûõ ýëåìíåíòà 1
è −1. Òîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíî óíèìîäóëÿðíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì èíäóêöèþ ïî ïîðÿäêó ìèíîðà. Áàçà èíäóêöèè î÷åâèä-
íà.
Øàã èíäóêöèè: ðàññìîòðèì ìèíîð M ðàçìåðà k× k, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âñå ìèíîðû

ìåíüøåãî ðàçìåðà ðàâíû 0, 1 èëè −1. Åñëè âM åñòü íóëåâîé ñòîëáåö, òîM = 0. Åñëè
â íåêîòîðîì ñòîëáöå ìèíîðà ðîâíî îäíà åäèíèöà èëè ìèíóñ åäèíèöà, òî ðàçëîæèì
ìèíîð ïî ýòîìó ñòîëáöó è ïîëó÷èì ñ íåêîòîðûì çíàêîì ìèíîð ìåíüøåãî ðàçìåðà.
Åñëè â êàæäîì ñòîëáöå ìèíîðà åñòü è +1 è −1, òî ñóììà ñòðîê ìèíîðà åñòü íóëåâàÿ
ñòðîêà è îí ðàâåí 0. �

Ñëåäñòâèå 2.10. Åñëè ïðîïóñêíûå ñïîñîáíîñòè ãðàôà öåëûå, òî ðåøåíèå çàäà÷è î
ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå ÿâëÿåòñÿ öåëûì.

Âíèìàíèå. Íàñòîÿùèå ñëåäñòâèå íå ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ñëåäñòâèåì òåîðåìû 2.8,
ïîòîìó ÷òî îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå íå îïèñûâàþòñÿ òîëüêî àá-
ñîëþòíî óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé A. Òåì íå ìåíåå, ìîäèôèöèðóÿ ðàññóæäåíèå òåî-
ðåìû 2.8, ìîæíî äîêàçàòü ïðåäûäóùåå ñëåäñòâèå.
Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò òåîðèè ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðåìûÔîðäà�Ôàëüêåðñîíà

è òåîðåìû 2.8.

Òåîðåìà 2.11. (Òåîðåìà Ìåíãåðà). Ïóñòü G � îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ íåñìåæ-
íûìè âåðøèíàìè s, t. Òîãäà ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ïóòåé, íå èìåþùèõ îáùèõ
ðåáåð, èäóùèõ èõ s â t, ðàâíî ÷èñëó ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó ðåáåð, êîòîðûå íàäî óäà-
ëèòü, ÷òîáû s è t íå áûëè ñâÿçàíû íè îäíèì ïóòåì.
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