
Ëèñòîê ñåìèíàðîâ 9.

1. Äîêàçàòü íåðàâåíñòâà: (i) ex ≥ 1 + x ïðè x ≥ 0, (ii) x− x2/2 ≤ ln(1 + x) ≤ x ïðè x ≥ 0,
(iii) x−x3/6 ≤ sinx ≤ x ïðè x ≥ 0, (iv) xα−1 ≥ α(x−1) ïðè x ≥ 1, α ≥ 2. (v) (xα+yα)1/α ≥ (xβ+yβ)1/β

ïðè x > 0, y > 0, 0 < α < β.

2. Ïóñòü f è g � äèôôåðåíöèðóåìûå ôóíêöèè íà ïðÿìîé, ïðè÷åì g âîçðàñòàåò è |f ′(x)| ≤ g′(x).
Äîêàçàòü, ÷òî |f(x)− f(y)| ≤ g(x)− g(y) ïðè x ≥ y.

3. Ïóñòü f � íåïîñòîÿííàÿ ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ. Äîêàçàòü, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî R > 0, ÷òî
íà ëó÷àõ (−∞,−R] è [R,+∞) ôóíêöèÿ f ñòðîãî ìîíîòîííà.

4. Ïóñòü f � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ íà [0, 1]. Âåðíî ëè, ÷òî íàéäåòñÿ èíòåðâàë â [0, 1], â êàæäîé òî÷êå
êîòîðîãî ñóùåñòâóåò f ′?

5. Ðàçëîæèòü â ðÿä Òåéëîðà â íóëå: (i) sin sinx äî x6, (ii)
1 + x + x2

1− x + x2
äî x4, (iii)

√
1− sinx äî x3,

(iv) ln cos x äî x4, (v)
x

ex − 1
äî x4.

6. (i) Ïóñòü ôóíêöèÿ f òðèæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðÿìîé. Âåðíî ëè, ÷òî íàéäåòñÿ èíòåðâàë, íà
êîòîðîì îíà âûïóêëà èëè âîãíóòà? (ii) Ïóñòü ôóíêöèÿ f äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìà íà ïðÿìîé. Âåðíî
ëè, ÷òî íàéäåòñÿ èíòåðâàë, íà êîòîðîì îíà âûïóêëà èëè âîãíóòà?


