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Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ξ0, ξ1, . . ., îïðåäåëåííóþ íà âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,F ,P) ñ (êîíå÷íûì ëèáî ñ÷åòíûì) ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé X
(òàê ÷òî ξj : Ω 7→ X). Ðàññìîòðèì ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó τ íà òîì æå âåðîÿòíîñò-
íîì ïðîñòðàíñòâå, òàêóþ ÷òî äëÿ êàæäîãî n ≥ 0 ñîáûòèå {τ = n} ëåæèò â àëãåáðå,
ïîðîæäåííîé ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ξ0, . . . , ξn. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî n
ñóùåñòâóåò òàêîå ìíîæåñòâî An ⊂ Xn 1, ÷òî ìíîæåñòâî {ω ∈ Ω : τ(ω) = n} èìååò
âèä {ω ∈ Ω : (ξ0, . . . , ξn)(ω) ∈ An}. Òàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ íàçûâàåòñÿ ìî-
ìåíò îñòàíîâêè (stopping time). Ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, τ � ìîìåíò îñòàíîâêè, åñëè
äëÿ êàæäîãî n ìû ìîæåì îïðåäåëèòü ïðîèçîøëî ëè ñîáûòèå {τ = n} çíàÿ òðàåêòî-
ðèþ ìàðêîâñêîé öåïè âïëîòü äî ìîìåíòà âðåìåíè n. Ê ïðèìåðó, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
τA = inf{n ≥ 0 : ξn ∈ A}, ãäå A ⊂ X, ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì îñòàíîâêè (åå ñìûñë � ïåð-
âûé ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà ïðîöåññ âõîäèò â ìíîæåñòâî A; çäåñü è äàëåå inf ∅ := ∞).
À ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ̃A = inf{n ≥ 0 : ξn+1 ∈ A} íå ÿâëÿåòñÿ ìîìåíòîì îñòàíîâêè.
Îòìå÷ó, ÷òî êîíñòàíòà � òàêæå ìîìåíò îñòàíîâêè.

1. Ðàññìîòðèì îäíîðîäíóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ξ0, ξ1, . . . ñ âåðîÿòíîñòÿìè ïåðåõî-
äà (pij) è ìîìåíò îñòàíîâêè τ . Äîêàæèòå ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî (strong
Markov property):

P(ξτ+1 = j|ξτ = i, (ξτ−1, . . . , ξ0) ∈ B<τ , τ < ∞) = P(ξτ+1 = j|ξτ = i, τ < ∞) = pij,

äëÿ âñåõ i, j è ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ìíîæåñòâ B<n ⊂ X×n, n ≥ 1.

Êîììåíòàðèé: Åñëè τ = const, òî ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî ïðåâðàùàåòñÿ
â îáû÷íîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîé-
ñòâî ïåðåãîâàðèâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïðè óñëîâèè, ÷òî τ < ∞ è ξτ = i,
ñëó÷àéíûé ïðîöåññ (ξτ+n)n≥1 íå çàâèñèò îò ïðîöåññà (ξn)n≤τ è èìååò òàêîå æå
ðàñïðåäåëåíèå, êàê èñõîäíûé ïðîöåññ (ξn)n≥0, âçÿòûé ïðè óñëîâèè, ÷òî ξ0 = i.
Îòñþäà ñòàíîâèòñÿ ïîíÿòíûì, ïî÷åìó ñèëüíîå ìàðêîâñêîå ñâîéñòâî ñòîëü ÷àñòî
èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ìàðêîâñêèìè öåïÿìè.
Â ÷àñòíîñòè, îíî ïîçâîëÿåò äàòü îòâåò íà âîïðîñ êàê âåäåò ñåáÿ öåïü íà÷èíàÿ
ñ ìîìåíòà åå âõîäà â íåêîòîðîå ìíîæåñòâî A ⊂ X, òî åñòü íà÷èíàÿ ñ ìîìåíòà
τA: îíà âåäåò ñåáÿ òàê æå, êàê èñõîäíàÿ öåïü, ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì â òî÷êå,
÷åðåç êîòîðóþ âû âîøëè â A.

2. * Ðàññìîòðèì ýêñïîíåíöèàëüíî ýðãîäè÷åñêóþ ìàðêîâñêóþ öåïü ñ ìíîæåñòâîì
çíà÷åíèé X = {1, 2, . . .} è ñòàöèîíàðíûì ñîñòîÿíèåì π. Äîïóñòèì, ÷òî π1 > 0.
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîìåíòîâ îñòàíîâêè:

τ1 = {inf k ≥ 0 : ξk = 1}, τn = {inf k > τn−1 : ξk = 1}, n ≥ 2,

ãäå inf ∅ := ∞. Òàêèì îáðàçîì, τn� n-ûé ìîìåíò ïîïàäàíèÿ ïðîöåññà â ñîñòîÿ-
íèå 1.

1Çäåñü íàïèñàíî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå n êîïèé ìíîæåñòâà X.

1



à) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî íà÷àëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ p(0) âåðíî E(τ1)r < ∞
äëÿ ëþáîãî r ≥ 0 (ãîâîðÿò, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà τ1 èìååò êîíå÷íûå ìîìåí-
òû). Êàê ñëåäñòâèå, ïîêàæèòå, ÷òî ïðè êàæäîì íà÷àëüíîì ðàñïðåäåëåíèè p(0)

èìååì P(τ1 < ∞) = 1.

Óêàçàíèå: èñïîëüçóÿ ñõîäèìîñòü ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà n øàãîâ p
(n)
ij → πj ïðè

n → ∞, ñëåäóþùóþ èç ýðãîäè÷íîñòè öåïè, îöåíèòå ñâåðõó âåðîÿòíîñòü P(τ1 > k).

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû τ1 è τ2−τ1 íåçàâèñèìû, à åñëè íà÷àëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå óäîâëåòâîðÿåò p
(0)
1 = 1 (òî åñòü, â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè ìû

ñèäèì â ñîñòîÿíèè 1), òî îíè îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåíû. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî,
â ÷àñòíîñòè, E(τ2)r < ∞ ∀r > 0.

â) Ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî, äîêàæèòå, ÷òî τ1, τ2−τ1, τ3−τ2, . . . � ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîêàæèòå, ÷òî ýòè ñëó÷àéíûå âåëè÷è-
íû, êðîìå τ1, èìåþò îäèíàêîâîå ðàñïðåäåëåíèå, à â ñëó÷àå, êîãäà p

(0)
1 = 1, è τ1

èìååò òî æå ðàñïðåäåëåíèå. Ïîêàæèòå, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, E(τn)r < ∞ ∀r > 0.

ã) Äîêàæèòå, ÷òî τn/n → E(τ2 − τ1) ïðè n → ∞, ï.í.

ä) Ñôîðóëèðóåì ýòó çàäà÷ó ñåé÷àñ, à ñäåëàòü åå íóæíî áóäåò ïîñëå òîãî, êàê
îáñóäèì ÇÁ×: Äîêàæèòå, ÷òî E(τ2 − τ1) = (π1)

−1.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì çàìå÷àòåëüíûé íåî÷åâèäíûé ôàêò: ñðåäíåå âðåìÿ
ìåæäó ïåðâûì è âòîðûì ïîñåùåíèåì äàííîãî ñîñòîÿíèÿ ñîñòàâëÿåò ñòàöèîíàð-
íóþ âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîñòîÿíèÿ â ñòåïåíè −1. Êà÷åñòâåííî ýòîò ðåçóëüòàò
èíòóèòèâåí, à âîò êîëè÷åñòâåííî, ïîæàëóé, ñîâñåì íåò.
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