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Íà ëåêöèè ìû îáñóæäàëè çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë (ÇÁ×), êëàññè÷åñêèé è äëÿ öåïåé
Ìàðêîâà. À âîò óñèëåííûé êëàññè÷åñêèé ÇÁ×:

Òåîðåìà. Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû η0, η1, . . . íåçàâèñèìû è èìåþò êîíå÷íûé
âòîðîé ìîìåíò, ò.å. Eη2j < ∞ (â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò E|ηj| < ∞ � äîêàæèòå!),
è èõ äèñïåðñèè Var ηj îãðàíè÷åíû ðàâíîìåðíî ïî j. Òîãäà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Sn =∑n−1

j=0 ηj óäîâëåòâîðÿåò

P(ω ∈ Ω :
Sn(ω)− ESn

n
→ 0 ïðè n → ∞) = 1.

Òàêàÿ ñõîäèìîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäèìîñòüþ ïî÷òè íàâåðíîå (èëè ïî÷òè âñþäó).

Îáîçíà÷àåòñÿ
Sn − ESn

n
→ 0 ï.í. (ëèáî ï.â.; íà àíãëèéñêîì � a.s. (almost surely)).

Èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè íàâåðíîå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, íî îáðàòíîå
íåâåðíî. Âèä ñõîäèìîñòè � åäèíñòâåííîå ðàçëè÷èå ìåæäó óñèëåííûì è îáû÷íûì
ÇÁ×. Äîêàçàòåëüñòâî óñèëåííîãî ÇÁ× íåñêîëüêî ñëîæíåå, ÷åì îáû÷íîãî, ñì. íàïðèìåð
ó÷åáíèê Øèðÿåâà.

Äëÿ ìàðêîâñêèõ öåïåé òàêæå âåðåí óñèëåííûé ÇÁ×. Åãî ôîðìóëèðîâêà ñîâïàäàåò
ñ ôîðìóëèðîâêîé îáû÷íîãî ÇÁ×, äàííîé íà ëåêöèè, íî âìåñòî ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè
èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè íàâåðíîå. Äàëåå ïîä ÇÁ× ìû ïîíèìàåì îáû÷íûé ÇÁ×.
Îäíàêî, â íåêîòîðûõ èç çàäà÷ íóæíî èñïîëüçîâàòü óñèëåííûé ÇÁ×. Â ýòîì ñëó÷àå
â óêàçàíèÿõ ê çàäà÷å äàí ñîîòâåòñòâóþùèé êîììåíòàðèé.

1. Ïðèâåñòè ïðèìåð ÌÖ ξ0, ξ1, ξ2, . . ., òàêîé ÷òî îíà íå ýðãîäè÷íà, íî äëÿ íåå
âûïîëíåí ÇÁ×.

Óêàçàíèå: âîçìîæíî, çäåñü óäîáíåå èñêàòü ïðèìåð, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåí óñèëåííûé

ÇÁ× (êîíå÷íî, îáû÷íûé ïðè ýòîì òîæå áóäåò âûïîëíÿòüñÿ).

2. Ïðèâåñòè ïðèìåð ÌÖ ξ0, ξ1, ξ2, . . ., òàêîé ÷òî äëÿ íåå íå âûïîëíåí ÇÁ×. Òî åñòü,
ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f , äëÿ êîòîðîé ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1

n

∑n
k=0 f(ξk) ïî

âåðîÿòíîñòè ëèáî íå ñóùåñòâóåò, ëèáî çàâèñèò îò íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ.

3. Êîìïàíèÿ "Ðîãà è Êîïûòà" ïëîõî ïåðåæèëà êàðàíòèí è ñòàëà âûïëà÷èâàòü
äèâèäåíäû ñâîèì àêöèîíåðàì íåðåãóëÿðíî. È åñëè â äàííîì ìåñÿöå îíà íå
âûïëàòèëà äèâèäåíäû, òî â ñëåäóþùåì ìåñÿöå îíà èõ íå âûïëàòèò ñ âåðîÿòíîñòüþ
0.6. Íî åñëè äèâèäåíäû áûëè âûïëà÷åíû, òî â ñëåäóþùåì ìåñÿöå îíè áóäóò
âûïëà÷åíû ñ âåðîÿòíîñòüþ 0.9. Ïðè óñëîâèè, ÷òî êîìïàíèÿ íå îïðàâèòñÿ îò
êàðàíòèíà â òå÷åíèå äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîãî âðåìåíè, êàêîé ïðîöåíò îò ìàêñèìàëüíî
âîçìîæíîãî ÷èñëà äèâèäåíäíûõ âûïëàò çà ýòîò ïåðèîä ñòîèò îæèäàòü ïîëó÷èòü
åå àêöèîíåðàì?

4. * Äîêàæèòå ïóíêò ä) çàäà÷è 2 èç ñåòà 6.

Óêàçàíèå: ïóñòü νn1 = #{0 ≤ i ≤ n − 1 : ξi = 1}. Ïðèìåíÿÿ óñèëåííûé ÇÁ× äëÿ

ìàðêîâñêèõ öåïåé, íàéäèòå ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ντn1 /τn. À ÷åìó ðàâíî ντn1 ?
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