
Ëèñòîê ñåìèíàðîâ 11.

1. Ïóñòü A, B ⊂ R � íåïóñòûå ìíîæåñòâà. Äîêàçàòü, ÷òî A × B îòêðûòî â
òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà A è B îòêðûòû, à çàìêíóòî â òî÷íîñòè òîãäà, êîãäà A è B
çàìêíóòû.

2. Ïóñòü A � çàìêíóòîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè. Âåðíî ëè, ÷òî åãî ïðîåêöèÿ
íà ïðÿìóþ çàìêíóòà?

3. Ïóñòü A � îòêðûòîå ìíîæåñòâî íà ïëîñêîñòè. Âåðíî ëè, ÷òî åãî ïðîåêöèÿ íà
ïðÿìóþ îòêðûòà?

4. Ïóñòü A è B � íåïóñòûå ìíîæåñòâà â Rn. Èõ ñóììîé Ìèíêîâñêîãî íàçûâàåòñÿ
ìíîæåñòâî A + B âñåõ ñóìì âèäà a + b, ãäå a ∈ A, b ∈ B. (i) Âåðíî ëè, ÷òî
ñóììà Ìèíêîâñêîãî êîìïàêòîâ êîìïàêòíà? (ii) Âåðíî ëè, ÷òî ñóììà Ìèíêîâñêîãî
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ çàìêíóòà? (iii) Âåðíî ëè, ÷òî ñóììà Ìèíêîâñêîãî îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ îòêðûòà?

5. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê aj â Rn ñõîäèòñÿ ê íóëþ. Äîêàçàòü, ÷òî íàé-
äåòñÿ òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå ϕ : R → Rn, ÷òî aj = ϕ(1/j).

6. Ïóñòü ôóíêöèÿ f : Rn → R òàêîâà, ÷òî äëÿ âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæå-
íèÿ ϕ : R → Rn êîìïîçèöèÿ f(ϕ) íåïðåðûâíà. Âåðíî ëè, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðå-
ðûâíà?

7. Äîêàçàòü, ÷òî ñòàíäàðòíàÿ íîðìà íà Rn óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

8. Äîêàçàòü, ÷òî âñÿêàÿ íîðìà íà Rn ñ îáû÷íîé íîðìîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
Ëèïøèöà.

9. Ïóñòü A � íåïóñòîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî â Rn. (i) Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ âñÿêîé
òî÷êè x åñòü áëèæàéøàÿ òî÷êà èç A, ò.å. òàêàÿ òî÷êà b(x) ∈ A, ÷òî âûïîëíåíî
ðàâåíñòâî |x− b(x)| = infa∈A |x− a|. (ii) Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ x 7→ infa∈A |x− a|
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà.

10. (i) Ïóñòü ôóíêöèÿ f íà ïëîñêîñòè èìååò ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂xf è ∂yf ,
ïðè÷åì |∂xf | ≤ 1, |∂yf | ≤ 1. Äîêàçàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà. (ii) Ïóñòü
ôóíêöèÿ f íà ïëîñêîñòè èìååò âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂n

x∂k
yf . Âåðíî ëè, ÷òî

îíà íåïðåðûâíà?


