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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Íà ïðîòÿæåíèè âñåãî êóðñà ìû íå áóäåì ðàçëè÷àòü ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè è êîìïëåêñíûå

êðèâûå. Â ñâîþ î÷åðåäü, êîìïàêòíûå ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè íå îòëè÷àþòñÿ îò
êîìïëåêñíûõ ãëàäêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ïîâåðõíîñòè

Ñ òî÷êè çðåíèÿ òîïîëîãèè êîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
äâóìåðíóþ îðèåíòèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü. Âñå òàêèå ïîâåðõíîñòè � ýòî ñôåðà S2,
òîð T 2 = S1 × S1, è ò.ä. Ïîâåðõíîñòü â ýòîì ñïèñêå îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ íàòóðàëüíûì
÷èñëîì � ñâîèì ðîäîì g .

Âñÿêàÿ íåêîìïàêòíàÿ ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü ïîëó÷àåòñÿ âûðåçàíèåì íåêîòîðîãî
çàìêíóòîãî ïîäìíîæåñòâà èç êîìïàêòíîé.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ñêëåèâàíèå ïîâåðõíîñòåé èç

ìíîãîóãîëüíèêîâ

Âíóòðåííîñòü âñÿêîãî ìíîãîóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ. Ñêëåèâàÿ
îðèåíòèðîâàííûå ìíîãîóãîëüíèêè ïî ñòîðîíàì (òàê, ÷òîáû âñÿêàÿ ñòîðîíà

ìíîãîóãîëüíèêà ñêëåèëàñü ðîâíî ñ îäíîé ñòîðîíîé òîãî æå èëè äðóãîãî ìíîãîóãîëüíèêà),
ìû ïîëó÷àåì íîâûå ïîâåðõíîñòè. Ïðè ýòîì íàäî ñëåäèòü, ÷òîáû ñêëååííàÿ ïîâåðõíîñòü
îñòàâàëàñü îðèåíòèðóåìîé, ò.å. ÷òîáû èç íåå íåëüçÿ áûëî âûðåçàòü ëåíòó Ìåáèóñà. Îíà
áóäåò è îðèåíòèðîâàííîé � îðèåíòàöèÿ ìíîãîóãîëüíèêîâ çàäàåò îðèåíòàöèþ
ïîâåðõíîñòè.
Íàîáîðîò, âñÿêóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî ðàçðåçàòü íà ìíîãîóãîëüíèêè. Ïðè÷åì ýòî ìîæíî
ñäåëàòü áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ñêëåèâàíèå ïîâåðõíîñòåé ñ

êðàåì èç ìíîãîóãîëüíèêîâ

Åñëè âêëþ÷àòü â ïàðû íå âñå ñòîðîíû ñêëåèâàåìûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, à òîëüêî íåêîòîðûå
èç íèõ, òî ïîëó÷èòñÿ îðèåíòèðîâàííàÿ äâóìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü ñ êðàåì. Êðàé ïîâåðõíîñòè
îáðàçóþò òå ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêîâ, êîòîðûå íå ïîïàëè â ïàðû. Êðàé ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå íåñêîëüêèõ îêðóæíîñòåé.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà

ïîâåðõíîñòè

Ñêëåèâàÿ äàííóþ ïîâåðõíîñòü èç ìíîãîóãîëüíèêîâ, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü ðàçíîå
êîëè÷åñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ, à òàêæå ìíîãîóãîëüíèêè ñ ðàçëè÷íûì ÷èñëîì ñòîðîí.
Ñòîðîíû ñêëåèâàåìûõ ìíîãîãóãîëüíèêîâ îáðàçóþò ãðàô íà ïîâåðõíîñòè; âåðøèíàìè
ýòîãî ãðàôà ÿâëÿþòñÿ îòîæäåñòâëåííûå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêîâ. Îáîçíà÷èì
êîëè÷åñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ ÷åðåç F , êîëè÷åñòâî âåðøèí ïîëó÷åííîãî ãðàôà ÷åðåç V è
êîëè÷åñòâî åãî ðåáåð ÷åðåç E . Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå:

Theorem

Âåëè÷èíà V − E + F íå çàâèñèò îò ñïîñîáà ðàçðåçàíèÿ ïîâåðõíîñòè íà ìíîãîóãîëüíèêè.

Äëÿ ïîâåðõíîñòè ðîäà g ýòà âåëè÷èíà ðàâíà 2− 2g .

Âåëè÷èíà V −E +F = 2−2g íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé äàííîé ïîâåðõíîñòè.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Àääèòèâíîñòü ýéëåðîâîé

õàðàêòåðèñòèêè

Áóäó÷è ðàâíîé 2− 2g , ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè òåñíî ñâÿçàíà ñ åå ðîäîì,
êîòîðûé êàæåòñÿ áîëåå ïðîñòîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîâåðõíîñòè. Îäíàêî îíà âî ìíîãèõ
îòíîøåíèÿõ óäîáíåå ðîäà: âî-ïåðâûõ, ýéëåðîâó õàðàêòåðèñòèêó ëåãêî îïðåäåëèòü äëÿ
ëþáîé ïîâåðõíîñòè, â òîì ÷èñëå íåêîìïàêòíîé èëè ñ êðàåì, âî-âòîðûõ, îíà àääèòèâíà:
χ(M t N) = χ(M) + χ(N) äëÿ íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ ëþáûõ äâóõ ïîâåðõíîñòåé (è íå
òîëüêî ïîâåðõíîñòåé, à è äëÿ ëþáîãî ñèìïëèöèàëüíîãî êîìïëåêñà).
Íàïðèìåð, åñëè èç ïîâåðõíîñòè âûêèíóòü n òî÷åê (èëè n äèñêîâ), òî åå ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà óìåíüøèòñÿ íà n (ïîñêîëüêó ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà òî÷êè èëè äèñêà
ðàâíà 1).
Ýéëåðîâû õàðàêòåðèñòèêè ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûõ ñèìïëèöèàëüíûõ êîìïëåêñîâ
ñîâïàäàþò.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Íàêðûòèÿ

Ïóñòü f : M → N � íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå äâóõ ïîâåðõíîñòåé. Îòîáðàæåíèå f
íàçûâàåòñÿ íàêðûòèåì ñòåïåíè d , åñëè ó êàæäîé òî÷êè y ∈ N åñòü îêðåñòíîñòü U(y) ⊂ N,
ãîìåîìîðôíàÿ äèñêó D2, ïîëíûé ïðîîáðàç êîòîðîé f −1(U(y)) ãîìåîìîðôåí íåñâÿçíîìó
îáúåäèíåíèþ d äèñêîâ D2, ïðè÷åì îãðàíè÷åíèå f íà êàæäûé èç ýòèõ äèñêîâ ÿâëÿåòñÿ
ñîõðàíÿþùèì îðèåíòàöèþ ãîìåîìîðôèçìîì. Çäåñü d ìîæåò áûòü íàòóðàëüíûì ÷èñëîì
èëè áåñêîíå÷íîñòüþ (åñëè ó êàæäîé òî÷êè â N áåñêîíå÷íî ìíîãî ïðîîáðàçîâ).
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Íàêðûòèÿ

Òèïè÷íûé ïðèìåð íàêðûòèÿ äàåòñÿ îòîáðàæåíèåì z 7→ zd , d = 1, 2, . . . , ïðîêîëîòîãî â
íóëå åäèíè÷íîãî äèñêà D ′ â ñåáÿ. Ñòåïåíü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíà d . Âñÿêîå
ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñíûõ êðèâûõ èìååò òàêîé âèä â ïîäõîäÿùèõ
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ÷òî è óñòàíàâëèâàåò ïðÿìóþ ñâÿçü ìåæäó ãîëîìîðôíûìè
îòîáðàæåíèÿìè è íàêðûòèÿìè.

Âûáåðåì íà äàííîé ïîâåðõíîñòè N áàçèñíóþ òî÷êó y0 ∈ N. Íàêðûòèÿ (M, x0)→ (N, y0)
ïîâåðõíîñòè N ñ áàçèñíîé òî÷êîé y0 (ðàññìàòðèâàåìûå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà
ïîâåðõíîñòè (M, y0)) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäãðóïïàìè
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(N, y0)
Çàäà÷à. Îïèøèòå âñå íàêðûòèÿ äâóìåðíîé ñôåðû.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Íàêðûòèÿ

Òèïè÷íûé ïðèìåð íàêðûòèÿ äàåòñÿ îòîáðàæåíèåì z 7→ zd , d = 1, 2, . . . , ïðîêîëîòîãî â
íóëå åäèíè÷íîãî äèñêà D ′ â ñåáÿ. Ñòåïåíü ýòîãî îòîáðàæåíèÿ ðàâíà d . Âñÿêîå
ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñíûõ êðèâûõ èìååò òàêîé âèä â ïîäõîäÿùèõ
ëîêàëüíûõ êîîðäèíàòàõ, ÷òî è óñòàíàâëèâàåò ïðÿìóþ ñâÿçü ìåæäó ãîëîìîðôíûìè
îòîáðàæåíèÿìè è íàêðûòèÿìè.
Âûáåðåì íà äàííîé ïîâåðõíîñòè N áàçèñíóþ òî÷êó y0 ∈ N. Íàêðûòèÿ (M, x0)→ (N, y0)
ïîâåðõíîñòè N ñ áàçèñíîé òî÷êîé y0 (ðàññìàòðèâàåìûå ñ òî÷íîñòüþ äî ãîìåîìîðôèçìà
ïîâåðõíîñòè (M, y0)) íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäãðóïïàìè
ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïû π1(N, y0)
Çàäà÷à. Îïèøèòå âñå íàêðûòèÿ äâóìåðíîé ñôåðû.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ

Ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à ïîêàçûâàåò, ÷òî ó ïîâåðõíîñòè ìîæåò áûòü ñîâñåì ìàëî íàêðûòèé. Â
òî æå âðåìÿ, îòîáðàæåíèå z 7→ zd ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì åäèíè÷íîãî
äèñêà â ñåáÿ, íî íå íàêðûòèåì åäèíè÷íîãî äèñêà. Ïîýòîìó äëÿ ðàáîòû ñ ãîëîìîðôíûìè
îòîáðàæåíèÿìè áîëüøå ïîäõîäÿò ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ.
Íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíûõ îðèåíòèðîâàííûõ ïîâåðõíîñòåé f : N → M
íàçûâàåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ñòåïåíè d , åñëè â M ìîæíî âûêèíóòü êîíå÷íûé
íàáîð òî÷åê {y1, . . . , yn} òàê, ÷òî íàä äîïîëíåíèåì ê ýòîìó íàáîðó îòîáðàæåíèå
f : (N \ f −1({y1, . . . , yn}))→ (M \ {y1, . . . , yn}) ñòàíîâèòñÿ íàêðûòèåì ñòåïåíè d .
Â ÷àñòíîñòè, îòîáðàæåíèå z 7→ zd ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì åäèíè÷íîãî äèñêà
ñòåïåíè d .
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ;

êðàòíîñòü ïðîîáðàçà

Ïóñòü f : N → M � ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ñòåïåíè d . Íàáîð òî÷åê {y1, . . . , yn} ⊂ M
íàçûâàåòñÿ íàáîðîì òî÷åê âåòâëåíèÿ, åñëè íàä äîïîëíåíèåì ê íåìó f ÿâëÿåòñÿ
íàêðûòèåì, à íàä äîïîëíåíèåì ê ëþáîìó åãî ïîäìíîæåñòâó � íåò.
Ó êàæäîé òî÷êè âåòâëåíèÿ yi ìåíüøå, ÷åì d ïðîîáðàçîâ ïðè f ; ó êàæäîé èç îñòàëüíûõ
òî÷åê ïîâåðõíîñòè M ðîâíî d ïðîîáðàçîâ. Ó êàæäîãî ïðîîáðàçà x ∈ f −1(y) êàæäîé òî÷êè
y ∈ M åñòü êðàòíîñòü � ÷èñëî ïðîîáðàçîâ òî÷êè y ′, áëèçêîé ê y , ëåæàùèõ âáëèçè x . Â
îêðåñòíîñòè òî÷êè êðàòíîñòè dj ìîæíî âûáðàòü êîìïëåêñíóþ êîîðäèíàòó z òàê, ÷òî â
îêðåñòíîñòè åå îáðàçà åñòü êîìïëåêñíàÿ êîîðäèíàòà, â êîòîðîé îòîáðàæåíèå f èìååò âèä
z 7→ zdj . Ñóììà êðàòíîñòåé ïðîîáðàçîâ ëþáîé òî÷êè ðàâíà d .
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ;

ôîðìóëà Ðèìàíà�Ãóðâèöà

Ïóñòü f : N → M � ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå ñòåïåíè d , {y1, . . . , yn} ⊂ M � íàáîð åãî
òî÷åê âåòâëåíèÿ, è ïóñòü mi = |f −1(yi )| � êîëè÷åñòâî ïðîîáðàçîâ òî÷êè yi .

Theorem (ôîðìóëà Ðèìàíà�Ãóðâèöà)

Ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà ïîâåðõíîñòè N âûðàæàåòñÿ ñëåäóþùåé ôîðìóëîé:

χ(N) = d(χ(M)− n) +
n∑

i=1

mi .
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ;

ìîíîäðîìèÿ

Ïóñòü f : N → M � íàêðûòèå ñòåïåíè d , y0 ∈ M. Âñÿêàÿ íåïðåðûâíàÿ ïåòëÿ â M ñ
íà÷àëîì è êîíöîì â y0 îïðåäåëÿåò ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà òî÷åê ïðîîáðàçà f −1(y0), ò.å.
ïåðåñòàíîâêó ìíîæåñòâà èç d ýëåìåíòîâ. Ýòà ïåðåñòàíîâêà çàâèñèò òîëüêî îò
ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïåòëè è íàçûâàåòñÿ ìîíîäðîìèåé ïóòè. Îïðåäåëåííûé òàêèì
îáðàçîì ãîìîìîðôèçì π1(M, y0)→ Sd íàçûâàåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì ìîíîäðîìèè, à åãî
îáðàç � ãðóïïîé ìîíîäðîìèè íàêðûòèÿ. Äëÿ ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ ìîíîäðîìèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìîíîäðîìèÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî åìó íåðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ.
Íàêðûâàþùàÿ ïîâåðõíîñòü ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé, åñëè è òîëüêî åñëè ãðóïïà ìîíîäðîìèè
äåéñòâóåò íà ñëîå òðàíçèòèâíî, ò.å. åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðîîáðàçîâ òî÷êè y0 åñòü
ïåðåñòàíîâêà ìîíîäðîìèè, ïåðåâîäÿùàÿ îäíó èç íèõ â äðóãóþ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ ñôåðû

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà M ≡ S2, ìîíîäðîìèÿ ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ f : N → S2

ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì ïåðåñòàíîâîê ïðîîáðàçà f −1(y0) òî÷êè y0 ∈ S2, íå
ÿâëÿþùåéñÿ òî÷êîé âåòâëåíèÿ, çàäàâàåìûõ ïóòÿìè, èäóùèìè èç òî÷êè y0 â òî÷êè
âåòâëåíèÿ y1, . . . , yn. Ýòîò íàáîð ïåðåñòàíîâîê σ1, . . . , σn ìîæåò áûòü ëþáûì � ñ
åäèíñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì σn ◦ σn−1 · · · ◦ σ1 = id.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 1. Çàäà÷è

Ïîâåðõíîñòü êàêîãî ðîäà äàþò ñêëåéêè ìíîãîóãîëüíèêîâ íà ðèñóíêå?

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 1. Çàäà÷è

Ïîâåðõíîñòü êàêîãî ìàêñèìàëüíîãî ðîäà ìîæíî ïîëó÷èòü, ñêëåèâàÿ ìíîãîóãîëüíèêè
íà ðèñóíêå?

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 1. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî òîð ìîæíî íàêðûòü òîëüêî òîðîì. Îïèøèòå âñå êîíå÷íîêðàòíûå
íàêðûòèÿ òîðà òîðîì.

Ïóñòü êîìïàêòíàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà g > 1 íàêðûòà ïîâåðõíîñòüþ ðîäà h ñî
ñòåïåíüþ d > 0. Âûðàçèòå h ÷åðåç g è d .

Ïåðå÷èñëèòå âñå êîíå÷íîêðàòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ äâóìåðíîé ñôåðû ñ äâóìÿ
òî÷êàìè âåòâëåíèÿ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 1. Çàäà÷è

Ïåðå÷èñëèòå âñå êîíå÷íîêðàòíûå ðàçâåòâëåííûå íàêðûòèÿ òîðà ñ îäíîé òî÷êîé
âåòâëåíèÿ.

Ïóñòü f : S2 → S2 � ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå, çàäàííîå â êîìïëåêñíîé êîîðäèíàòå z
íà S2 ôîðìóëîé f (z) = z4 + 4z2 + 5. Êàêèå ó íåãî òî÷êè âåäòâëåíèÿ? Êàêîâ ïîðÿäîê
òî÷åê âåòâëåíèÿ?

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè


