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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ

ïëîñêîñòü

Ïëîñêàÿ êðèâàÿ � ýòî êðèâàÿ íà ïëîñêîñòè. Îáû÷íî ìû ïðåäñòàâëÿåì ñåáå
âåùåñòâåííóþ êðèâóþ, íàðèñîâàííóþ íà âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè. Â ýòîì êóðñå íàñ áóäóò
èíòåðåñîâàòü, îäíàêî, êîìïëåêñíûå êðèâûå íà êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Èìåÿ äåëî ñ
àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè, åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü � êàê â êîìïëåêñíîì, òàê è â
âåùåñòâåííîì ñëó÷àå, � êðèâûå íà ïðîåêòèâíîé, à íå â àôôèííîé, ïëîñêîñòè.

Êîìïëåêñíàÿ ïðîåêòèâíàÿ ïëîñêîñòü CP2 îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî òðîåê
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû íóëþ, ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî
óìíîæåíèÿ íà îáùåå íåíóëåâîé êîìïëåêñíîå ÷èñëî, CP2 = (C3 \ {0})/C∗.
Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíîðîäíûå êîîðäèíàòû (x : y : z) äëÿ òî÷åê â êîìïëåêñíîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è çàïèñûâàòü óðàâíåíèÿ êðèâûõ â ýòèõ êîîðäèíàòàõ. Óñëîâèå
x 6= 0 (òàê æå, êàê è óñëîâèÿ y 6= 0, z 6= 0) îïðåäåëÿåò îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî â
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, èçîìîðôíîå àôôèííîé ïëîñêîñòè C2. Èíîãäà ìû áóäåì
çàïèñûâàòü óðàâíåíèÿ êðèâûõ â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ (y , z) (ñîîòâåòñòâåííî, (x , z),
(x , y)), ïîëàãàÿ x = 1 (ñîîòâåòñòâåííî, y = 1, z = 1).
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ïðÿìûå è êâàäðèêè

Òðîéêà êîìïëåêñíûõ ÷èñåë a, b, c , íå âñå èç êîòîðûõ ðàâíû 0, îïðåäåëÿåò â CP2 ïðÿìóþ
ax + by + cz .

Åùå îäíèì ïðèìåðîì ïëîñêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ êâàäðèêà x2 + y2 + z2.

Áîëåå îáùèì îáðàçîì, ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè d íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûé
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè d

F (x , y , z) =
∑

i,j,k≥0
i+j+k=d

ai,j,kx
iy jzk ,

â êîòîðîì íå âñå êîýôôèöèåíòû ai,j,k ðàâíû 0. Êàæäîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé
ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî åå òî÷åê {(x : y : z)|F (x , y , z) = 0}.
Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ìíîæåñòâî òî÷åê âñÿêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé íåïóñòî.
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òî÷êè ãëàäêîñòè

Îáå êðèâûå íà ïðåäûäóùåì ñëàéäå ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè. Òî÷êà êðèâîé F (x , y , z) = 0
íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè íå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∂F/∂x , ∂F/∂y , ∂F/∂z îáðàùàþòñÿ
â ýòîé òî÷êå â 0. Êðèâàÿ íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé, åñëè âñå åå òî÷êè ãëàäêèå. Òî÷êè êðèâîé,
íå ÿâëÿþùèåñÿ ãëàäêèìè, íàçûâàþòñÿ îñîáûìè; êðèâàÿ, íà êîòîðîé åñòü îñîáûå òî÷êè,
íàçûâàåòñÿ îñîáîé.

Äëÿ ïðÿìîé F (x , y , z) = ax + by + cz = 0 ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F íå çàâèñÿò îò
âûáðàííîé òî÷êè êðèâîé è ðàâíû a, b, c ; ïîñêîëüêó íå âñå ÷èñëà a, b, c ðàâíû 0, âñå òî÷êè
êðèâîé ãëàäêèå.

Äëÿ êâàäðèêè F (x , y , z) = x2 + y2 + z2 = 0 ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè F ðàâíû
2x , 2y , 2z ; âñå îíè ðàâíû 0 òîëüêî åñëè x = y = z = 0. Òàêîé òî÷êè íåò íà ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè CP2, à çíà÷èò è íà êðèâîé F = 0.
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå è äâóìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ

Ñîãëàñíî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè, â îêðåñòíîñòè ñâîåé ãëàäêîé òî÷êè âñÿêàÿ ïëîñêàÿ
êðèâàÿ C äîïóñêàåò ïàðàìåòðèçàöèþ ϕ−1 : D → CP2 ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì
åäèíè÷íîãî äèñêà, äèôôåðåíöèàë êîòîðîãî íå îáðàùàåòñÿ â 0. Ïîýòîìó ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ
êðèâàÿ ïîêðûâàåòñÿ êàðòàìè, ôóíêöèè ïåðåõîäà êîòîðûõ èìåþò ïîëîæèòåëüíûé
îïðåäåëèòåëü, à çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ îðèåíòèðóåìûì âåùåñòâåííûì äâóìåðíûì
ìíîãîîáðàçèåì.
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: îñîáûå òî÷êè

Êâàäðèêà F (x , y , z) = x2 + y2 = 0 íå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé. Îíà ñîäåðæèò îñîáóþ òî÷êó
Ïðèìåð îñîáîé êðèâîé ñòåïåíè n:

F (x , y , z) = `1`2 . . . `n = 0,

ãäå `1, . . . , `n � íåíóëåâûå ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû.
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ïðèâîäèìûå êðèâûå

Ïëîñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d íàçûâàåòñÿ ïðèâîäèìîé, åñëè îäíîðîäíûé
ìíîãî÷ëåí F = F (x , y , z), çàäàþùèé åå, ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ îäíîðîäíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ, ñòåïåíü êàæäîãî èç êîòîðûõ ìåíüøå d , F = HG . Åñëè òàêîãî ðàçëîæåíèÿ
íå ñóùåñòâóåò, òî êðèâàÿ F = 0 íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìîé.
Åñëè ïëîñêàÿ êðèâàÿ F = 0 ïðèâîäèìà, F = GH, òî îíà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì êðèâûõ
G = 0 è H = 0. Âñÿêàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ F = 0 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî
÷èñëà íåïðèâîäèìûõ êðèâûõ. Ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.
Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêèõ êðèâûõ G = 0 è H = 0
ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé êðèâîé GH = 0.
Çàäà÷à. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé, ìíîæåñòâî ãëàäêèõ òî÷åê
êîòîðîé ïóñòî.
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òðàíñâåðñàëüíîå

ïåðåñå÷åíèå

Ïóñòü (x0 : y0 : z0) � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ G = 0 è
H = 0. Ýòà òî÷êà íàçûâàåòñÿ òî÷êîé òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ, åñëè
äèôôåðåíöèàëû dG è dH ëèíåéíî íåçàâèñèìû (ò.å. íåïðîïîðöèîíàëüíû äðóã äðóãó) â
ýòîé òî÷êå. Â ÷àñòíîñòè, ýòà òî÷êà äîëæíà áûòü ãëàäêîé äëÿ îáåèõ êðèâûõ.
Òî÷êà òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè ìíîãî÷ëåíîâ G
è F .
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òðàíñâåðñàëüíîå

ñàìîïåðåñå÷åíèå

Ïóñòü (x0 : y0 : z0) � îñîáàÿ òî÷êà ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé F = 0. Âûáåðåì
ñèñòåìó àôôèííûõ êîîðäèíàò (X ,Y ) ñ öåíòðîì â ýòîé òî÷êå. Â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
óðàâíåíèå êðèâîé èìååò âèä

aX 2 + bXY + cY 2 + f̃ (X ,Y ) = 0,

ãäå ìíîãî÷ëåí f̃ ñîäåðæèò ìîíîìû ñòåïåíè 3 è âûøå. Òî÷êà (x0 : y0 : z0) íàçûâàåòñÿ
òî÷êîé òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé F = 0, åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ÷àñòü
aX 2 + bXY + cY 2 àôôèííîãî óðàâíåíèÿ êðèâîé íåâûðîæäåíà.
Â îêðåñòíîñòè òî÷êè òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâàÿ èìååò äâà ãëàäêèõ ëèñòà,
êàñàòåëüíûå ê êîòîðûì çàäàþòñÿ ïðÿìûìè, îïðåäåëÿåìûìè ðàçëîæåíèåì

aX 2 + bXY + cY 2 = (a1X + b1Y )(a2X + b2Y ) = 0.

Òî÷êà òðàíñâåðñàëüíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ íå ñîõðàíÿåòñÿ ïðè ìàëîì âîçìóùåíèè
ìíîãî÷ëåíà F � òàêèì âîçìóùåíèåì ìîæíî ñäåëàòü êðèâóþ F = 0 ãëàäêîé.
Çàäà÷à. Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåïðèâîäèìîé êðèâîé ñ òî÷êîé òðàíñâåðñàëüíîãî
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ.
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òåîðåìà Áåçó

Ìíîãèå ñâîéñòâà ïëîñêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ ìîæíî ïðåäñêàçàòü, à èíîãäà è
äîêàçàòü, ðàññìàòðèâàÿ îñîáûå êðèâûå, ÿâëÿþùèåñÿ îáúåäèíåíèÿìè ðàçëè÷íûõ ïðÿìûõ,
çàäàâàåìûõ ëèíåéíûìè óðàâíåíèÿìè.
Íàïðèìåð, îáùèé íàáîð ïðÿìûõ `1 . . . `k = 0 ïåðåñåêàåòñÿ ñ îáùèì íàáîðîì ïðÿìûõ
`k+1 . . . `k+m = 0 òðàíñâåðñàëüíî â k ·m òî÷êàõ. Ïåðâàÿ èç ýòèõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ ïëîñêîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè k , âòîðàÿ � ñòåïåíè m.

Theorem (Bezout)

Ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè k ïåðåñåêàåò îáùóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ

ñòåïåíè m òðàíñâåðñàëüíî â mk òî÷êàõ.
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òåîðåìà Áåçó

×òî îçíà÷àþò ñëîâà `îáùàÿ' â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû?
Ïóñòü F = 0 � äàííàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè k . Ìíîæåñòâî âñåõ ïëîñêèõ êðèâûõ
ñòåïåíè m ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî.
Çàäà÷à. ×åìó ðàâíà ðàçìåðíîñòü ýòîãî ïðîñòðàíñòâà?

Theorem

Ïëîñêèå êðèâûå ñòåïåíè m, ïåðåñåêàþùèå äàííóþ ãëàäêóþ ïëîñêóþ êðèâóþ C
íåòðàíñâåðñàëüíî, îáðàçóþò àëãåáðàè÷åñêóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü â ïðîåêòèâíîì

ïðîñòðàíñòâå ïëîñêèõ êðèâûõ ñòåïåíè m.

Äîïîëíåíèå ê àëãåáðàè÷åñêîé ãèïåðïîâåðõíîñòè â êîìïëåêñíîì ïðîåêòèâíîì
ïðîñòðàíñòâå ñâÿçíî, ïîýòîìó êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé, îòâå÷àþùåé òî÷êå
ýòîãî äîïîëíåíèÿ, ñ êðèâîé F = 0 íå çàâèñèò îò òî÷êè äîïîëíåíèÿ, à çíà÷èò, ðàâíî mk .
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òåîðåìà Áåçó, ïåðåñå÷åíèå ñ

ïðÿìîé

Ïóñòü, íàïðèìåð, F = 0 � ïðÿìàÿ; åå ñòåïåíü ðàâíà 1. Åå ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü
ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé: (x0 + αt : y0 + βt : z0 + γt).
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñ êðèâîé G = 0 ñòåïåíè m ñäåëàåì ïîäñòàíîâêó
G (x0 + αt : y0 + βt : z0 + γt). Êîðíè ïîëó÷åííîãî ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè m äàþò òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé è êðèâîé. Åñëè âñå êîðíè ïðîñòûå, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
òðàíñâåðñàëüíû è èõ êîëè÷åñòâî ðàâíî m.
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òåîðåìà Áåçó, âòîðîå

äîêàçàòåëüñòâî

Ïóñòü F � êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ, G � êâàäðèêà, ïðåäñòàâëåííûå êàê ìíîãî÷ëåíû îò y

F (x , y , z) = a0y
3 + a1(x , z)y

2 + a2(x , z)y + a3(x , z)

G (x , y , z) = b0y
2 + b1(x , z)y + b2(x , z)

ãäå ai , bi � îäíîðîäíûå ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè i .
Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ (x0 : y : z0) êðèâûõ F = 0 è G = 0 ýòè ìíîãî÷ëåíû èìåþò îáùèé
êîðåíü. Çíà÷èò, ñóùåñòâóþò ìíîãî÷ëåíû f1(y) = u0y

2 + u1y + u2 è g1(y) = v0y + v1,
òàêèå, ÷òî

(a0y
3 + a1y

2 + a2y + a3)(v0y + v1) ≡ (b0y
2 + b1y + b2)(u0y

2 + u1y + u2),

÷òî äàåò ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé íà êîýôôèöèåíòû v0, v1, u0, u1, u2:

a0v0 = b0u0

a1v0 + a1v1 = b1u0 + b0u1

. . . = . . .
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Ëåêöèÿ 2. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: òåîðåìà Áåçó

Ýòà ñèñòåìà èìååò íåíóëåâîå ðåøåíèå åñëè è òîëüêî åñëè íåâûðîæäåíà åå ìàòðèöà
a0 a1 a2 a3 0
0 a0 a1 a2 a3
b0 b1 b2 0 0
0 b0 b1 b2 0
0 0 b0 b1 b2


Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû íàçûâàåòñÿ ðåçóëüòàíòîì ìíîãî÷ëåíîâ F è G . Îí îäíîðîäåí
ñòåïåíè deg F · degG , åãî êîðíè � (x , z)-êîîðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ F = 0 è
G = 0.
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Ñåìèíàð 2. Çàäà÷è

Äîêàæèòå òîæäåñòâî Ýéëåðà: äëÿ îäíîðîäíîãî ìíîãî÷ëåíà F = F (x , y , z) ñòåïåíè d
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

x
∂F

∂x
+ y

∂F

∂y
+ z

∂F

∂z
= d · F .

Âîñïîëüçîâàâøèñü òîæäåñòâîì Ýéëåðà, äîêàæèòå, ÷òî â àôôèííîé êàðòå z = 1
óñëîâèå ãëàäêîñòè dF 6= 0 òî÷êè êðèâîé ýêâèâàëåíòíî óñëîâèþ df 6= 0 â ýòîé òî÷êå,
ãäå f (x , y) = F (x , y , 1).
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Ñåìèíàð 2. Çàäà÷è

Äàéòå îïðåäåëåíèå êðàòíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïëîñêèõ êðèâûõ.

Äîêàæèòå îáùóþ òåîðåìó Áåçó: åñëè äâå ïëîñêèå êðèâûå F = 0 è G = 0 èìåþò
êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, òî ñóììà êðàòíîñòåé ýòèõ òî÷åê ðàâíà
ïðîèçâåäåíèþ ñòåïåíåé êðèâûõ.
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Ñåìèíàð 2. Çàäà÷è
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Ñåìèíàð 2. Çàäà÷è

Ñêîëüêî òî÷åê íà ïëîñêîñòè íàäî çàäàòü, ÷òîáû ÷åðåç íèõ ïðîõîäèëà îäíà êâàäðèêà?
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