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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà

êðèâîé

Äî ñèõ ïîð ìû èìåëè äåëî òîëüêî ñ ïëîñêèìè àëãåáðàè÷åñêèìè êðèâûìè. Îáùàÿ
ðèìàíîâà ïîâåðõíîñòü (èëè êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ) ýòî äâóìåðíàÿ îðèåíòèðóåìàÿ
ïîâåðõíîñòü ñ êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà íåé. Êîìïëåêñíîé ñòðóêòóðîé íà äâóìåðíîé
ïîâåðõíîñòè íàçûâàåòñÿ åå ïîêðûòèå îòêðûòûìè äèñêàìè âìåñòå ñ ãîìåîìîðôèçìàìè
ýòèõ äèñêîâ íà åäèíè÷íûé êðóã íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé {(Ui , ϕi : Ui → D)}, îáëàäàþùåå
ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: åñëè äâà äèñêà Ui è Uj ïåðåñåêàþòñÿ, òî êîìïîçèöèÿ ϕj ◦ ϕ−1

i ,
îïðåäåëåííàÿ íà ïðîîáðàçå îòíîñèòåëüíî ϕi ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äèñêîâ, ÿâëÿåòñÿ
ãîëîìîðôíûì (ò.å. êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêèì) îòîáðàæåíèåì.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà

êðèâîé

Äëÿ ãëàäêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ â
ñîãëàñèè ñ òåîðåìîé î íåÿâíîé ôóíêöèè. Â êàæäîé òî÷êå êðèâîé F (x , y , z) = 0
äèôôåðåíöèàë dF îòëè÷åí îò 0, à çíà÷èò åãî çíà÷åíèå íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå ê êðèâîé
îòëè÷íî îò 0, è íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ñëóæèò ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì â
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ïîêðûòèå ïëîñêîé êðèâîé
ïîäõîäÿùèìè îêðåñòíîñòÿìè åå òî÷åê.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé â
ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü (x0 : x1 : · · · : xn) �
ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû â CPn, Ïîäìíîæåñòâî C ⊂ CPn íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé, åñëè ó ëþáîé òî÷êè ìíîæåñòâà C ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, â
êîòîðîé ýòî ïîäìíîæåñòâî çàäàåòñÿ íàáîðîì îäíîðîäíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé
F1(x0, . . . , xn) = 0, . . . ,Fn−1(x0, . . . , xn) = 0, ïðè÷åì ðàíã ìàòðèöû ßêîáè ýòîãî íàáîðà
ðàâåí n − 1.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà

êðèâîé

Äëÿ ãëàäêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà îïðåäåëÿåòñÿ â
ñîãëàñèè ñ òåîðåìîé î íåÿâíîé ôóíêöèè. Â êàæäîé òî÷êå êðèâîé F (x , y , z) = 0
äèôôåðåíöèàë dF îòëè÷åí îò 0, à çíà÷èò åãî çíà÷åíèå íà êàñàòåëüíîì âåêòîðå ê êðèâîé
îòëè÷íî îò 0, è íàïðàâëåíèå êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ñëóæèò ëîêàëüíûì ïàðàìåòðîì â
îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì ïîêðûòèå ïëîñêîé êðèâîé
ïîäõîäÿùèìè îêðåñòíîñòÿìè åå òî÷åê.

Àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ êîìïëåêñíàÿ ñòðóêòóðà íà ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé â
ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè. Ïóñòü (x0 : x1 : · · · : xn) �
ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû â CPn, Ïîäìíîæåñòâî C ⊂ CPn íàçûâàåòñÿ ãëàäêîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé, åñëè ó ëþáîé òî÷êè ìíîæåñòâà C ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, â
êîòîðîé ýòî ïîäìíîæåñòâî çàäàåòñÿ íàáîðîì îäíîðîäíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ óðàâíåíèé
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ

êðèâûõ

Ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êðèâûõ f : C1 → C2 ýòî îòîáðàæåíèå, óâàæàþùåå
êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Åñëè òî÷êà A ∈ C1 ïîêðûòà îêðåñòíîñòüþ (U, ϕ : U → D), à
òî÷êà B = f (A) ∈ C2 ïîêðûòà îêðåñòíîñòüþ (V , ψ : V → D), òî îòîáðàæåíèå ψ ◦ f ◦ ϕ−1

äîëæíî áûòü êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêèì òàì, ãäå îíî îïðåäåëåíî.
Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ
ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì.

Äâå êîìïëåêñíûå êðèâûå C1,C2 íàçûâàþòñÿ áèãîëîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
ãîëîìîðôíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : C1 → C2, îáðàòíîå ê êîòîðîìó òîæå
ãîëîìîðôíî.

Theorem

Âñÿêàÿ ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ áèãîëîìîðôíà íåêîòîðîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé â êàêîì-òî ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ

êðèâûõ

Ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êðèâûõ f : C1 → C2 ýòî îòîáðàæåíèå, óâàæàþùåå
êîìïëåêñíóþ ñòðóêòóðó. Åñëè òî÷êà A ∈ C1 ïîêðûòà îêðåñòíîñòüþ (U, ϕ : U → D), à
òî÷êà B = f (A) ∈ C2 ïîêðûòà îêðåñòíîñòüþ (V , ψ : V → D), òî îòîáðàæåíèå ψ ◦ f ◦ ϕ−1

äîëæíî áûòü êîìïëåêñíî àíàëèòè÷åñêèì òàì, ãäå îíî îïðåäåëåíî.
Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ
ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì.

Äâå êîìïëåêñíûå êðèâûå C1,C2 íàçûâàþòñÿ áèãîëîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
ãîëîìîðôíîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : C1 → C2, îáðàòíîå ê êîòîðîìó òîæå
ãîëîìîðôíî.

Theorem

Âñÿêàÿ ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ êîìïëåêñíàÿ êðèâàÿ áèãîëîìîðôíà íåêîòîðîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé â êàêîì-òî ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 3. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ

êðèâûõ

Theorem (Ïðèíöèï ìàêñèìóìà äëÿ ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé)

Ïóñòü f : C1 → C2 � íåïîñòîÿííîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êîìïàêòíîé êîìïëåêñíîé
êðèâîé C1 â ñâÿçíóþ êîìïàêòíóþ êîìïëåêñíóþ êðèâóþ C2. Òîãäà åãî îáðàç ñîâïàäàåò ñî
âñåé êðèâîé C2.

Äåéñòâèòåëüíî, îáðàç îòîáðàæåíèÿ f êîìïàêòåí. Åñëè îí íå ñîâïàäàåò ñ êðèâîé C2, òî
äîïîëíåíèå ê íåìó îòêðûòî. Âîçüìåì òî÷êó íà ãðàíèöå îáðàçà. Ëþáàÿ åå îêðåñòíîñòü
ïåðåñåêàåò äîïîëíåíèå ê îáðàçó. Â òî æå âðåìÿ, íà êðèâîé C1 ñóùåñòâóåò òî÷êà,
ïåðåõîäÿùàÿ â âûáðàííóþ òî÷êó ãðàíèöû. Ìàëåíüêèé äèñê âîêðóã ýòîé òî÷êè ïåðåõîäèò
â îòêðûòîå ìíîæåñòâî â C2, êîòîðîå ïîýòîìó ïåðåñåêàåòñÿ ñ äîïîëíåíèåì ê îáðàçó
îòîáðàæåíèÿ f , è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ðîä êðèâîé Ôåðìà

Âîñïîëüçóåìñÿ ãîëîìîðôíûìè îòîáðàæåíèÿìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðîäà ãëàäêèõ ïëîñêèõ
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.
Íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ ðîäà êàêîé-íèáóäü ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé äàííîé ñòåïåíè d .
Îäíîé èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ Ôåðìà, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì
F (x , y , z) = xd + yd + zd = 0. Ýòà êðèâàÿ ãëàäêàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà F îáðàùàþòñÿ â 0 òîëüêî, åñëè x = y = z = 0, à òàêîé òî÷êè íà
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íåò.

Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ ýòîé êðèâîé â ïðîåêòèâíóþ
ïðÿìóþ CP1, çàäàííîå îòîáðàæåíèåì ïðîêîëîòîé â òî÷êå (0 : 0 : 1) ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè (x : y : z) 7→ (x : y). Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà ïðîêîëà íå ëåæèò íà êðèâîé Ôåðìà.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ðîä êðèâîé Ôåðìà

Âîñïîëüçóåìñÿ ãîëîìîðôíûìè îòîáðàæåíèÿìè äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðîäà ãëàäêèõ ïëîñêèõ
àëãåáðàè÷åñêèõ êðèâûõ.
Íà÷íåì ñ âû÷èñëåíèÿ ðîäà êàêîé-íèáóäü ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé äàííîé ñòåïåíè d .
Îäíîé èç íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ êðèâûõ ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ Ôåðìà, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì
F (x , y , z) = xd + yd + zd = 0. Ýòà êðèâàÿ ãëàäêàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, âñå ÷àñòíûå
ïðîèçâîäíûå ìíîãî÷ëåíà F îáðàùàþòñÿ â 0 òîëüêî, åñëè x = y = z = 0, à òàêîé òî÷êè íà
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íåò. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ ýòîé êðèâîé â ïðîåêòèâíóþ
ïðÿìóþ CP1, çàäàííîå îòîáðàæåíèåì ïðîêîëîòîé â òî÷êå (0 : 0 : 1) ïðîåêòèâíîé
ïëîñêîñòè (x : y : z) 7→ (x : y). Îòìåòèì, ÷òî òî÷êà ïðîêîëà íå ëåæèò íà êðèâîé Ôåðìà.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ðîä êðèâîé Ôåðìà

Êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè ïðîåêöèè ϕ ÿâëÿþòñÿ òå òî÷êè êðèâîé Ôåðìà, â êîòîðûõ z = 0.
Èõ d øòóê. Ýòî òî÷êè (1 : εid : 0), ãäå εd � ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç −1 ñòåïåíè d , à
i = 0, 1, . . . , d − 1. Òàêàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ïðè îòîáðàæåíèè ϕ ïåðåõîäèò â êðèòè÷åñêîå
çíà÷åíèå (1 : εid). Ó êàæäîãî òàêîãî êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ îäèí ïðîîáðàç; âñå îñòàëüíûå
òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé èìåþò ðîâíî d ïðîîáðàçîâ. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà�Ãóðâèöà
ýéëåðîâà õàðàêòåðèñòèêà íàêðûâàþùåé êðèâîé ðàâíà

χ = d · (2− d) + d = d · (3− d).

Ïîýòîìó åå ðîä ðàâåí

2− χ
2

=
2− d(3− d)

2
=

(d − 1)(d − 2)

2
.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ðîä ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè äëÿ îáùåé êðèâîé ñòåïåíè d . Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êðèâàÿ íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0 : 0 : 1).
Ïðîåêöèÿ âäîëü îñè z îïðåäåëÿåò ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå êðèâîé â ïðîåêòèâíóþ
ïðÿìóþ, ÿâëÿþùååñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì ñôåðû ñòåïåíè d . Êðèòè÷åñêèå òî÷êè
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ � ýòî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé F = 0, ∂F/∂z = 0, ò.å. òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé ñòåïåíè d è êðèâîé ñòåïåíè d − 1. Â îáùåì ïîëîæåíèè ýòè äâå
êðèâûå èìåþò d(d − 1) òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî ïåðåñå÷åíèÿ, è êàæäàÿ èç ýòèõ òî÷åê
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé òî÷êîé âåòâëåíèÿ ðàçâåòâëåííîãî íàêðûòèÿ. Ïîýòîìó ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà íàêðûâàþùåé ïîâåðõíîñòè ðàâíà

χ = d · (2− d(d − 1)) + d(d − 1)2 = d(d − 3),

êàê è â ñëó÷àå êðèâîé Ôåðìà. Òåì ñàìûì, ñïðàâåäëèâà

Theorem

Ðîä ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé ñòåïåíè d ðàâåí g = (d−1)(d−2)
2

.

Â ÷àñòíîñòè, ðîä ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé íå ìîæåò ïðèíèìàòü äðóãèõ çíà÷åíèé êðîìå
0, 1, 3, 6, 10, 15, . . . .
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ðîä ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé

Âîò åùå îäíî äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû. Ïðîñòðàíñòâî ïëîñêèõ êðèâûõ ñòåïåíè d ýòî
ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî. Îñîáûå êðèâûå çàäàþòñÿ òàêèìè ìíîãî÷ëåíàìè F , ÷òî
ñóùåñòâóþò òî÷êè (x : y : z), â êîòîðûõ F = 0, ∂F/∂x = 0, ∂F/∂y = 0, ∂F/∂z = 0. Èç ýòîé
ñèñòåìû óðàâíåíèé ïåðâîå ìîæíî èñêëþ÷èòü áëàãîäàðÿ ôîðìóëå Ýéëåðà, à èç îñòàëüíûõ
òðåõ èñëþ÷èòü ïîî÷åðåäíî z , y è x . Îñòàíåòñÿ îäíî îäíîðîäíîå ïîëèíîìèàëüíîå
óðàâíåíèå îò êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà F , êîòîðîå âûäåëÿåò â ïðîñòðàíñòâå
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d ãèïåðïîâåðõíîñòü óðàâíåíèé îñîáûõ êðèâûõ. Äîïîëíåíèå ê ýòîé
ãèïåðïîâåðõíîñòè ñâÿçíî è ñîñòîèò èç ãëàäêèõ êðèâûõ. Ïîñêîëüêó ðîä êðèâîé �
íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ åå êîýôôèöèåíòîâ, îí îäèíàêîâ äëÿ âñåõ ãëàäêèõ êðèâûõ. Ïîýòîìó
åãî äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ó îäíîé êðèâîé.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ðîä ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé

Âîò åùå îäíà ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d , ðîä êîòîðîé ïðîñòî âû÷èñëÿåòñÿ.
Ðàññìîòðèì àôôèííóþ êðèâóþ `1 · · · · · `d = ε, ãäå ëèíåéíûå ìíîãî÷ëåíû `1, . . . , `d
çàäàþò íàáîð ïðÿìûõ, íèêàêèå òðè èç êîòîðûõ íå ïðîõîäÿò ÷åðåç îäíó òî÷êó. Ïðè ìàëûõ
íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ ε ýòî ãëàäêàÿ êðèâàÿ. Ïðè ε = 0 ýòî îñîáàÿ êðèâàÿ,
ïðåäñòàâëÿþùàÿ ñîáîé îáúåäèíåíèå d ïðîåêòèâíûõ ïðÿìûõ (äâóìåðíûõ ñôåð), ëþáûå
äâå èç êîòîðûõ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïî îäíîé òî÷êå. Äîáàâëÿåì ïîî÷åðåäíî ïî
îäíîé ïðÿìîé è ñãëàæèâàåì òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ. Øàã èíäóêöèè ñîñòîèò â
äîêàçàòåëüíñòâå òîãî, ÷òî äîáàâëåíèå ïðÿìîé, ïåðåñåêàþùåé ãëàäêóþ êðèâóþ â d − 1
òî÷êå, ñ ïîñëåäóþùèì ñãëàæèâàíèåì â îêðåñòíîñòè êàæäîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ,
óâåëè÷èâàåò ðîä ãëàäêîé êðèâîé íà d − 2. Ïîýòîìó ðîä ñãëàæåííîé êðèâîé áóäåò ðàâåí

0+ 1+ 2+ 3+ · · ·+ (d − 2) =
(d − 1)(d − 2)

2
.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ðîä ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé

Èç ôîðìóëû äëÿ ðîäà ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ïî÷åìó íîäàëüíàÿ
êðèâàÿ ñòåïåíè d íå ìîæåò èìåòü áîëüøå, ÷åì(d − 1)(d − 2)/2 òî÷åê òðàíñâåðñàëüíîãî
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäàÿ òàêàÿ òî÷êà ïîíèæàåò ðîä íîðìàëèçóþùåé
êðèâîé íà 1.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: êàñàòåëüíûå ê ãëàäêîé

ïëîñêîé êðèâîé

Ðàññóæäåíèå, ïîçâîëÿþùåå âû÷èñëèòü ðîä ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé äàííîé ñòåïåíè d ,
ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòàòü è ÷èñëî êàñàòåëüíûõ, êîòîðûå ìîæíî ê íåé ïðîâåñòè ÷åðåç äàííóþ
òî÷êó.

Lemma

×åðåç äàííóþ îáùóþ òî÷êó âíå êðèâîé ìîæíî ïðîâåñòè d(d − 1) êàñàòåëüíûõ ê äàííîé
ãëàäêîé êðèâîé ñòåïåíè d .

Äåéñòâèòåëüíî, ïó÷îê ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó, îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå
äàííîé êðèâîé â ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ: êàæäîé òî÷êå êðèâîé ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðÿìàÿ,
ñîåäèíÿþùàÿ åå ñ äàííîé. Òî÷êè êàñàíèÿ � êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.
×èñëî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ó îáùåãî ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ ñòåïåíè d êðèâîé
ñòåïåíè d â ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ ìû óæå ïîäñ÷èòàëè.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: êàñàòåëüíûå ê ãëàäêîé

ïëîñêîé êðèâîé

Ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè, èç êîòîðîé ìû ïðîâîäèì êàñàòåëüíûå, ê îáùåé òî÷êå êðèâîé, äâå
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íåå êàñàòåëüíûå ñëèâàþòñÿ â îäíó � êàñàòåëüíóþ ê êðèâîé â
ïðåäåëüíîé òî÷êå.

Corollary

×åðåç îáùóþ òî÷êó íà ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé ìîæíî ïðîâåñòè ê ýòîé êðèâîé
d(d − 1)− 2 êàñàòåëüíûõ (íå ñ÷èòàÿ êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå).
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: êàñàòåëüíûå ê ãëàäêîé

ïëîñêîé êðèâîé

Ïðè ñòðåìëåíèè òî÷êè, èç êîòîðîé ìû ïðîâîäèì êàñàòåëüíûå, ê îáùåé òî÷êå êðèâîé, äâå
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íåå êàñàòåëüíûå ñëèâàþòñÿ â îäíó � êàñàòåëüíóþ ê êðèâîé â
ïðåäåëüíîé òî÷êå.

Corollary

×åðåç îáùóþ òî÷êó íà ãëàäêîé ïëîñêîé êðèâîé ìîæíî ïðîâåñòè ê ýòîé êðèâîé
d(d − 1)− 2 êàñàòåëüíûõ (íå ñ÷èòàÿ êàñàòåëüíîé â ýòîé òî÷êå).
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: êàñàòåëüíûå ê êóáèêå

×åðåç îáùóþ òî÷êó íà ãëàäêîé ïëîñêîé êóáèêå ìîæíî ïðîâåñòè ê íåé 3 · 2− 2 = 4
êàñàòåëüíûõ. Ýòà ÷åòâåðêà êàñàòåëüíûõ îïðåäåëÿåò ÷åòâåðêó òî÷åê α, β, γ, δ ïðîåêòèâíîé
ïðÿìîé (ïó÷êà ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó). Â ñâîþ î÷åðåäü, ÷åòâåðêå
òî÷åê íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ìîæíî ñîïîñòàâèòü èõ äâîéíîå îòíîøåíèå

[α, β, γ, δ] =
γ − α
γ − β

:
δ − α
δ − β

∈ CP1.

Ýòî îòîáðàæåíèå íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèé 0 è ∞. Ñîãëàñíî ïðèíöèïó ìàêñèìóìà,
îíî ïîñòîÿííî. Òåì ñàìûì, êàæäîé ãëàäêîé êóáè÷åñêîé êðèâîé C ñîïîñòàâëÿåòñÿ
êîìïëåêñíîå ÷èñëî j(C ) � åå j-èíâàðèàíò.
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Ëåêöèÿ 4. Ïëîñêèå àëãåáðàè÷åñêèå êðèâûå: ñâîéñòâà äâîéíîãî

îòíîøåíèÿ
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Ñåìèíàð 4. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî ïðîåêöèÿ èç òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì îòîáðàæåíèåì ãëàäêîé
ïëîñêîé êðèâîé íà ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ.
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Ñåìèíàð 4. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå
êîîðäèíàòû íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.

Äîêàæèòå ñâîéñòâà äâîéíîãî îòíîøåíèÿ:

[α, β, γ, δ] = [β, α, γ, δ]−1;

[α, β, γ, δ] = 1− [α, γ, β, δ].
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Ñåìèíàð 4. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî λ

J(λ) =
(1− λ+ λ2)3

λ2(1− λ)2

íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå λ 7→ λ−1, λ 7→ 1− λ.
Äîêàæèòå, ÷òî åñëè λ = [α, β, γ, δ] � äâîéíîå îòíîøåíèå ÷åòûðåõ òî÷åê, òî J(λ) íå
çàâèñèò îò ïîðÿäêà, â êîòîðîì áåðóòñÿ òî÷êè.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êóáèêè y2 = x(x − 1)(x − λ) åå J-èíâàðèàíò ðàâåí J(λ).
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Ñåìèíàð 4. Çàäà÷è

Àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ â CP1 × CP1 ñ ïðîåêòèâíûìè êîîðäèíàòàìè (u : v , s : t)
çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì F (u, v , s, t) = 0, ãäå F � ìíîãî÷ëåí, îäíîðîäíûé ïî
ïåðåìåííûì u, v è ïî ïåðåìåííûì s, t. Íàéäèòå ðîä êðèâîé â CP1 × CP1, èìåþùåé
ñòåïåíü m ïî îäíîé è ñòåïåíü n ïî äðóãîé ïàðå ïåðåìåííûõ.
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