














Пример . Регулятор Уатта

Первоначально центробежный регулятор был предложен

Рис. 1

первооткрывателем центробежной силы Христианом Гюйген-
сом (Голландия) и использовался в ветряных мельницах для ре-
гулировки расстояния и давления между жерновами (XVII век).
В 1788 году этот регулятор был адаптирован Джеймсом Ваттом
(или Уатта) (Шотландия) для регулировки давления пара в кот-
лах паровых машин.

Модель регулятора Уатта состоит из четырех (невесомых и
жестких) стержней длины 𝑙. Стержни соединены шарнирами в
ромб, концы стержней расположены в одной плоскости, одна вер-
шина ромба закреплена в начале координат 𝑂, на двух сосед-
них вершинах закреплены грузики массой 𝑚, на противолежа-
щей вершине закреплена муфта массы 𝑀 . Муфта может свобод-
но двигаться вдоль оси 𝑂𝑧⃗, грузики свободно вращаются вокруг
оси 𝑂𝑧⃗ (см. рис. 1). Вдоль оси 𝑂𝑧⃗ вниз действует однородная
сила тяжести с ускорением 𝑔⃗.

Число степеней свободы системы – 2, это углы 𝜃 и 𝜙 (см. рис. 1).
Конфигурационное пространство системы – полусфера: 𝜙 ∈ [0, 2𝜋), 𝜃 ∈ [0, 𝜋/2].

3



Кинетическая энергия – величина аддитивная, поэтому нужно найти кинетическую энергию
трех грузиков, составляющих систему, и сложить их:

𝑇 =
𝑀

2

(︂
𝑑 (2𝑙 cos 𝜃)

𝑑𝑡

)︂2

+ 2
𝑚

2

(︁
𝑙2𝜃2 + 𝑙2 sin2 𝜃𝜙̇2 + 𝑙2

)︁
, (1)

где 𝑙2 = 0 так как 𝑙 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. Потенциальная энергия:

𝑈 = 𝑀𝑔(−2𝑙 cos 𝜃) + 2𝑚𝑔(−𝑙 cos 𝜃), (2)

где было использовано то, что координаты муфты 𝑀 и грузиков 𝑚 по оси 𝑂𝑧⃗ это (−2𝑙 cos 𝜃) и
𝑙 cos 𝜃, соответственно. Потенциальная энергии системы тоже величина аддитивная. Она состо-
ит из потенциальных энергий парных взаимодействий тел системы (в модели регулятора Уатта
таких нет) и потенциальных энергий тел системы во внешнем силовом поле (поле тяжести в
нашем случае). Лагранжиан системы представляется в виде

𝐿 = 𝑇 − 𝑈 =
(︀
𝑚 + 2𝑀 sin2 𝜃

)︀
𝑙2𝜃2 + 𝑚𝑙2 sin2 𝜃𝜙̇2 + 2(𝑚 + 𝑀)𝑔𝑙 cos 𝜃. (3)

Вообще говоря 𝐿, как функция на касательном расслоении конфигурационного пространства,
может зависеть от координат 𝜙, 𝜃 и скоростей 𝜙̇, 𝜃. В нашем случае зависимость 𝐿 от 𝜙 отсут-
ствует.

Уравнения Эйлера-Лагранжа:

• по переменной 𝜙:

𝐿𝜙 :=
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝜙̇

)︂
− 𝜕𝐿

𝜕𝜙
=

𝑑

𝑑𝑡

(︀
2𝑚𝑙2 sin2 𝜃𝜙̇

)︀
= 0. (4)

Это уравнение легко интегрируем по переменной 𝑡 и получаем закон сохранения "обобщен-
ного импульса отвечающего переменной 𝜙 (см. записки лекции 5. Лагранжев формализм:
определения, примеры, свойства.):

𝐽 :=
𝜕𝐿

𝜕𝜙̇
= 2𝑚𝑙2 sin2 𝜃𝜙̇ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (5)

Физически этот обобщенный импульс есть угловой момент вращения системы вокруг оси
𝑂𝑧⃗.

• по переменной 𝜃:

𝐿𝜃 :=
𝑑

𝑑𝑡

(︂
𝜕𝐿

𝜕𝜃

)︂
− 𝜕𝐿

𝜕𝜃
=

𝑑

𝑑𝑡

(︁
2𝑙2(𝑚 + 2𝑀 sin2 𝜃)𝜃

)︁
−

(︁
2𝑀𝑙2𝜃2 + 𝑚𝑙2𝜙̇2

)︁
sin 2𝜃 + 2(𝑚 + 𝑀)𝑔𝑙 sin 𝜃 = 0. (6)

Это уравнение сложное и искать его общее решение особого смыслы нет. Можно, на-
пример, проанализировать наличие частного режима стационарного по 𝜃 движения: 𝜃 =

𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 = 𝜃0.

𝐿𝜃

⃒⃒⃒⃒
𝜃=𝜃0

= −𝑚𝑙2𝜙̇2 sin 2𝜃0 + 2(𝑚 + 𝑀)𝑔𝑙 sin 𝜃0 = 0. (7)



Случай sin 𝜃0 = 0 – неинтересен. Решая (7) получим соотношения между 𝜙̇ и 𝜃:

𝜙̇2 =
(𝑚 + 𝑀)𝑔

𝑚𝑙 cos 𝜃
. (8)

Это стационарное решение (𝜃 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜙̇ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡) удовлетворяет и уравнению (4), при чем
значения обобщенного импульса 𝐽 (5) для него фиксируется:

𝐽2 = 4𝑚2𝑙4 sin4 𝜃0𝜙̇
2 =

4𝑚(𝑚 + 𝑀)𝑔𝑙3 sin4 𝜃0
cos 𝜃0

. (9)

Для качественного изучения всех движений системы удобно вместо уравнения 𝐿𝜃 = 0 использо-
вать ещё один закон сохранения – закон сохранения энергии (см. записки лекции 5. Лагранжев

формализм: определения, примеры, свойства.). Так как
𝜕𝐿

𝜕𝑡
= 0, то

𝐸 = 𝜙̇
𝜕𝐿

𝜕𝜃
+ 𝜃

𝜕𝐿

𝜕𝜃
− 𝐿 = 𝑇 + 𝑈 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (10)

где последнее равенство (𝐸 = 𝑇 +𝑈) – это частная формула, пригодная для нерелятивистской
механики. В итоге получаем, что

𝐸 = (𝑚 + 2𝑀 sin2 𝜃)𝑙2𝜃2 + 𝑚𝑙2 sin2 𝜃𝜙̇2 − 2(𝑚 + 𝑀)𝑔𝑙 cos 𝜃. (11)

Стоит отметить, что 𝐸 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 можно вывести из уравнения (6), умножив его на интегри-
рующий множитель (𝑚 + 2𝑀 sin2 𝜃)𝜃 и проинтегрировав по 𝑡. Для анализа закона сохранения
энергии (10) подставим в него выражение для 𝜙̇ из закона сохранения углового момента (5):

𝐸 = (𝑚 + 2𝑀 sin2 𝜃)𝑙2𝜃2⏟  ⏞  
𝑇эфф.(𝜃,𝜃)

+
𝐽2

4𝑚𝑙2 sin2 𝜃
− 2(𝑚 + 𝑀)𝑔𝑙 cos 𝜃⏟  ⏞  
𝑉эфф.(𝜃)

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (12)

Это выражение выглядит как закон сохранения энергии для "эффективной"1-мерной системы
с координатой 𝜃, потенциальной энергией 𝑉эфф.(𝜃) и со специфической кинетической энергией
𝑇эфф.(𝜃, 𝜃), зависящий не только от квадрата скорости 𝜃2, но и от координат 𝜃 (эффективная
масса частицы зависит от 𝜃).

Фазовый портрет этой эффективной системы нарисован на рис. 2 . Некоторые комментарии
к рисунку:

• синим цветом со на графике обозначено вращательная часть 𝑉эфф.:
𝐽2

4𝑚𝑙2 sin2 𝜃
;

• черным цветом обозначено гравитационная часть 𝑉эфф.: −2𝑔𝑙(𝑚 + 𝑀) cos 𝜃;

• две несовпадающие точки при 𝜃 = 𝜋/2 на нижнем графике – это "крах" регулятора: муфта
𝑀 ударяется о точку крепления стержней 𝑂;

• состояние устойчивого равновесия 𝜃 = 𝜃0 определяется условием

𝑑

𝑑𝜃
𝑉эфф.(𝜃) = 0, =⇒ 𝐽2 =

4𝑚(𝑚 + 𝑀)𝑔𝑙3 sin4 𝜃

cos 𝜃
. (13)



Рис. 2

Это то самое стационарное по 𝜃 движение, которое мы анализировали выше. В окрестности
устойчивого равновесия 𝜃 = 𝜃0 фазовые траектории системы по 𝜃 – сплюснутые справа
эллипсы. С ростом 𝜃 эффективная масса 1-мерной системы растет: в окрестности 𝜃 = 0

эффективная масса 𝑚эфф. = 2𝑚, а в окрестности 𝜃 = 𝜋/2 эффективная масса 𝑚эфф. =

2(𝑚 + 2𝑀).
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