
Пример . Эллиптический маятник

Рис. 3

Две массы 𝑚 и 𝑀 соединены (невесомым, нерастяжимым) стержнем длины 𝑙. 𝑀 может
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свободно перемещаться вдоль оси 𝑂�⃗�, 𝑚 вращается вокруг 𝑀 а плоскости 𝑥𝑂𝑦. Вдоль оси 𝑂�⃗�

вниз действует однородная сила тяжести с ускорением �⃗�, рис. 3. Точка 𝐶 на рисунке – центр
масс.
Число степеней свободы системы – 2. Это координата 𝑥 – позиция массы 𝑀 по оси 𝑂�⃗� и 𝜙 –
угол отклонения стержня от оси �⃗�.
Конфигурационное пространство системы – R1 × 𝒮1, где 𝑥 ∈ (−∞,+∞), 𝜙 ∈ [0, 2𝜋).

Кинетическая энергия – это квадратичная форма скоростей по �̇�, �̇�, но она не диагональная
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а потенциальная энергия имеет вид

𝑈 = −𝑚𝑔𝑙 cos𝜙. (15)

Выбранные координаты не оптимальны, поскольку кинетическая энергия 𝑇 , (14), в них не
является диагональной квадратичной формой скоростей. Вспомним, что в лекции 3 (Задача
Кеплера) и лекции 5 (Лагранжев формализм: определения, примеры, свойства), мы переходи-
ли в систему центра масс. Это стоит делать всегда, когда набор взаимодействующих частиц
(составленных частей системы) движется без ограничений в пространстве.

Напомним основные вещи о системе центра масс.
Теорема о центре масс: если система состоит из набора частиц 𝑚𝑖, �⃗�𝑖, где 𝑖 = 1, ..., 𝑛,
движущихся без внешних ограничений, то выбирая в качестве новых координат⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
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получаем выражение для кинетической энергии системы в виде
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где𝑀 =
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𝑚𝑖 – масса всей системы; �⃗�𝑖 – не являются линейно независимыми:
𝑛∑︀

𝑖=1

𝑚𝑖�⃗�𝑖 = 0.

Переход от �⃗�𝑖 к �⃗� и �⃗�𝑖 полезен, когда потенциальная энергия взаимодействия частиц �⃗�𝑖

(или жесткие связи между ними) зависят только от их положения друг относительно
друга.

В нашем примере удобно использовать координату центра масс системы по оси 𝑂�⃗�:
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Заменив 𝑥 ↦→ 𝑋 получаем (проверьте самостоятельно):
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т.е. форма кинетической энергии приобрела диагональный вид. Тогда лагранжиан приобретает
вид
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Рассмотрим уравнения Эйлера-Лагранжа:
по переменной 𝑋:
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т.е. получили закон сохранения импульса системы вдоль оси 𝑂�⃗�.
по переменной 𝜙:
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Это уравнение сложное, и вместо него лучше анализировать закон сохранения энергии, а из
этого уравнения лишь извлечь информацию о стационарном по 𝜙 решении: 𝜙 = 𝜙0 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,
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откуда находим, что имеется лишь две стационарных траектории 𝜙 = 0 и 𝜙 = 𝜋.
Так как
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= 0, имеем закон сохранения энергии: 𝐸 = 𝑇 + 𝑈 . Исключая из него кинетиче-

скую энергию движения центра масс по оси 𝑂�⃗� ( это константа – (21)), получим
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Это эффективная одномерная система, похожая на математический маятник, но только с пе-
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Фазовый портрет (24) представлен на рис. 4:

• точка 𝐴 – устойчивое равновесие, 𝜙 = �̇� = 0; точка 𝐷 – точка неустойчивого равнове-
сия, 𝜙 = 𝜋, �̇� = 0. Точки равновесия – это те самые две стационарных по 𝜙 траектории
движения, что мы получили раньше, (23);

• точки 𝐵 и 𝐶 – локальные минимумы, который возникают из-за переменности 𝑚(𝜙).

В заключении объясним название маятника. Если перейти в систему центра масс только по
оси 𝑂�⃗�, то координата массы 𝑚 – (𝑥𝑚, 𝑦𝑚) имеет вид, рис.5 :⎧⎨⎩𝑥𝑚 =
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т.е. частица движется в этой системе по эллипсу с большой полуосью 𝑙 и малой полуосью
𝑀

𝑚 + 𝑀
𝑙.



Рис. 4 Рис. 5
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