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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà: äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî

Êàæäàÿ ïëîñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ îïðåäåëÿåò äðóãóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ,
êîòîðàÿ ëåæèò â äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Êàê õîðîøî èçâåñòíî,
äâîéñòâåííûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì ê äàííîìó âåêòîðíîìó ïðîñòðàíñòâó V = Cn

íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ V∨ = {f : V → C} íà V .
Ïðîåêòèâèçàöèÿ PV∨ äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì

ïðîåêòèâíûì ïðîñòðàíñòâîì ê ïðîåêòèâèçèðîâàííîìó ïðîñòðàíñòâó PV .

Â ñâîþ î÷åðåäü, êàæäîé òî÷êå v ∈ V ïðîñòðàíñòâà V ñîîòâåòñòâóåò ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë íà äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå V∨: ìû ïîëàãàåì v(f ) = f (v). Ýòî
ñîîòâåòñòâèå îòîæäåñòâëÿåò V ñ (V∨)∨ è, â ñâîþ î÷åðåäü, PV ñ (PV∨)∨.
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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà: äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ

Êàæäîé òî÷êå f äâîéñòâåííîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà PV∨ ñîîòâåòñòâóåò
ãèïåðïëîñêîñòü â ïðîñòðàíñòâå V . Ýòà ãèïåðïëîñêîñòü ñîñòîèò èç íóëåé ôóíêöèîíàëà f ,
îïðåäåëåííîãî ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó.

Â ÷àñòíîñòè, òî÷êè ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè, äâîéñòâåííîé ê äàííîé, íàõîäÿòñÿ âî
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ïðÿìûìè íà èñõîäíîé ïëîñêîñòè.

De�nition

Ïóñòü C ⊂ CP2 � ïëîñêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ. Äâîéñòâåííîé êðèâîé C∨ â
äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ êðèâàÿ, îáðàçîâàííàÿ êàñàòåëüíûìè ê
êðèâîé C .
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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà: äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ

Theorem

Êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ ê äâîéñòâåííîé, åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ èñõîäíîé êðèâîé,

(C∨)∨ = C .

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà: äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ

Theorem

Êðèâàÿ äâîéñòâåííàÿ ê ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ⊂ PV = CP2 ìîæíî ñîïîñòàâèòü
êðèâóþ Ĉ â ïðîèçâåäåíèè PV × PV∨ ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè è äâîéñòâåííîé ê íåé,
ñîñòîÿùóþ èç ïàð (òî÷êà êðèâîé C , êàñàòåëüíàÿ ê C â ýòîé òî÷êå). Êðèâàÿ Ĉ íàçûâàåòñÿ
êîíîðìàëüíîé ðàçâåðòêîé êðèâîé C ; îíà àëãåáðàè÷åñêàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
F (x , y , z) = 0 � óðàâíåíèå êðèâîé C , òî êàñàòåëüíàÿ ê íåé â òî÷êå (x0 : y0 : z0) èìååò âèä

Fx(x0, y0, z0)(x − x0) + Fy (x0, y0, z0)(y − y0) + Fz(x0, y0, z0)(z − z0) = 0.

Ïîýòîìó êîíîðìàëüíóþ ðàçâåðòêó ìîæíî çàäàòü óðàâíåíèÿìè

a = ∂F/∂x , b = ∂F/∂y , c = ∂F/∂z , F = 0,

ïðè÷åì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ìîæíî çàìåíèòü áîëåå ïðîñòûì ax + by + cz = 0, ïîñêîëüêó
ìíîãî÷ëåí F îäíîðîäåí. (Çäåñü (a : b : c) � ïðîåêòèâíûå êîîðäèíàòû â äâîéñòâåííîé
ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. )
Äâîéñòâåííàÿ ê C êðèâàÿ C∨ � ïðîåêöèÿ êðèâîé Ĉ íà âòîðîé ñîìíîæèòåëü � òàêæå
ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêîé.
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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà: äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âû÷èñëèì äâîéñòâåííûå êðèâûå äëÿ êóáè÷åñêèõ êðèâûõ ñåìåéñòâà

y2z − x3 + αxz2 = 0.

Ïðè îáùåì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà α êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé.

Óðàâíåíèÿ êîíîðìàëüíîé ðàçâåðòêè èìåþò âèä

a+ 3x2 − αz2 = 0

b − 2yz = 0

c − y2 − 2αxz = 0

ax + by + cz = 0.
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Óðàâíåíèÿ êîíîðìàëüíîé ðàçâåðòêè èìåþò âèä

a+ 3x2 − αz2 = 0

b − 2yz = 0

c − y2 − 2αxz = 0

ax + by + cz = 0.

Âûðàæàÿ x èç ÷åòâåðòîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â ïåðâîå è òðåòüå, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó

a3 − αa2z2 + 3b2y2 + 6bcyz + 3c2z2 = 0

b − 2yz = 0

ay2 − ac − 2αbyz − 2αcz2 = 0.
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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà: äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ

Âûðàæàÿ y èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ è ïîäñòàâëÿÿ ðåçóëüòàò â ïåðâîå è òðåòüå, ïîëó÷àåì
ñèñòåìó

4a3z2 − 4αa2z4 + 12c4z4 + 3b4 = 0

bc2 − 4acz2 − 4αb2z2 − 8αcz4 = 0.

Íàêîíåö, èñêëþ÷àÿ z , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâîéñòâåííîé êðèâîé

4a3c3 + 27b2c4 − α(αa4b2 + 24αab4c + 30a2b2c2 + 4a5c + 4α2b6) = 0.

Ýòî êðèâàÿ ñòåïåíè 6. Ñòåïåíü d∨ äâîéñòâåííîé êðèâîé C∨ íàçûâàåòñÿ êëàññîì ïëîñêîé
àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C .
Ïðè α = 0 óðàâíåíèå äâîéñòâåííîé êðèâîé âûðîæäàåòñÿ â óðàâíåíèå c3(4a3 + 27b2c) = 0.
Ïðÿìàÿ c = 0 ÿâëÿåòñÿ �ëèøíåé�, è äâîéñòâåííîé êðèâîé ê ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëå
x3 = y2z ÿâëÿåòñÿ ïîëóêóáè÷åñêàÿ ïàðàáîëà 4a3 + 27b2c = 0. Â ÷àñòíîñòè, êëàññ
ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû ðàâåí 3.
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Êëàññ ãëàäêîé êðèâîé äàííîé ñòåïåíè ëåãêî âû÷èñëèòü.

Theorem

Êëàññ ãëàäêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè d ðàâåí d(d − 1).

Corollary

Êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ ãëàäêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè d ≥ 3, íå ìîæåò
áûòü ãëàäêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñòåïåíü äâîéñòâåííîé êðèâîé ýòî ÷èñëî òî÷åê åå
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáùåé ïðÿìîé â äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ïðÿìàÿ â
äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñîñòîèò èç ïðÿìûõ â èñõîäíîé ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Êàê ìû çíàåì, èç äàííîé îáùåé òî÷êè âíå êðèâîé ê
ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè d ìîæíî ïðîâåñòè d(d − 1) êàñàòåëüíûõ. Îíè è
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ äâîéñòâåííîé êðèâîé.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Åñëè áû äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ áûëà ãëàäêîé, òî
äâîéñòâåííàÿ ê íåé êðèâàÿ íå ìîãëà áû èìåòü ñòåïåíü d .
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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà: äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ

Êëàññ ãëàäêîé êðèâîé äàííîé ñòåïåíè ëåãêî âû÷èñëèòü.

Theorem

Êëàññ ãëàäêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè d ðàâåí d(d − 1).

Corollary

Êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ ãëàäêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè d ≥ 3, íå ìîæåò
áûòü ãëàäêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ñòåïåíü äâîéñòâåííîé êðèâîé ýòî ÷èñëî òî÷åê åå
ïåðåñå÷åíèÿ ñ îáùåé ïðÿìîé â äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Ïðÿìàÿ â
äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñîñòîèò èç ïðÿìûõ â èñõîäíîé ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Êàê ìû çíàåì, èç äàííîé îáùåé òî÷êè âíå êðèâîé ê
ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè d ìîæíî ïðîâåñòè d(d − 1) êàñàòåëüíûõ. Îíè è
ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé ñ äâîéñòâåííîé êðèâîé.
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ. Åñëè áû äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ áûëà ãëàäêîé, òî
äâîéñòâåííàÿ ê íåé êðèâàÿ íå ìîãëà áû èìåòü ñòåïåíü d .
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äâîéñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè ñîñòîèò èç ïðÿìûõ â èñõîäíîé ïëîñêîñòè,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç äàííóþ òî÷êó. Êàê ìû çíàåì, èç äàííîé îáùåé òî÷êè âíå êðèâîé ê
ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè d ìîæíî ïðîâåñòè d(d − 1) êàñàòåëüíûõ. Îíè è
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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà: äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ

Îñîáåííîñòè ó êðèâîé, äâîéñòâåííîé ê äàííîé îáùåé ãëàäêîé êðèâîé, áûâàþò äâóõ
ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Îñîáåííîñòè ïåðâîãî òèïà ñîîòâåòñòâóþò äâîéíûì êàñàòåëüíûì ê
èñõîäíîé êðèâîé. Ýòè îñîáåííîñòè � òî÷êè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ äâîéñòâåííîé êðèâîé.
Îñîáåííîñòè âòîðîãî òèïà îòâå÷àþò òî÷êàì ïåðåãèáà èñõîäíîé êðèâîé. Êàê ìû âèäåëè
äëÿ ñëó÷àÿ ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû, ýòè îñîáåííîñòè � òî÷êè âîçâðàòà (êàñïû).

Theorem

Êðèâàÿ, äâîéñòâåííàÿ îáùåé ãëàäêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ñòåïåíè d , èìååò
3d(d − 2) êàñïîâ.

Äåéñòâèòåëüíî, íà îáùåé ãëàäêîé êðèâîé ñòåïåíè d åñòü 3d(d − 2) òî÷åê ïåðåãèáà.
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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà: äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ
äâîéñòâåííîé êðèâîé, ò.å. êîëè÷åñòâî äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ ê èñõîäíîé êðèâîé.

Theorem

Êîëè÷åñòâî äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ ê îáùåé ãëàäêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé

ñòåïåíè d ðàâíî
1

2
d(d − 2)(d − 3)(d + 3).

Â ÷àñòíîñòè, ó êóáè÷åñêîé êðèâîé íåò äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ (÷òî ìû è òàê çíàëè), à ó
êðèâîé ñòåïåíè d = 4 èõ 28.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå ñàìîïåðåñå÷åíèå è êàæäûé êàñï ïîíèæàþò ðîä
(íîðìàëèçàöèè) êðèâîé íà 1. Ðîä êîíîðìàëüíîé ðàçâåðòêè Ĉ ñîâïàäàåò ñ ðîäîì
êðèâîé C è ðàâåí (d − 1)(d − 2)/2. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî äâîéíûõ òî÷åê íà äâîéñòâåííîé
êðèâîé ðàâíî

1

2
((d(d − 1)− 1)(d(d − 1)− 2)− 1

2
(d − 1)(d − 2)− 3d(d − 2) =

1

2
d(d − 2)(d − 3)(d + 3).
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Â ÷àñòíîñòè, ó êóáè÷åñêîé êðèâîé íåò äâîéíûõ êàñàòåëüíûõ (÷òî ìû è òàê çíàëè), à ó
êðèâîé ñòåïåíè d = 4 èõ 28.
Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå ñàìîïåðåñå÷åíèå è êàæäûé êàñï ïîíèæàþò ðîä
(íîðìàëèçàöèè) êðèâîé íà 1. Ðîä êîíîðìàëüíîé ðàçâåðòêè Ĉ ñîâïàäàåò ñ ðîäîì
êðèâîé C è ðàâåí (d − 1)(d − 2)/2. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî äâîéíûõ òî÷åê íà äâîéñòâåííîé
êðèâîé ðàâíî
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(d − 1)(d − 2)− 3d(d − 2) =
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Äâîéñòâåííàÿ êðèâàÿ ê ãëàäêîé ïëîñêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé èìååò îñîáåííîñòè �
òî÷êè ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è òî÷êè âîçâðàòà. Â ñâîþ î÷åðåäü, êðèâàÿ äâîéñòâåííàÿ
ê íåé � ãëàäêàÿ. Íå ðàñøèðÿÿ ñïèñêà äîïóñòèìûõ îñîáåííîñòåé, ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü
ôîðìóëû Ïëþêêåðà íà áîëåå øèðîêóþ ñèòóàöèþ, êîãäà íå òîëüêî äâîéñòâåííîé êðèâîé,
íî è èñõîäíîé ðàçðåøàåòñÿ èìåòü òî÷êè äâîéíîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è òî÷êè âîçâðàòà.
Êîíîðìàëüíàÿ ðàçâåðòêà Ĉ ïðè ýòîì îñòàåòñÿ ãëàäêîé.

Ïóñòü d � ñòåïåíü êðèâîé C , δ � ÷èñëî åå òî÷åê ñàìîïåðåñå÷åíèÿ, κ � ÷èñëî åå òî÷åê
âîçâðàòà, à d∨, δ∨, κ∨ � àíàëîãè÷íûå ïàðàìåòðû äâîéñòâåííîé êðèâîé C∨. Ðîä
êîíîðìàëüíîé ðàçâåðòêè Ĉ � îáùåé íîðìàëèçàöèè êðèâûõ C è C∨ � äàåòñÿ ôîðìóëîé

g =
1

2
(d − 1)(d − 2)− δ − κ =

1

2
(d∨ − 1)(d∨ − 2)− δ∨ − κ∨.
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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà

Theorem

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

d∨ = d(d − 1)− 2δ − 3κ

d = d∨(d∨ − 1)− 2δ∨ − 3κ∨

κ∨ = 3d(d − 2)− 6δ − 8κ

κ = 3d∨(d∨ − 2)− 6δ∨ − 8κ∨.

Ýòè ÷åòûðå ðàâåíñòâà íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè. Ëþáîå èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì
îñòàëüíûõ òðåõ.
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Ëåêöèÿ 7. Ôîðìóëû Ïëþêêåðà: äîêàçàòåëüñòâî

Äîêàçûâàòü ôîðìóëû Ïëþêêåðà ìîæíî òàê æå, êàê è äëÿ ãëàäêîé êðèâîé C . Ñëåäóþùåå
ðàññóæäåíèå, îäíàêî, íîñèò áîëåå îáùèé õàðàêòåð è ïðîÿñíÿåò ãåîìåòðè÷åñêóþ ïðèðîäó
ôîðìóë. Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî Ft(x , y , z) îäíîðîäíûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè d , ÿâëÿþùååñÿ äåôîðìàöèåé ìíîãî÷ëåíà F0, òàêîå, ÷òî êðèâàÿ
Ft = 0 ÿâëÿåòñÿ íåîñîáîé ïðè ìàëûõ t, îòëè÷íûõ îò 0. Èç òî÷êè P ∈ CP2 îáùåãî
ïîëîæåíèÿ ìîæíî ïðîâåñòè d(d − 1) êàñàòåëüíûõ ê êðèâîé
Ct = {(x : y : z)|Ft(x , y , z) = 0}, t 6= 0. Ïðè t →∞ ÷àñòü èç ýòèõ êàñàòåëüíûõ ñòðåìÿòñÿ ê
êàñàòåëüíûì ê êðèâîé C , â òî âðåìÿ êàê îñòàëüíûå ñòðåìÿòñÿ ê ïðÿìûì,
ñîåäèíÿþùèì P ñ òî÷êàìè ñàìîïåðåñå÷åíèÿ è êàñïàìè êðèâîé C (�èñ÷åçàþò� â ýòèõ
òî÷êàõ). Àíàëîãè÷íî, íåêîòîðûå òî÷êè ïåðåãèáà êðèâûõ Ct ñòðåìÿòñÿ ê òî÷êàìè ïåðåãèáà
êðèâîé C = C0, òîãäà êàê îñòàëüíûå ñòðåìÿòñÿ ê åå îñîáûì òî÷êàì.

Lemma

Â îáùåì ïîëîæåíèè

â òî÷êå ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé C èñ÷åçàåò äâå êàñàòåëüíûå èç äàííîé

òî÷êè è øåñòü òî÷åê ïåðåãèáà êðèâûõ Ct ;

â òî÷êå âîçâðàòà êðèâîé C èñ÷åçàåò òðè êàñàòåëüíûå èç äàííîé òî÷êè è âîñåìü

òî÷åê ïåðåãèáà êðèâûõ Ct .
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Ëåêöèÿ 7.
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Ñåìèíàð 7. Çàäà÷è

Íàéäèòå äâîéñòâåííóþ êðèâóþ ê ýëëèïñó

x2

a2
+

y2

b2
= 1.

Íàéäèòå äâîéñòâåííóþ êðèâóþ ê îáúåäèíåíèþ äâóõ ýëëèïñîâ

x2

a2
+ a2y2 = 1 è a2x2 +

y2

a2
= 1.

Ïóñòü C � âûïóêëàÿ êðèâàÿ íà âåùåñòâåííîé ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè. Äîêàæèòå, ÷òî
äâîéñòâåííàÿ ê íåé êðèâàÿ òîæå âûïóêëà.
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Ñåìèíàð 7. Çàäà÷è

Íàéäèòå äâîéñòâåííóþ êðèâóþ ê êðèâîé

y2z2 − x2(z2 − x2) = 0.

Âû÷èñëèòå õàðàêòåðèñòèêè ýòîé êðèâîé.

Íàéäèòå äâîéñòâåííóþ êðèâóþ ê ëåìíèñêàòå

(x2 + y2)2 = (x2 − y2)z2.

Âû÷èñëèòå õàðàêòåðèñòèêè ýòîé êðèâîé.

Ïóñòü C � îáùàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 4, êëàññ êîòîðîé ðàâåí 4. Ñêîëüêî
îñîáåííîñòåé êàæäîãî òèïà èìåþò êðèâûå C è C∨? Ñóùåñòâóåò ëè òàêèå
äâîéñòâåííûå êðèâûå C è C∨?
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