
Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè

Ñ. Ê. Ëàíäî

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè

2022

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 8. Îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ: àâòîìîðôèçìû ðèìàíîâîé ñôåðû

Ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè � ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ êðèâûõ â
ïðîåêòèâíóþ ïðÿìóþ. Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ
êðèâûõ â äðóãèå êðèâûå. Ïðåæäå âñåãî � àâòîìîðôèçìû êðèâûõ, ò.å. áèãîëîìîðôíûå
îòîáðàæåíèÿ êðèâîé â ñåáÿ. Àâòîìîðôèçìû êàæäîé êðèâîé îáðàçóþò ãðóïïó.

Theorem

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé îáðàçîâàíà äðîáíî-ëèíåéíûìè

ïðåîáðàçîâàíèÿìè

z 7→ az + b

cz + d
,

ãäå a, b, c , d � êîìïëåêñíûå ÷èñëà, òàêèå, ÷òî

∣∣∣∣ a b
c d

∣∣∣∣ 6= 0.

Äåéñòâèòåëüíî, àâòîìîðôèçì ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé � ýòî ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ
ñòåïåíè 1. Âñÿêàÿ ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñòåïåíè k , êàê ìû çíàåì, ýòî ðàöèîíàëüíàÿ
ôóíêöèÿ � îòíîøåíèå äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè k . Çàìåòèì, ÷òî
óìíîæåíèå ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà îäíî è òî æå íåíóëåâîå êîìïëåêñíîå ÷èñëî íå
ìåíÿåò äðîáíî-ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ.
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Ëåêöèÿ 8. Îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ: îòîáðàæåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ â

ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå

Êðèâàÿ ðîäà 1 � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ � ÿâëÿåòñÿ ôàêòîðîì êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C ïî
ðåøåòêå. Ïóñòü X = C/L,Y = C/M � äâå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå ñ âûäåëåííûìè íóëÿìè
L/L,M/M ñîîòâåòñòâåííî, f : X → Y � íåïîñòîÿííîå ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå.
Âûïîëíèâ êîìïîçèöèþ f ñî ñäâèãîì, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü, ÷òî f (0) = 0. Èç ôîðìóëû
Ðèìàíà�Ãóðâèöà âûòåêàåò, ÷òî ðàçâåòâëåííîå íàêðûòèå òîðà òîðîì íå ìîæåò èìåòü òî÷åê
âåòâëåíèÿ, ò.å. ÿâëÿåòñÿ íàêðûòèåì. Ïîýòîìó èìååò ìåñòî êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà

C F
−→ C

↓ p ↓ q
X f

−→ Y .

Ïðè ýòîì F (0) � òî÷êà ðåøåòêè M, è ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî F (0) = 0. Áîëåå òîãî, F
îòîáðàæàåò p−1(0) â q−1(0), ò.å. F (L) ⊂ M. Ôóíêöèÿ dF (z)/dz èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî
ñäâèãîâ íà ýëåìåíòû ðåøåòêè L, ïîýòîìó îíà îãðàíè÷åíà íà X , ïîýòîìó îíà ïîñòîÿííà.
Çíà÷èò, F (z) = cz , ãäå c 6= 0 � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà. Ïîýòîìó ëþáîå ãîëîìîðôíîå
îòîáðàæåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ èíäóöèðîâàíî îòîáðàæåíèåì F (z) = cz + a
êîìïëåêñíîé ïðÿìîé, ïðè÷åì cL ⊂ M.
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Ëåêöèÿ 8. Îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ: àâòîìîðôèçìû ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Theorem

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ äàííîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé X = C/L, ñîõðàíÿþùèõ òî÷êó 0, �
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà 4, åñëè ðåøåòêà L êâàäðàòíàÿ, ïîðÿäêà 6, åñëè ðåøåòêà L
ãåêñàãîíàëüíàÿ, è ïîðÿäêà 2 âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ.

Corollary

Ñóùåñòâóþò íåèçîìîðôíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå.

Äåéñòâèòåëüíî, ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ èçîìîðôíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ,
ñîõðàíÿþùèõ äàííóþ òî÷êó, òàêæå äîëæíû áûòü èçîìîðôíû.
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Ëåêöèÿ 8. Îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ: àâòîìîðôèçìû ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòîáðàæåíèå z 7→ cz ïåðåâîäèò ðåøåòêó L â ñåáÿ. Â ÷àñòíîñòè, îíî
ñîõðàíÿåò ïëîùàäè, ïîýòîìó |c | = 1. Áîëåå òîãî, c � êîðåíü èç 1, ïîñêîëüêó èíà÷å îáðàçû
íåíóëåâîãî ýëåìåíòà ðåøåòêè îáðàçîâûâàëè áû âñþäó ïëîòíîå ìíîæåñòâî íà îêðóæíîñòè.
Åñëè âåêòîðû τ1, τ2 ïîðîæäàþò ðåøåòêó L, òî cτ1 = u1τ1 + v1τ2 è cτ2 = u2τ1 + v2τ2 (ãäå
÷èñëà u1, v1, u2, v2 öåëûå), à çíà÷èò c ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì ìàòðèöû(

u1 v1
u2 v2

)
.

Îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû ðàâåí 1, òàê êàê îíà ñîõðàíÿåò ïëîùàäè, è êîðåíü
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà x2 − (u1 + v2)x + 1 ìîæåò áûòü êîðíåì èç 1 òîëüêî åñëè
(u1 + v2) = 0 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòíîé ðåøåòêå), (u1 + v2) = ±1 (÷òî ñîîòâåòñòâóåò
ãåêñàãîíàëüíîé ðåøåòêå, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå x3 = ±1) èëè (u1 + v2) = ±2 (÷òî
ñîîòâåòñòâóåò âñåì îñòàëüíûì ðåøåòêàì � èìåþùèì åäèíñòâåííûé íåòðèâèàëüíûé
àâòîìîðôèçì z 7→ −z).
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Ëåêöèÿ 8. Îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ: ïîðèçì Ïîíñåëå

Theorem

Ïóñòü C1,C2 � äâå ãëàäêèå ïëîñêèå êîíèêè. Îïðåäåëèì îòîáðàæåíèå f : C1 → C1,

ïåðåâîäÿùåå òî÷êó x êîíèêè C1 âî âòîðóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ñ C1 êàñàòåëüíîé ê C2,

ïðîõîäÿùåé ÷åðåç x . Åñëè äëÿ íåêîòîðîé òî÷êè x1 ∈ C1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x2 = f (x1),
x3 = f (x2), x4 = f (x3), . . . èìååò ïåðèîä äëèíû n, òî òàêàÿ æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü,

íà÷èíàþùàÿñÿ ñ ëþáîé òî÷êè x ∈ C1, èìååò ïåðèîä òàêîé æå äëèíû.

Ìû çíàåì, ÷òî ýòî òàê äëÿ äâóõ êîíöåíòðè÷åñêèõ îêðóæíîñòåé, îäíàêî óòâåðæäåíèå
îêàçûâàåòñÿ ãîðàçäî áîëåå îáùèì.
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Ëåêöèÿ 8. Îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ: ïîðèçì Ïîíñåëå

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî êîíèêè C1,C2, íàõîäÿòñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè, ò.å.
ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â ÷åòûðåõ òî÷êàõ. Ïóñòü C∨2 ⊂ (CP2)∨ � êðèâàÿ
äâîéñòâåííàÿ ê C2. Ðàññìîòðèì â ïîâåðõíîñòè C1 × (C2)

∨ ïîäìíîæåñòâî
E = {(x , `)|x ∈ `}.

Lemma

Êðèâàÿ E ýëëèïòè÷åñêàÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðîåêöèÿ E → C1 � íàêðûòèå ñòåïåíè 2, ðàçâåòâëåííîå â 4 òî÷êàõ
(òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ êîíèêè C1 c C2).
Ðàññìîòðèì íà êðèâîé E èíâîëþöèè σ1 : (x1, `) 7→ (x2, `), ïåðåñòàâëÿþùóþ òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ê C2 ñ C1, è σ2 : (x , `1) 7→ (x , `2), ïåðåñòàâëÿþùóþ äâå
êàñàòåëüíûå ê C2, âûõîäÿùèå èç îäíîé òî÷êè êîíèêè C1, σ1 ◦ σ1 = σ2 ◦ σ2 = id. Âñÿêàÿ
èíâîëþöèÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé èìååò âèä z 7→ c − z äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c .
Ïîýòîìó σ1(z) = c1 − z , σ2(z) = c2 − z è f (z) = σ2 ◦ σ1(z) = z + (c2 − c1) åñòü ñäâèã. Åãî
n-ÿ ñòåïåíü òîæå ñäâèã, à åñëè ó ñäâèãà åñòü íåïîäâèæíàÿ òî÷êà, òî îí ÿâëÿåòñÿ
òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì.
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Ïóñòü C � ãëàäêàÿ íåïðèâîäèìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, G � åå êîíå÷íàÿ ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ.

Lemma

Ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê íåòîæäåñòâåííîãî àâòîìîðôèçìà ãëàäêîé êîìïàêòíîé

àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé êîíå÷íî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç C ′ äâóìåðíóþ êîìïàêòíóþ îðèåíòèðóåìóþ ïîâåðõíîñòü C/G (êîòîðàÿ
ìîæåò è íå áûòü àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé; òàê ïðîèñõîäèò, åñëè ãðóïïà G äåéñòâóåò
íåñâîáîäíî). Åñòåñòâåííàÿ ïðîåêöèÿ C → C ′ ÿâëÿåòñÿ ðàçâåòâëåííûì íàêðûòèåì. Ó âñåõ
òî÷åê ïîâåðõíîñòè C ′ çà èñêëþ÷åíèåì êîíå÷íîãî ÷èñëà èìååòñÿ |G | ïðîîáðàçîâ, ó òî÷åê
âåòâëåíèÿ èõ ìåíüøå. Äëÿ òî÷êè x ∈ C îáîçíà÷èì ÷åðåç Gx ⊂ G åå ñòàöèîíàðíóþ
ïîäãðóïïó; äëÿ âñåõ òî÷åê êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà îíà òðèâèàëüíà. Ôîðìóëà
Ðèìàíà�Ãóðâèöà äàåò

χ(C ) = |G |χ(C ′)−
∑
x∈C

|G |
|Gx |

(|Gx | − 1) = |G |

(
χ(C ′)−

∑
x∈C

(
1− 1

|Gx |

))
.
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Ôîðìóëà Ðèìàíà�Ãóðâèöà

χ(C ) = |G |χ(C ′)−
∑
x∈C

|G |
|Gx |

(|Gx | − 1) = |G |

(
χ(C ′)−

∑
x∈C

(
1− 1

|Gx |
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Theorem (Ãóðâèö)

Ïîðÿäîê êîíå÷íîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêîé íåïðèâîäèìîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé

ðîäà g ≥ 2 íå ïðåâîñõîäèò 84(g − 1).

Êðèâûå, èìåþùèå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ òàêîãî ïîðÿäêà, íàçûâàþòñÿ êðèâûìè Ãóðâèöà.
Äîêàçàòåëüñòâî.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç g ′ ðîä ïîâåðõíîñòè C ′ = C/G . Ïóñòü |G | > 1, òàê ÷òî g ′ < g .
Ðàññìîòðèì ïî îòäåëüíîñòè òðè ñëó÷àÿ:
1. g ′ ≥ 2. Òîãäà 2g − 2 ≥ 2|G |, îòêóäà |G | ≤ g − 1.
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Ôîðìóëà Ðèìàíà�Ãóðâèöà

χ(C ) = |G |χ(C ′)−
∑
x∈C

|G |
|Gx |

(|Gx | − 1) = |G |

(
χ(C ′)−

∑
x∈C

(
1− 1

|Gx |

))
.

2. g ′ = 1. Òîãäà 2g − 2 = |G |
∑(

1− 1
|Gx |

)
. Åñëè òî÷åê âåòâëåíèÿ íåò, òî g = 1, à ìû

ïðåäïîëàãàåì, ÷òî g > 1. Ïîýòîìó äëÿ íåêîòîðûõ òî÷åê |Gx | ≥ 2, è ïðàâàÿ ÷àñòü íå
ìåíüøå, ÷åì |G |/2, ò.å. |G | ≤ 4(g − 1).
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Ôîðìóëà Ðèìàíà�Ãóðâèöà

χ(C ) = |G |χ(C ′)−
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x∈C

|G |
|Gx |

(|Gx | − 1) = |G |

(
χ(C ′)−

∑
x∈C

(
1− 1

|Gx |

))
.

3. g ′ = 0. Òîãäà 2g − 2 = |G |
(∑(

1− 1
|Gx |

)
− 2
)
. Ëåâàÿ ÷àñòü ïîëîæèòåëüíà, |G | > 0 è

êàæäîå ñëàãàåìîå â ñóììå ìåíüøå 1, ïîýòîìó ñëàãàåìûõ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå òðåõ.

3.1. Åñëè ÷èñëî ñëàãàåìûõ áîëüøå ÷åòûðåõ, òî, ïîñêîëüêó êàæäîå ñëàãàåìîå íå ìåíüøå
1/2, ïîëó÷àåì 2g − 2 ≥ |G |/2, îòêóäà |G | ≤ 4(g − 1).
3.2. Åñëè â ñóììå 4 ñëàãàåìûõ, òî õîòÿ áû îäíî èç ÷èñåë |Gx | äîëæíî áûòü áîëüøå 2,
îòêóäà 2g − 2 ≥ |G |( 2

3
+ 3

2
− 2) = 1

6
|G |, èëè |G | ≤ 12(g − 1).
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Ôîðìóëà Ðèìàíà�Ãóðâèöà

χ(C ) = |G |χ(C ′)−
∑
x∈C

|G |
|Gx |

(|Gx | − 1) = |G |

(
χ(C ′)−

∑
x∈C

(
1− 1

|Gx |

))
.

3.3. Ïóñòü â ñóììå åñòü 3 íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ, è ÷èñëà |Gx | ðàâíû a, b, c , a ≤ b ≤ c .
Ñóììà

(
1− 1

a

)
+
(
1− 1

b

)
+
(
1− 1

c

)
äîëæíà áûòü áîëüøå 2, ïîýòîìó c > 3, à b ≥ 3.

a) c ≥ 7 =⇒ |G | ≤ 84(g − 1);
b) (c = 6)&(a = 2) =⇒ b ≥ 4 =⇒ |G | ≤ 24(g − 1);
c) (c = 6)&(a ≥ 3) =⇒ |G | ≤ 12(g − 1);
d) (c = 5)&(a = 2) =⇒ b ≥ 4 =⇒ |G | ≤ 40(g − 1);
e) (c = 5)&(a ≥ 3) =⇒ |G | ≤ 15(g − 1);
f) (c = 4)&a(≥ 3) =⇒ |G | ≤ 24(g − 1).
Çíà÷åíèå |G | = 84(g − 1) äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè a = 2, b = 3, c = 7. Ãëàäêàÿ êîìïàêòíàÿ

íåïðèâîäèìàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g ìîæåò èìåòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ èç

84(g − 1) ýëåìåíòîâ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè íà íåé ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ

ñ ðîâíî òðåìÿ êðèòè÷åñêèìè çíà÷åíèÿìè, ïðè÷åì âñå ïðîîáðàçû ýòèõ êðèòè÷åñêèõ

çíà÷åíèé ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè òî÷êàìè � êðàòíîñòåé 2, 3, 7, ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñóììà
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Ñåìèíàð 8. Çàäà÷è

Ïðîâåðüòå, ÷òî êîìïîçèöèÿ äâóõ äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé

z 7→ a1z + b1
c1z + d1

, z 7→ a2z + b2
c2z + d2

,

çàäàåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì ìàòðèö, ò.å. ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé
èçîìîðôíà ãðóïïå PSL(2,C) = SL(2,C)/{±I}.
Ïðîâåðüòå, ÷òî ïîäãðóïïà {±I} ⊂ SL(2,C) íîðìàëüíà.
Äîêàæèòå, ÷òî îáðàçû òðåõ òî÷åê ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò äðîáíî-ëèíåéíîå
ïðåîáðàçîâàíèå.

Íàéäèòå ïîäãðóïïó â ãðóïïå äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé à) îñòàâëÿþùóþ
íåïîäâèæíîé äàííóþ ïàðó òî÷åê; á) îñòàâëÿþùóþ íåïîäâèæíîé äàííóþ òî÷êó.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 8. Çàäà÷è

Íàéäèòå êîëè÷åñòâî d-êðàòíûõ íàêðûòèé äàííîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
(ðàññìàòðèâàåìûõ ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà íàêðûòèé).

Ïóñòü C � ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g ≥ 2, f : C → CP1 �
ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå, {t1, . . . , t2g+2} ⊂ CP1 � òî÷êè âåòâëåíèÿ íàêðûòèÿ.
Äîêàæèòå, ÷òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ G êðèâîé C ÿâëÿåòñÿ ÷ëåíîì òî÷íîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ãðóïï

0→ Z2 → G → Aut({t1, . . . , t2g+2})→ 0,

ãäå ïðåäïîñëåäíèé ÷ëåí ýòî ïîäãðóïïà â ãðóïïå äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé,
ïåðåâîäÿùàÿ ìîæåñòâî òî÷åê âåòâëåíèÿ â ñåáÿ.

Âû÷èñëèòå ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé Áîëüöà � êðèâîé ðîäà 2,
çàäàííîé óðàâíåíèåì

y2 = x5 − x .

Äîêàæèòå, ÷òî íå ñóùåñòâóåò êðèâîé Ãóðâèöà ðîäà 2.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 8. Çàäà÷è

Ïëîñêàÿ êðèâàÿ Êëåéíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì xy3 + yz3 + zx3 = 0.
à) Äîêàæèòå, ÷òî ýòà êðèâàÿ ãëàäêàÿ è åå ðîä ðàâåí 3.
á) Óêàæèòå 168 àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé Êëåéíà. Â ÷àñòíîñòè, ïðîâåðüòå, ÷òî îíà
äîïóñêàåò àâòîìîðôèçì ïîðÿäêà 7

(x : y : z) 7→ (x , ζ4y , ζ5z),

ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1, ζ7 = 1.
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Ñåìèíàð 8. Çàäà÷è

×òî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ôàêòîðïîâåðõíîñòè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ïî ãðóïïàì èõ
àâòîìîðôèçìîâ, ñîõðàíÿþùèõ 0? Êàê îòâåò çàâèñèò îò ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ?

Âû÷èñëèòå ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé Ôåðìà x3 + y3 + z3 = 0,
ñîõðàíÿþùèõ 0.

Âû÷èñëèòå ïîðÿäîê ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé Ôåðìà x4 + y4 + z4 = 0.
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Ñåìèíàð 8. Çàäà÷è
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