
Ìåõàíèêà 2022

Äîìàøíåå çàäàíèå � 7

Ñðîê ñäà÷è çàäàíèÿ 25 àïðåëÿ 2022

1. Ïóñòü F⃗ : R3 × R3 → R3 � ïðîèçâîëüíàÿ ãëàäêàÿ âåêòîðíàÿ ôóíêöèÿ îò òðåõìåðíûõ
âåêòîðîâ r⃗ è p⃗:

F⃗ = f1r⃗ + f2p⃗+ f3[r⃗ × p⃗ ],

ãäå fi � ñêàëÿðíûå ôóíêöèè îò r⃗ 2, p⃗ 2 è (r⃗ · p⃗), êîìïîíåíòû r⃗ è p⃗ � êîîðäèíàòû è ñîïðÿ-
æåííûå èìïóëüñû ñ êàíîíè÷åñêîé ñêîáêîé Ïóàññîíà:

{ri, pj} = δij.

Âû÷èñëèòå ñëåäóþùèå ñêîáêè Ïóàññîíà:

à) {F⃗ , (M⃗ · n⃗)},

ãäå M⃗ = [r⃗× p⃗ ] � âåêòîð óãëîâîãî ìîìåíòà, n⃗ � çàäàííûé ïîñòîÿííûé âåêòîð (åãî
êîìïîíåíòû íå çàâèñÿò îò r⃗ è p⃗).

á) {F⃗ , M⃗2}.

2. Ëàãðàíæèàí îäíîìåðíîãî ãàðìîíè÷åñêîãî îñöèëëÿòîðà èìååò âèä:

L =
mẋ2

2
− mω2x2

2
, ẋ ≡ dx

dt
.

à) Íàéäèòå îáîáùåííûé èìïóëüñ è ïîñòðîéòå ãàìèëüòîíèàí H ýòîé ñèñòåìû.

á) Ñ ïîìîùüþ âåùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x è p ïîñòðîèì êîìïëåñíóþ âåëè÷èíó a:

a =

√
mω

2

(
x+ i

p

mω

)
.

Çàïèøèòå ãàìèëüòîíèàí â òåðìèíàõ a è ā.

â) Âû÷èñëèòå ñêîáêè Ïóàññîíà {a, ā} è {a,H}.

ã) Âûïèøèòå ãàìèëüòîíîâî óðàâíåíèå äâèæåíèÿ äëÿ a è íàéäèòå åãî îáùåå ðåøåíèå.

3. Ëàãðàíæèàí òî÷å÷íîãî çàðÿäà q ìàññû m, äâèæóùåãîñÿ â ïðîñòðàíñòâå R3 â ïîñòî-
ÿííîì îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå B⃗ ïàðàëëåëüíîì îñè Oz, â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ
èìååò âèä:

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+

qB

2c
(xẏ − yẋ) ,

ãäå B = |B⃗|, êîíñòàíòà c � ñêîðîñòü ñâåòà â âàêóóìå.

à) Íàéäèòå îáîáùåííûå èìïóëüñû è ïîñòðîéòå ãàìèëüòîíèàí ýòîé ñèñòåìû.
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á) Íàéäèòå ðåøåíèå ãàìèëüòîíîâûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùåå íà÷àëüíûì äàí-
íûì

x(0) = y(0) = z(0) = 0, px(0) = pz(0) = p, py(0) = 0,

è îïðåäåëèòå ñîîòâåòñòâóþùóþ òðàåêòîðèþ äâèæåíèÿ.

â) Âû÷èñëèòå ñêîáêè Ïóàññîíà {vi, vj}, 1 ≤ i, j ≤ 3, ìåæäó êîìïîíåíòàìè ñêîðîñòè

çàðÿäà:
v⃗ = (v1, v2, v3) = (ẋ, ẏ, ż).

4. Ëàãðàíæèàí äâóìåðíîãî èçîòðîïíîãî îñöèëëÿòîðà â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðî-
ñòðàíñòâà R2 èìååò âèä:

L =
m

2

(
ẋ2 + ẏ2

)
− mω2

2

(
x2 + y2

)
.

à) Íàéäèòå îáîáùåííûå èìïóëüñû è ïîñòðîéòå ãàìèëüòîíèàí ýòîé ñèñòåìû.

á) Äîêàæèòå, ÷òî ñëåäóþùèå òðè ôóíêöèè

J1 =
1

2m

(
p2x − p2y

)
+

mω2

2

(
x2 − y2

)
, J2 =

1

m
pxpy +mω2xy, J3 = ω (xpy − ypx)

ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëàìè äâèæåíèÿ.

â) Äîêàæèòå, ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà L, ïîðîæäåííàÿ âñåâîçìîæíûìè ëèíåéíûìè êîìáè-
íàöèÿìè ôóíêöèé Ji, èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñêîáêè Ïóàññîíà: ñêîáêà Ïóàññîíà
ëþáûõ äâóõ ýëåìåíòîâ èç L ïðèíàäëåæèò L.

5. Ãàìèëüòîíèàí íàìàãíè÷åííîãî øàðà â îäíîðîäíîì ìàãíèòíîì ïîëå B⃗ èìååò âèä

H =
M⃗2

2I
− γM⃗ · B⃗,

ãäå M⃗ = (M1,M2,M3) � âåêòîð ìîìåíòà èìïóëüñà øàðà, I è γ � çàäàííûå ïîëîæè-
òåëüíûå êîíñòàíòû (ìîìåíò èíåðöèè øàðà è òàê íàçûâàåìîå ãèðîìàãíèòíîå îòíîøåíèå
ñîîòâåòñòâåííî). Íàéäèòå ãàìèëüòîíîâû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ìîìåíòà
èìïóëüñà Mi è ðåøèòå èõ äëÿ ñëó÷àÿ îäíîðîäíîãî ïîñòîÿííîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàïðàâ-
ëåííîãî âäîëü îñè Oz: B⃗ = (0, 0, B).
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