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Ëåêöèÿ 9. Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è ïëîñêèå êóáèêè

Ìû çíàåì, ÷òî ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êóáèêà èìååò ðîä 1, ò.å. ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
Íàøà öåëü � äîêàçàòü îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Theorem

Âñÿêàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé ïëîñêîé êóáèêîé.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìû ïîñòðîèì âëîæåíèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E , ïðåäñòàâëåííîé â
âèäå E = C/L, ãäå L � íåêîòîðàÿ ðåøåòêà â C, â ïëîñêîñòü, îáðàç êîòîðîãî èìååò
ñòåïåíü 3. (Òî÷íåå ãîâîðÿ, ìû ïîñòðîèì âëîæåíèå, îáðàç êîòîðîãî ãëàäêèé, � òàêîé
îáðàç íåèçáåæíî áóäåò èìåòü ñòåïåíü 3.)
Äëÿ ïîñòðîåíèÿ âëîæåíèÿ íàì ïîòðåáóþòñÿ äâå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè íà E ; îäíà èç
íèõ áóäåò ôóíêöèåé ñòåïåíè 2, âòîðàÿ áóäåò èìåòü ñòåïåíü 3. Íàïîìíèì, ÷òî âñå
ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà E ïîñòîÿííû, ïîýòîìó äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèé êðèâîé
îíè áåñïîëåçíû � ïðèõîäèòñÿ ïîëüçîâàòüñÿ ìåðîìîðôíûìè ôóíêöèÿìè. Êðîìå òîãî
íà E íåò ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè 1, ïîýòîìó 2 � ìèíèìàëüíî âîçìîæíàÿ ñòåïåíü
ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè.
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Ïóñòü ðåøåòêà L ⊂ C ïîðîæäåíà äâóìÿ R-ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè âåêòîðàìè ω1, ω2,
L = {mω1 + nω2|m, n ∈ Z}; êîîðäèíàòó â C îáîçíà÷èì ÷åðåç z . Ïîëîæèì

PL(z) =
1

z2
+

∑
ω∈L\{0}

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
.

Lemma

Ôóíêöèÿ PL ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé íà C. Îíà
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ýëåìåíòû ðåøåòêè L è îïóñêàåòñÿ äî ìåðîìîðôíîé

ôóíêöèè ñòåïåíè 2 íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E = C/L, èìåþùåé åäèíñòâåííûé ïîëþñ

ïîðÿäêà 2 â íóëå.

Ôóíêöèÿ PL íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéåðøòðàññà êðèâîé C/L è îáîçíà÷àåòñÿ
ñïåöèàëüíîé áóêâîé ℘ ñ èíäåêñîì L.
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PL(z) =
1

z2
+

∑
ω∈L\{0}

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íà ëþáîì êîìïàêòå, íå ñîäåðæàùåì òî÷åê ðåøåòêè L, ðÿä,
îïðåäåëÿþùèé ôóíêöèþ PL, ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî è ðàâíîìåðíî:

1

(z − ω)2
− 1

ω2
=

2zω − z2

ω2(z − ω)2
=

1

ω3
2z − z2ω−1

(zω−1 − 1)2
.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì |ω|

2z − z2ω−1

(zω−1 − 1)2
≈ 2z ,

çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî z /∈ L íàéäåòñÿ C > 0, ò.÷.∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ < C

ω3
∀ω ∈ L \ {0}.

Ðÿä 1/ω3 íà ðåøåòêå ñõîäèòñÿ (÷èñëî ýëåìåíòîâ ðåøåòêè ñ äàííûì |ω| ëèíåéíî ïî |ω|).
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PL(z) =
1

z2
+

∑
ω∈L\{0}

(
1

(z − ω)2
− 1

ω2

)
.

Ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè PL èìååò âèä

P ′L(z) = −2
∑
ω∈L

1

(z − ω)3
.

Îíà, î÷åâèäíî, èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ýëåìåíòû ðåøåòêè L. Ïîýòîìó ïðè
ñäâèãå íà ýëåìåíò ðåøåòêè ê PL ïðèáàâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà c . Ïîäñòàâëÿÿ
z = ±ω1/2, ïîëó÷àåì PL(ω1/2) = PL(−ω1/2) + c , îòêóäà c = 0 â ñèëó (î÷åâèäíîé)
÷åòíîñòè ôóíêöèè PL. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñ ýòîãî ìîìåíòà ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà áóäåì îáîçíà÷àòü ℘L. Ýòó ôóíêöèþ ìîæíî
ïîíèìàòü è êàê ôóíêöèþ íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E = C/L, è êàê
(äâàæäûïåðèîäè÷åñêóþ) ôóíêöèþ íà C.
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Theorem

Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà óäîâëåòâîðÿåò íåëèíåéíîìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

ïåðâîãî ïîðÿäêà

(℘′L)
2 = 4℘3L − g2℘L − g3

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò g2, g3, îïðåäåëÿåìûõ ðåøåòêîé L.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó(
1

1− x

)2

=

(
1

1− x

)′
= 1+ 2x + 3x2 + 4x3 + . . . ,

èìååò ìåñòî ðàçëîæåíèå â ðÿä â îêðåñòíîñòè òî÷êè z = 0

1

(z − ω)2
− 1

ω2
=

1

ω2
· 1(
1− z

ω

)2 − 1

ω2
=

1

ω2

(
2
z

ω
+ 3

( z
ω

)2
+ . . .

)
, ω 6= 0.

Ñóììèðóÿ ïî âñåì íåíóëåâûì âåêòîðàì ðåøåòêè L, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

℘L(z) = z−2 + 3G4z
2 + 5G6z

4 + . . . ,

ãäå Gk =
∑

ω∈L\{0} ω
−k (äëÿ íå÷åòíûõ k ñóììà ðàâíà 0 â ñèëó ñèììåòðèè).
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℘L(z) = z−2 + 3G4z
2 + 5G6z

4 + . . . ,

(℘L(z))
2 = z−4 + 6G4 + . . . ,

(℘L(z))
3 = z−6 + 9G4z

−2 + 15G6 + . . . ,

℘′L(z) = −2z−3 + 6G4z + 20G6z
3 + . . . ,

(℘′L(z))
2 = 4z−6 − 24G4z

−2 − 80G6 + . . . .

Èç ýòèõ ðàçëîæåíèé âûòåêàåò, ÷òî ðàçëîæåíèå ôóíêöèè

(℘′L(z))
2 − (4℘3(z)− 60G4℘(z)− 140G6)

íà÷èíàåòñÿ íå ðàíåå, ÷åì ñ ÷ëåíà z2 (îòìåòèì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ ÷åòíà). Òåì ñàìûì, îíà
ìåðîìîðôíà è íå èìååò ïîëþñîâ íà E , ðàâíà 0 ïðè z = 0, à çíà÷èò ðàâíà íóëþ
òîæäåñòâåííî. Ïîëàãàåì g2 = 60G4, g3 = 140G6. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ôóíêöèÿ ℘L : E → CP1 èìååò ñòåïåíü 2 è îñóùåñòâëÿåò ýëëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå
ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Îòîáðàæåíèå z 7→ (℘(z), ℘′(z)) îñóùåñòâëÿåò áèãîëîìîðôèçì
êðèâîé E íà ãëàäêóþ ïëîñêóþ êóáèêó

y2 = 4x3 − g2x − g3.

Çàìå÷àíèå. Ñ÷èòàÿ, ÷òî ðåøåòêà L ïîðîæäåíà âåêòîðàìè 1 è τ,=τ > 0, ìû ïðåâðàùàåì
ôóíêöèè G4 =

∑′(m + nτ)−4,G6 =
∑′(m + nτ)−6 â ôóíêöèè òî÷êè τ â âåðõíåé

ïîëóïëîñêîñòè. Ýòè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðàìè ìîäóëÿðíûõ ôîðì (âåñîâ 4 è 6
ñîîòâåòñòâåííî).
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Theorem

Ãëàäêóþ ïëîñêóþ êóáè÷åñêóþ êðèâóþ ïðîåêòèâíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðèâåñòè

ê âèäó

y2 = 4x3 − g2x − g3

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò g2, g3.

Òàêîå óðàâíåíèå êóáè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Âåéåðøòðàññà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íà êðèâîé êàêóþ-íèáóäü èç 9 òî÷åê ïåðåãèáà è ñîâìåñòèì åå
ñ òî÷êîé (0 : 1 : 0). Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå ïåðåãèáà
çàäàâàëàñü óðàâíåíèåì z = 0. Òîãäà óðàâíåíèå êðèâîé ïðèîáðåòàåò âèä

y2 − 2(ax + b)y + P3(x) = 0,

ãäå P3 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3. Çàìåíîé y1 = y − ax − b ìû ïðèâîäèì óðàâíåíèå ê âèäó
y2 = Q3(x). Çäåñü Q3 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3 ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîðíÿìè.
Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåìåííîé x ïðèâîäèì åãî ê æåëàåìîìó âèäó.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 9. Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå è ïëîñêèå êóáèêè

Theorem

Ãëàäêóþ ïëîñêóþ êóáè÷åñêóþ êðèâóþ ïðîåêòèâíîé çàìåíîé ïåðåìåííûõ ìîæíî ïðèâåñòè

ê âèäó

y2 = 4x3 − g2x − g3

äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò g2, g3.

Òàêîå óðàâíåíèå êóáè÷åñêîé êðèâîé íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Âåéåðøòðàññà.
Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íà êðèâîé êàêóþ-íèáóäü èç 9 òî÷åê ïåðåãèáà è ñîâìåñòèì åå
ñ òî÷êîé (0 : 1 : 0). Êðîìå òîãî, ïîòðåáóåì, ÷òîáû êàñàòåëüíàÿ â ýòîé òî÷êå ïåðåãèáà
çàäàâàëàñü óðàâíåíèåì z = 0. Òîãäà óðàâíåíèå êðèâîé ïðèîáðåòàåò âèä

y2 − 2(ax + b)y + P3(x) = 0,

ãäå P3 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3. Çàìåíîé y1 = y − ax − b ìû ïðèâîäèì óðàâíåíèå ê âèäó
y2 = Q3(x). Çäåñü Q3 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 3 ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîðíÿìè.
Àôôèííûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïåðåìåííîé x ïðèâîäèì åãî ê æåëàåìîìó âèäó.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 9.
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Ëåêöèÿ 9.
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Ñåìèíàð 9. Çàäà÷è

Ïîñòðîéòå íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ ñ îäíèì ïîëþñîì
ïîðÿäêà 4.

Ïîñòðîéòå íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ ñ äâóìÿ ïîëþñàìè
ïîðÿäêà 1, íå èìåþùóþ äðóãèõ ïîëþñîâ.

Íàéäèòå íóëè ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà ℘L(z).

Íàéäèòå òî÷êè âåòâëåíèÿ ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà ℘L(z).

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 9. Çàäà÷è

Ïóñòü óðàâíåíèÿ y2 = 4x3 − g2x − g3 è y2 = 4x3 − g ′2x − g ′3 çàäàþò èçîìîðôíûå
ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

g32
g23 − 27g32

=
g ′2

3

g ′3
2 − 27g ′2

3
.

Ïóñòü A,B,C � òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äàííîé ïðÿìîé ñ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé â ôîðìå
Âåéåðøòðàññà. Äîêàæèòå, ÷òî A+ B + C = 0 â àääèòèâíîé ãðóïïå ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé ñ íóëåì íà áåñêîíå÷íîñòè.

Äîêàæèòå, ÷òî òðåòüÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùåé äâå òî÷êè ïåðåãèáà
ïëîñêîé êóáèêè, òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïåðåãèáà.
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Ñåìèíàð 9. Çàäà÷è

Ïëîñêàÿ êðèâàÿ Êëåéíà çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì xy3 + yz3 + zx3 = 0.
(a) Äîêàæèòå, ÷òî íàðÿäó ñ ïðîåêòèâíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè, çàäàâàåìûìè
ìàòðèöàìè  0 1 0

0 0 1
1 0 0

 ,

 1 0 0
0 ζ4 0
0 0 ζ5

 ,

ãäå ζ � ïðèìèòèâíûé êîðåíü èç 1, ζ7 = 1, ýòà êðèâàÿ ñîõðàíÿåòñÿ òàêæå
èíâîëþöèåé, çàäàâàåìîé ìàòðèöåé

1√
−7

 ζ − ζ6 ζ2 − ζ5 ζ4 − ζ3
ζ2 − ζ5 ζ4 − ζ3 ζ − ζ6
ζ4 − ζ3 ζ − ζ6 ζ2 − ζ5

 .

(b) Ïðîâåðüòå, ÷òî ýòè òðè ìàòðèöû ïîðîæäàþò ãðóïïó ïîðÿäêà 168.
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Ñåìèíàð 9. Çàäà÷è
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