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Ëåêöèÿ 10. Ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä êðèâûìè

Ôóíêöèè íà êðèâîé ìîæíî ïîíèìàòü êàê ñå÷åíèÿ òðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ
íàä íåé. Òðèâèàëüíîå ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä êðèâîé C � ýòî ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå
C × C ýòîé êðèâîé è êîìïëåêñíîé ïðÿìîé. Êàæäîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f : C → CP1

ñîïîñòàâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîå ñå÷åíèå ýòîãî ðàññëîåíèÿ C → C × C, ïåðåâîäÿùåå òî÷êó
x ∈ C â òî÷êó (x , f (x)) ∈ C × C. Ïðîîáðàçû áåñêîíå÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ ïîëþñàìè
ôóíêöèè f â C . Åñëè êðèâàÿ C êîìïàêòíà, òî âñå ãîëîìîðôíûå ôóíêöèè íà íåé
ïîñòîÿííû, à ó âñÿêîé íåïîñòîÿííîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè åñòü ïîëþñà.

Ïîìèìî òðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàä âñÿêîé êðèâîé åñòü åùå äâà
åñòåñòâåííûõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèÿ: êàñàòåëüíîå TC è êîêàñàòåëüíîå T∨C . Ýòè äâà
ðàññëîåíèÿ èìåþòñÿ íå òîëüêî íàä êðèâûìè, íî è íàä ïðîèçâîëüíûìè êîìïëåêñíûìè
ìíîãîîáðàçèÿìè. Îäíàêî íàä êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè n > 1 ýòè
ðàññëîåíèÿ íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè; èõ ðàíã (ò.å., ðàçìåðíîñòü ñëîÿ), ðàâåí n, òîãäà êàê
ðàíã ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâåí 1.
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Ëåêöèÿ 10. Ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä êðèâûìè

De�nition

Âåêòîðíûì ðàññëîåíèåì ðàíãà k , k ∈ N, íàä êîìïëåêñíûì ìíîãîîáðàçèåì M
ðàçìåðíîñòè m íàçûâàåòñÿ ïàðà, ñîñòîÿùàÿ èç êîìïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ E
ðàçìåðíîñòè m + k è ãîëîìîðôíîãî îòîáðàæåíèÿ p : E → M, òàêîãî, ÷òî ó ëþáîé òî÷êè
x ∈ M ñóùåñòâóåò îòêðûòàÿ îêðåñòíîñòü U(x) ⊂ M è áèãîëîìîðôèçì
ϕ : U(x)× Ck → p−1(U(x)) ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ U(x) è Ck íà ïîëíûé ïðîîáðàç ýòîé
îêðåñòíîñòè, ïðè÷åì

p ◦ ϕ : (x , v) 7→ x äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ M;

îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ ϕ íà y × Ck ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì èçîìîðôèçìîì íà p−1(y)
äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ U(x).

Ïðîîáðàç p−1(x) òî÷êè x ∈ M íàçûâàåòñÿ ñëîåì âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ p : E → M.
Ìåðîìîðôíûì ñå÷åíèåì ãîëîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ p : E → M íàçûâàåòñÿ
ìåðîìîðôíîå îòîáðàæåíèå σ : M → E , òàêîå, ÷òî p ◦ σ : M → M åñòü òîæäåñòâåííîå
îòîáðàæåíèå.
Åñëè ðàíã k âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ ðàâåí 1, òî ðàññëîåíèå íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì.
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Ëåêöèÿ 10. Êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ íàä êðèâîé

Ñëîåì Tx êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TC ê êðèâîé C íàä òî÷êîé x ∈ C ÿâëÿåòñÿ
êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ê C â òî÷êå x . Êàñàòåëüíàÿ ïðÿìàÿ ñîñòîèò èç êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ,
êîòîðûå ìîæíî îïðåäåëÿòü ïî-ðàçíîìó. Íàïðèìåð, êàê êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè
ãîëîìîðôíûõ îòîáðàæåíèé (D, 0)→ (C , x), ãäå D � åäèíè÷íûé äèñê â C, èëè êàê
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ, ò.å. ëèíåéíûå îòîáðàæåíèÿ èç ïðîñòðàíñòâà ðîñòêîâ ãîëîìîðôíûõ
ôóíêöèé â òî÷êå x ∈ C â C, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðàâèëó Ëåéáíèöà
v(fg) = v(f )g(x) + f (x)v(g). Ïðè âòîðîì îïðåäåëåíèè óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî
êàñàòåëüíûå âåêòîðà ê êðèâîé C â äàííîé òî÷êå x îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî,
ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì. Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå äâîéñòâåííî ê êàñàòåëüíîìó.

Âåêòîðíîå ïîëå � ýòî ñå÷åíèå êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà �
ñå÷åíèå êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ (êîâåêòîðíîå ïîëå). Â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå z
âåêòîðíîå ïîëå çàïèñûâàåòñÿ â âèäå a(z)∂/∂z ; åãî íóëè è ïîëþñà � ýòî íóëè è ïîëþñà
ëîêàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ a(z). Åñëè âåêòîðíîå ïîëå ãîëîìîðôíî, òî ãîëîìîðôíà è
ôóíêöèÿ a(z); åñëè ïîëå ìåðîìîðôíî, òî ôóíêöèÿ a(z) ìåðîìîðôíà. Ñîîòâåòñòâåííî,
1-ôîðìà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå b(z)dz .
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Ëåêöèÿ 10. Âåêòîðíûå ïîëÿ è 1-ôîðìû íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé

Íà ëþáîé êðèâîé C ãîëîìîðôíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû îáðàçóþò
âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C. Â ñâîþ î÷åðåäü, ìåðîìîðôíûå âåêòîðíûå ïîëÿ è
ìåðîìîðôíûå 1-ôîðìû îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êàê íàä C, òàê è íàä ïîëåì
ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà C . Îòíîøåíèå ëþáûõ äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðíûõ ïîëåé
ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé, ïîýòîìó ïîñëåäíåå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî îäíîìåðíî.
Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ 1-ôîðì (è ñå÷åíèé ëþáûõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé).

Âåêòîðíîå ïîëå ∂/∂z ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíûì âåêòîðíûì ïîëåì íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.
Åãî ãîëîìîðôíîñòü î÷åâèäíà äëÿ âñåõ êîíå÷íûõ çíà÷åíèé z . ×òîáû ïîíÿòü, êàê îíî âåäåò
ñåáÿ â áåñêîíå÷íîñòè, ïîñìîòðèì, êàê ýòî âåêòîðíîå ïîëå äåéñòâóåò íà ëîêàëüíóþ
êîîðäèíàòó w = 1/z â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè. Èìååì

∂

∂z
w =

∂

∂z

1

z
= − 1

z2
= −w2.

Òåì ñàìûì, â êîîðäèíàòå w íàøå âåêòîðíîå ïîëå èìååò âèä −w2∂/∂w . Ýòî îçíà÷àåò, â
÷àñòíîñòè, ÷òî îíî ãîëîìîðôíî (ó íåãî íåò ïîëþñîâ) è èìååò íóëü ïîðÿäêà 2 â
áåñêîíå÷íîñòè.
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Corollary

Âñÿêîå ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé èìååò âèä P2(z)∂/∂z , ãäå
P2(z) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå 2.
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w = − dw

w2 .

Corollary

Íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé íåò íåíóëåâûõ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì.
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Ëåêöèÿ 10. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè

Îäíèì èç îñíîâíûõ èñòî÷íèêîâ ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì íà êîìïëåêñíûõ êðèâûõ ÿâëÿþòñÿ
äèôôåðåíöèàëû ôóíêöèé. Âñÿêîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f : C → CP1 íà êðèâîé C
ñîîòâåòñòâóåò 1-ôîðìà df , åå äèôôåðåíöèàë, íà C . Ïî îïðåäåëåíèþ, 1-ôîðìà df
äåéñòâóåò íà êàñàòåëüíûé âåêòîð v ∈ TxC ïî ïðàâèëó df : v 7→ v(f ). Â ëîêàëüíîé
êîîðäèíàòå z äèôôåðåíöèàë ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f çàïèñûâàåòñÿ â âèäå df = ∂f

∂z dz .

Óïðàæíåíèå. 1-ôîðìà dz íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì
ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè z . Äèôôåðåíöèàëîì êàêîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ
1-ôîðìà dz

z ?
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Ëåêöèÿ 10. Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè
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Ëåêöèÿ 10. Âåêòîðíûå ïîëÿ è 1-ôîðìû

Âñÿêîå íåíóëåâîå ìåðîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé èìååò âèä P(z)
Q(z)

∂
∂z ,

ãäå P(z),Q(z) � ìíîãî÷ëåíû, íå èìåþùèå îáùèõ êîðíåé. Âñÿêàÿ íåíóëåâàÿ

ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé èìååò âèä P(z)
Q(z)dz , ãäå P(z),Q(z) �

ìíîãî÷ëåíû, íå èìåþùèå îáùèõ êîðíåé.
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Ëåêöèÿ 10. Âåêòîðíûå ïîëÿ è 1-ôîðìû íà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ

Âåêòîðíîå ïîëå ∂/∂z íà êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà
ëþáîé âåêòîð â C. Â ÷àñòíîñòè, îíî èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ íà ýëåìåíòû
ëþáîé ðåøåòêè L ⊂ C, è îïðåäåëÿåò ïîýòîìó âåêòîðíîå ïîëå íà ôàêòîðêðèâîé C/L. Ýòî
âåêòîðíîå ïîëå ãîëîìîðôíî (ó íåãî íåò ïîëþñîâ) è íå èìååò íóëåé. Åñëè V � äðóãîå
ãîëîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå íà C/L, òî, ðàçäåëèâ åãî íà ∂/∂z , ïîëó÷àåì ãîëîìîðôíóþ
ôóíêöèþ íà C/L, ò.å. êîíñòàíòó. Ïîýòîìó ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà
C/L îäíîìåðíî.

Âåêòîðíîå ïîëå ∂/∂z íà ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé C = C/L çàäàåò òðèâèàëèçàöèþ
êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ TC ê C . Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
êàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå òðèâèàëüíî, TC ∼= C × C.
Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ 1-ôîðì. Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T∨C ê
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé òðèâèàëüíî è ïîðîæäàåòñÿ ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé dz , íå
èìåþùåé íóëåé.
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Ëåêöèÿ 10. Âåêòîðíûå ïîëÿ è 1-ôîðìû

Ñóììà ïîðÿäêîâ íóëåé è ïîëþñîâ ìåðîìîðôíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ íà êîìïëåêñíîé êðèâîé
ðàâíà åå ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêå. Ïîýòîìó íà êðèâûõ ðîäà g > 1 (ýéëåðîâà
õàðàêòåðèñòèêà êîòîðûõ îòðèöàòåëüíà) íåò íåíóëåâûõ ãîëîìîðôíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé.
Íàïðîòèâ, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì îòðèöàòåëüíîñòü ýéëåðîâîé
õàðàêòåðèñòèêè íå ÿâëÿåòñÿ ïðåïÿòñòâèåì.

Çàäàâàòü âåêòîðíûå ïîëÿ è 1-ôîðìû íà êðèâûõ ðîäà g > 1 ñëîæíåå, ÷åì íà êðèâûõ ðîäà
0 è 1, � èç-çà îòñóòñòâèÿ ãëîáàëüíîé êîîðäèíàòû è òðóäíîñòåé îïðåäåëåíèÿ
ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé íà ïðîèçâîëüíîé êðèâîé. Â òî æå âðåìÿ, 1-ôîðìó ìîæíî çàäàòü
íà êðèâîé, îòîáðàæåííîé â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî, ïîäíÿâ íà íåå ìåðîìîðôíóþ
1-ôîðìó íà îáúåìëþùåì ïðîñòðàíñòâå. Íàïðèìåð, åñëè êðèâàÿ C ïîãðóæåíà â ïëîñêîñòü,
òî âñÿêàÿ 1-ôîðìà íà ïëîñêîñòè çàäàåò 1-ôîðìó íà C . Äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì 1-ôîðìû dz íà CP1 ïðè îòîáðàæåíèè f : C → CP1.
Óïðàæíåíèå. Ïî÷åìó ìåðîìîðôíîå âåêòîðíîå ïîëå íà ïëîñêîñòè íå çàäàåò âåêòîðíîãî
ïîëÿ íà ïîãðóæåííîé â ïëîñêîñòü êðèâîé?
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Ëåêöèÿ 10. Âåêòîðíûå ïîëÿ è 1-ôîðìû íà êðèâûõ ñòàðøèõ ðîäîâ

Îãðàíè÷èâàÿ 1-ôîðìó dx íà ïðîèçâîëüíóþ ïëîñêóþ àëãåáðàè÷åñêóþ êðèâóþ, ìû
ïîëó÷àåì 1-ôîðìó íà ýòîé êðèâîé. Åñëè êðèâàÿ C çàäàíà óðàâíåíèåì (x − 1)2 + y2 = 1,
òî åå ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ðàöèîíàëüíîé êðèâîé, ïîëîæèâ

x =
2

1+ t2
; y =

2t

1+ t2
.

Òîãäà dx = − 4tdt
(1+t2)2 , è íóëÿìè ýòîé 1-ôîðìû ÿâëÿþòñÿ òå òî÷êè êðèâîé, â êîòîðûõ t = 0

è t =∞, ò.å. òî÷êè (2, 0) è (0, 0). Êðîìå òîãî, ó íåå äâà ïîëþñà, îáà ïîðÿäêà 2, â òî÷êàõ,
îòâå÷àþùèõ çíà÷åíèÿì ïàðàìåòðà t = ±i , ò.å. â òî÷êàõ (1 : ±i : 0) íà áåñêîíå÷íîñòè
íàøåé êðèâîé.

Äðóãîé � è áîëåå óíèâåðñàëüíûé, ïðèãîäíûé íå òîëüêî äëÿ ðàöèîíàëüíûõ êðèâûõ, �
ñïîñîá íàõîäèòü íóëè 1-ôîðìû, ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ñðàâíèòü äèôôåðåíöèàë íà
ïëîñêîñòè ñ äèôôåðåíöèàëîì df ôóíêöèè f , çàäàþùåé êðèâóþ. Â íóëÿõ îãðàíè÷åíèÿ
äèôôåðåíöèàëà íà êðèâóþ îí ïðîïîðöèîíàëåí df ; äåéñòâèòåëüíî, çíà÷åíèå df íà ëþáîì
êàñàòåëüíîì âåêòîðå ê êðèâîé f = 0 ðàâíî 0. Ïîëþñàìè îãðàíè÷åíèÿ äèôôåðåíöèàëà íà
êðèâóþ ìîãóò îêàçàòüñÿ òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé åãî ïîëþñîâ ñ ñàìîé êðèâîé; â
÷àñòíîñòè, ýòî ìîãóò áûòü òî÷êè êðèâîé íà áåñêîíå÷íîñòè, êîòîðûå íóæíî ïðîâåðÿòü.
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Ëåêöèÿ 10. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà ïëîñêèõ

êðèâûõ

Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d ≥ 3. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà íåé íå ìåíüøå åå ðîäà g(C ) = (d − 1)(d − 2)/2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì íà ïðîåêòèâíîé ïëîñêîñòè êîîðäèíàòû (x : y : z) òàêèì
îáðàçîì, ÷òîáû ïðÿìàÿ z = 0 ïåðåñåêàëà êðèâóþ C â d òî÷êàõ (ò.å., òðàíñâåðñàëüíî).
Ïóñòü êðèâàÿ C çàäàåòñÿ â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì f (x , y) = 0.

Lemma

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà

ωC =
dx ∧ dy

df

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé íà C .
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êðèâûõ

Ïóñòü êðèâàÿ C çàäàåòñÿ â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì F (x , y , 1) = f (x , y) = 0.

Lemma

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà
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dx ∧ dy

df

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé íà C .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â àôôèííîé êàðòå z = 1 1-ôîðìà ωC íå èìååò îñîáåííîñòåé,
ïîñêîëüêó df íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà C . Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà íå èìååò
ïîëþñîâ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïåðåéäåì îò êàðòû z = 1 ê êàðòå x = 1: x = 1

v , y = u
v . Òîãäà

ωC =
dx

∂f /∂y
= − dv/v2

∂f /∂y
(
1
v ,

u
v ,
) = − vd−3dv

vd−1∂f /∂y
(
1
v ,

u
v

) .
Â çíàìåíàòåëå ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñòîèò ïðîèçâîäíàÿ ïî u ôóíêöèè F (1, u, v).
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Ëåêöèÿ 10. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà ïëîñêèõ

êðèâûõ

Ïóñòü êðèâàÿ C çàäàåòñÿ â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ óðàâíåíèåì F (x , y , 1) = f (x , y) = 0.

Lemma

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà

ωC =
dx ∧ dy

df

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé íà C .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â àôôèííîé êàðòå z = 1 1-ôîðìà ωC íå èìååò îñîáåííîñòåé,
ïîñêîëüêó df íå îáðàùàåòñÿ â íóëü íà C . Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî îíà íå èìååò
ïîëþñîâ íà áåñêîíå÷íîñòè. Ïåðåéäåì îò êàðòû z = 1 ê êàðòå x = 1: x = 1

v , y = u
v . Òîãäà

ωC =
dx

∂f /∂y
= − dv/v2

∂f /∂y
(
1
v ,

u
v ,
) = − vd−3dv

vd−1∂f /∂y
(
1
v ,

u
v

) .
Â çíàìåíàòåëå ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ñòîèò ïðîèçâîäíàÿ ïî u ôóíêöèè F (1, u, v).
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Ëåêöèÿ 10. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà ïëîñêèõ

êðèâûõ

Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d ≥ 3. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà íåé íå ìåíüøå åå ðîäà g(C ) = (d − 1)(d − 2)/2.

Lemma

Äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà p(x , y) ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé d − 3, äèôôåðåíöèàëüíàÿ
1-ôîðìà

p(x , y)ωC

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé íà C , ðàâíîé 0 â òîì è òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, êîãäà p ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî â òî÷êàõ êðèâîé C íà áåñêîíå÷íîñòè
ïîðÿäîê íóëÿ 1-ôîðìû ωC ðàâåí d − 3.
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Ëåêöèÿ 10. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà ïëîñêèõ

êðèâûõ

Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d ≥ 3. Òîãäà ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà íåé íå ìåíüøå åå ðîäà g(C ) = (d − 1)(d − 2)/2.

Lemma

Äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà p(x , y) ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé d − 3, äèôôåðåíöèàëüíàÿ
1-ôîðìà

p(x , y)ωC

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé íà C , ðàâíîé 0 â òîì è òîëüêî

â òîì ñëó÷àå, êîãäà p ≡ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî â òî÷êàõ êðèâîé C íà áåñêîíå÷íîñòè
ïîðÿäîê íóëÿ 1-ôîðìû ωC ðàâåí d − 3.
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Ëåêöèÿ 10. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà ïëîñêèõ

íîäàëüíûõ êðèâûõ

Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d ≥ 3. Òîãäà ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà åå íîðìàëèçàöèè íå ìåíüøå åå ðîäà

g(C ) = (d − 1)(d − 2)/2− δ, ãäå δ � ÷èñëî òî÷åê ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé C .

Lemma

Äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà p(x , y) ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé d − 3, îáðàùàþùåãîñÿ â íóëü

â äâîéíûõ òî÷êàõ êðèâîé C , äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà

p(x , y)
dx ∧ dy

df

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé íà íîðìàëèçàöèè êðèâîé C ,
ðàâíîé 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà p ≡ 0.
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Ëåêöèÿ 10. Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà ïëîñêèõ

íîäàëüíûõ êðèâûõ

Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ íîäàëüíàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d ≥ 3. Òîãäà ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà åå íîðìàëèçàöèè íå ìåíüøå åå ðîäà

g(C ) = (d − 1)(d − 2)/2− δ, ãäå δ � ÷èñëî òî÷åê ïðîñòîãî ñàìîïåðåñå÷åíèÿ êðèâîé C .

Lemma

Äëÿ âñÿêîãî ìíîãî÷ëåíà p(x , y) ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé d − 3, îáðàùàþùåãîñÿ â íóëü

â äâîéíûõ òî÷êàõ êðèâîé C , äèôôåðåíöèàëüíàÿ 1-ôîðìà

p(x , y)
dx ∧ dy

df

ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíî îïðåäåëåííîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé íà íîðìàëèçàöèè êðèâîé C ,
ðàâíîé 0 â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà p ≡ 0.
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Ñåìèíàð 11.

Äîêàæèòå, ÷òî îãðàíè÷åíèå 1-ôîðìû dF íà ïëîñêóþ êðèâóþ, ãäå F � ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ íà ïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì îãðàíè÷åíèÿ ôóíêöèè F íà ýòó
êðèâóþ.

Ðàññìîòðèì ðåçóëüòàò îãðàíè÷åíèÿ 1-ôîðìû (a) xdx ; (b) ydx íà ïëîñêóþ êðèâóþ
xn + yn = 1. Íàéäèòå íóëè ýòîé 1-ôîðìû è óêàæèòå èõ ïîðÿäêè. Íàéäèòå ïîëþñà
ýòîé 1-ôîðìû è óêàæèòå èõ ïîðÿäêè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 11.

Ïóñòü f � ïðîåêöèÿ êâàäðèêè x2 + y2 = 1 íà îñü x . Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ
ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà êâàäðèêå ÿâëÿåòñÿ ïîäíÿòèåì íåêîòîðîé 1-ôîðìû íà
ïðÿìîé ïðè îòîáðàæåíèè f ?

Ïóñòü ïëîñêàÿ êðèâàÿ çàäàíà óðàâíåíèåì y4 = x3 − 3x . Íàéäèòå åå ðîä. Íàéäèòå
ïîëþñû îãðàíè÷åíèÿ 1-ôîðìû dx/y íà ýòó êðèâóþ è óêàæèòå èõ ïîðÿäêè. Ïîñòðîéòå
áàçèñ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà ýòîé êðèâîé.

Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ 1 ôîðìà âèäà

p(x)dx

y

ãäå p � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå g − 1, ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìîé íà
ãèïðåýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé y2 = Q2g+1(x), ãäå Q2g+1 � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 2g + 1 ñ
ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîðíÿìè.
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