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Ëåêöèÿ 11. Äèôôåðåíöèàëüíûå 1-ôîðìû íà êðèâûõ

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ïðåäúÿâèëè íà âñÿêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g g -ìåðíîå
ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì. Öåëü ñåãîäíÿøíåé ëåêöèè � äîêàçàòü, ÷òî ýòî âñå

ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû íà êðèâîé. Äëÿ ýòîãî ìû äîêàæåì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî

ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íå ìîæåò áûòü áîëåå, ÷åì g -ìåðíî. Èíñòðóìåíòîì äîêàçàòåëüñòâà

áóäåò èíòåãðèðîâàíèå 1-ôîðì ïî âåùåñòâåííûì ïóòÿì â êîìïëåêñíûõ êðèâûõ.
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Ëåêöèÿ 11. Èíòåãðèðîâàíèå 1-ôîðì

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, ω � ãîëîìîðôíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ

1-ôîðìà íà íåé. Êàæäîìó íåïðåðûâíîìó ïóòè γ : [0, 1]→ C ñîïîñòàâëÿåòñÿ èíòåãðàë∫
γ

ω =

∫ 1

0

γ∗(ω)

1-ôîðìû ω âäîëü ýòîãî ïóòè.

Òî÷íî òàê æå ìîæíî èíòåãðèðîâàòü è ìåðîìîðôíûå 1-ôîðìû, òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå ïóòü

γ íå äîëæåí ïðîõîäèòü ÷åðåç ïîëþñà 1-ôîðìû ω.
Èíòåãðàë îò 1-ôîðìû ïî ïóòè íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå åãî äðóãèì ïóòåì â òîì æå

ãîìîòîïè÷ñêîì êëàññå. Åñëè 1-ôîðìà ω ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé, ò.å. ω = df äëÿ íåêîòîðîé

ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f , òî ïî ôîðìóëå Íüþòîíà�Ëåéáíèöà åå èíòåãðàë íå çàâèñèò îò

âûáðàííîãî ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî äâå äàííûå òî÷êè x0 = γ(0) è x1 = γ(1),∫
γ

df =

∫ x1

x0

df = f (x1)− f (x0).

Â ÷àñòíîñòè, èíòåãðàë îò òî÷íîé 1-ôîðìû ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó ïóòè ðàâåí 0.
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Ëåêöèÿ 11. Ïåðèîäû 1-ôîðì

Èíòåãðàë 1-ôîðìû íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé âäîëü çàìêíóòîãî ïóòè íà ýòîé êðèâîé

íàçûâàåòñÿ ïåðèîäîì ýòîé 1-ôîðìû. Âûáåðåì íà êðèâîé C ðîäà g êàêîé-íèáóäü íàáîð

{γ1, . . . , γ2g} èç 2g çàìêíóòûõ ïóòåé ñ íà÷àëîì è êîíöîì â äàííîé òî÷êå x0 ∈ C , êëàññû
ãîìîëîãèé êîòîðûõ îáðàçóþò áàçèñ â ãðóïïå îäíîìåðíûõ ãîìîëîãèé H1(C ,Z).

Lemma

Åñëè âñå ïåðèîäû ãëàäêîé âåùåñòâåííîé 1-ôîðìû ω ïî ïóòÿì γi ðàâíû íóëþ, òî ýòà

1-ôîðìà òî÷íà, ω = df äëÿ íåêîòîðîé ãëàäêîé âåùåñòâåííîé ôóíêöèè f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f ñòðîèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: ìû ïîëàãàåì f (x) =
∫ x

x0
ω.

Ïîñêîëüêó âñå ïåðèîäû 1-ôîðìû ω ðàâíû 0, ýòîò èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âûáîðà

ãîìîòîïè÷åñêîãî êëàññà ïóòè, ñîåäèíÿþùåãî òî÷êè x0 è x .

Corollary

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g íå

ïðåâûøàåò 2g .

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíîñòü äâóõ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ñ îäèíàêîâûìè ïåðèîäàìè èìååò

íóëåâûå ïåðèîäû, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè, ò.å. íóëåì.
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Ëåêöèÿ 11. Ïåðèîäû 1-ôîðì
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ f ñòðîèòñÿ ñòàíäàðòíûì îáðàçîì: ìû ïîëàãàåì f (x) =
∫ x

x0
ω.

Ïîñêîëüêó âñå ïåðèîäû 1-ôîðìû ω ðàâíû 0, ýòîò èíòåãðàë íå çàâèñèò îò âûáîðà
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Corollary

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g íå

ïðåâûøàåò 2g .

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçíîñòü äâóõ ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ñ îäèíàêîâûìè ïåðèîäàìè èìååò

íóëåâûå ïåðèîäû, à çíà÷èò ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì ãîëîìîðôíîé ôóíêöèè, ò.å. íóëåì.
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Ëåêöèÿ 11. Àíòèãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû

Êàæäîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìå ω ìîæíî ñîïîñòàâèòü êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííóþ åé

àíòèãîëîìîðôíóþ 1-ôîðìó ω̄. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî åñëè ãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû

ω1, . . . , ωk ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî êëàññû êîãîìîëîãèé 1-ôîðì ω1, . . . , ωk , ω̄1, . . . , ω̄k

ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Îòñþäà ñðàçó âûòåêàåò, ÷òî k ≤ g .

Lemma

Åñëè äëÿ ïàðû ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ω1, ω2 1-ôîðìà ω1 + ω̄2 ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì

ãëàäêîé ôóíêöèè, òî ω1 = ω2 = 0.
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Ëåêöèÿ 11. Àíòèãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû

Lemma

Åñëè äëÿ ïàðû ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ω1, ω2 1-ôîðìà ω1 + ω̄2 ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì

ãëàäêîé ôóíêöèè, òî ω1 = ω2 = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω1 + ω̄2 = df . Â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå z = u + iv èìååì

z̄ = u − iv , dz ∧ dz̄ = −2idu ∧ dv è ω2 = g2(z)dz . Îòñþäà

i

2
ω2 ∧ ω̄2 = |g2(z)|2 i

2
dz ∧ dz̄ = |g2(z)|2du ∧ dv .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ω2 6= 0, òî èíòåãðàë
∫∫

C
i
2
ω2 ∧ ω̄2 > 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ω2 ∧ ω̄2 = ω2 ∧ ω1 + ω2 ∧ ω̄2 = ω2 ∧ (ω1 + ω̄2) = ω2 ∧ df ,

è

d(f ω2) = df ∧ ω2 + fdω2 = df ∧ ω2,
ò.å. 1-ôîðìà df ∧ ω2 òî÷íà, à çíà÷èò,∫∫

C

df ∧ ω2 = 0.
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Ëåêöèÿ 11. Àíòèãîëîìîðôíûå 1-ôîðìû
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C
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Ëåêöèÿ 11. Âû÷åòû

Äëÿ ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî èíòåãðàë ïî ïóòè íå çàâèñèò îò

âûáîðà ïóòè ñ äàííûìè êîíöàìè â äàííîì ãîìîòîïè÷åñêîì êëàññå ïåðåñòàåò áûòü

âåðíûì. Òî÷íåå, îíî îñòàåòñÿ âåðíûì íî íå äëÿ êðèâîé C , à äëÿ ýòîé êðèâîé ïðîêîëîòîé

â ïîëþñàõ 1-ôîðìû. Ãîìîëîãè÷åñêîå îïèñàíèå ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû äîïîëíÿåòñÿ

îïèñàíèåì åå èíòåãðàëîâ ïî ïóòÿì, îáõîäÿùèì âîêðóã åå ïîëþñîâ, � âû÷åòîâ.

Ïóñòü ìåðîìîðôíàÿ 1-ôîðìà ω â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå z â îêðåñòíîñòè ñâîåãî ïîëþñà

ïîðÿäêà k ≥ 1 ðàñêëàäûâàåòñÿ â ðÿä Ëîðàíà

ω =
(a−k

zk
+ · · ·+ a−1

z
+ a0 + a1z + . . .

)
dz , a−k 6= 0.

Èíòåãðàë îò êàæäîãî ìîíîìà ýòîãî ðÿäà êðîìå ìîíîìà a−1dz/z ïî ïåòëå γ, îáõîäÿùåé
òî÷êó z = 0 â ïîëîæèòåëüíîì íàïðàâëåíèè, ðàâåí 0: èíòåãðèðóåòñÿ äèôôåðåíöèàë

ôóíêöèè. Äëÿ èñêëþ÷èòåëüíîãî ìîíîìà∫
γ

ω =

∫
γ

a−1dz

z
= a−1

∫ 2π

0

(− sin t + i cos t)dt

cos t + i sin t
= 2πia−1.

Âåëè÷èíà a−1 = 1
2πi

∫
γ
ω íàçûâàåòñÿ âû÷åòîì 1-ôîðìû ω â åå ïîëþñå. Îíà íå çàâèñèò îò

âûáîðà ëîêàëüíîé êîîðäèíàòû z .

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 11. Âû÷åòû
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Ëåêöèÿ 11. Ñóììà âû÷åòîâ

Theorem

Ñóììà âû÷åòîâ ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû íà ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ðàâíà 0.

Äîêàçàòåëüñòâî 1. Ïðåäñòàâèì ïîâåðõíîñòü êàê ðåçóëüòàò ñêëåéêè ñòîðîí

ìíîãîóãîëüíèêà. Ñóììà âû÷åòîâ 1-ôîðìû � åå èíòåãðàë ïî êîìïîçèöèè ïåòåëü,

îáõîäÿùèõ âñå ïîëþñà. Ýòà êîìïîçèöèÿ ãîìîòîïíà ãðàíèöå ìíîãîóãîëüíèêà. Ãðàíèöà

ãîìîëîãè÷íà íóëþ, òàê êàê ïî êàæäîìó îòðåçêó ïðîõîäèò äâà ðàçà � â ïðîòèâîïîëîæíûõ

íàïðàâëåíèÿõ.

Äîêàçàòåëüñòâî 2. Âûáåðåì ìàëåíüêèå äèñêè ñ öåíòðîì â êàæäîì èç ïîëþñîâ

1-ôîðìû ω. Íà äîïîëíåíèè ê ýòèì äèñêàì ω ãîëîìîðôíà. Çíà÷èò åå äèôôåðåíöèàë

ðàâåí íóëþ, è ïî ôîðìóëå Ñòîêñà åå èíòåãðàë ïî ãðàíèöå ðàâåí íóëþ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

ýòîò èíòåãðàë � ñóììà âû÷åòîâ 1-ôîðìû ω, ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà −1/2πi .
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Ëåêöèÿ 11. Ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä êîìïëåêñíûìè êðèâûìè;

äèâèçîðû

Ïóñòü p : E → C � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä êðèâîé C . Âñÿêîìó åãî íåíóëåâîìó
ìåðîìîðôíîìó ñå÷åíèþ σ : C → E ñîïîñòàâëÿþòñÿ äâà íàáîðà òî÷åê íà C � íóëè è

ïîëþñà ñå÷åíèÿ. Êðîìå òîãî, êàæäîìó íóëþ è êàæäîìó ïîëþñó ïðèïèñàíî íàòóðàëüíîå

÷èñëî � ïîðÿäîê íóëÿ èëè ïîëþñà. Ñîâîêóïíîñòü íóëåé è ïîëþñîâ ñå÷åíèÿ, ñ ó÷åòîì èõ

êðàòíîñòåé, íàçûâàåòñÿ äèâèçîðîì ñå÷åíèÿ è çàïèñûâàåòñÿ â âèäå ôîðìàëüíîé ñóììû

(σ) =
∑

aixi , ai ∈ Z \ {0};

ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû ýòî ïîðÿäêè íóëåé, îòðèöàòåëüíûå � ïîðÿäêè ïîëþñîâ.

Ïðèìåð. Äëÿ C = CP1 äèâèçîð ôóíêöèè z ðàâåí

(z) = 1 · 0− 1 · ∞,

à äèâèçîð 1-ôîðìû dz ðàâåí

(dz) = −2 · ∞.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Ëåêöèÿ 11. Äèâèçîðû

De�nition

Äèâèçîðîì íà êðèâîé C íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà

åå òî÷åê ñ íåíóëåâûìè öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè,
∑

ai · xi , ai 6= 0.

Äèâèçîðû òàêæå åñòåñòâåííî çàïèñûâàòü â âèäå ñóìì∑
x∈C

ax · x , ax ∈ Z,

ïî âñåì òî÷êàì êðèâîé C , â êîòîðûõ ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ ax îòëè÷íî îò

íóëÿ.

Äèâèçîðû îáðàçóþò êîììóòàòèâíóþ ãðóïïó îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ:∑
x∈C

ax · x +
∑
x∈C

bx · x =
∑
x∈C

(ax + bx) · x .

Íóëåì â ýòîé ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé äèâèçîð.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Ëåêöèÿ 11. Ñòåïåíü äèâèçîðà

Êîëè÷åñòâî íóëåé êàæäîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé ðàâíî êîëè÷åñòâó

åå ïîëþñîâ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé. Ïîýòîìó äëÿ äèâèçîðà (f ) =
∑

ai · xi ìåðîìîðôíîé
ôóíêöèè èìååì

∑
ai = 0.

Óìíîæèâ íåíóëåâîå ìåðîìîðôíîå ñå÷åíèå σ : C → E ðàññëîåíèÿ p : E → C íà íåíóëåâóþ

ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ f : C → CP1, ìû ïîëó÷èì íîâîå ñå÷åíèå f σ : C → E , äèâèçîð
êîòîðîãî ðàâåí

(f σ) = (f ) + (σ).

Ïîýòîìó ñóììà êîýôôèöèåíòîâ äèâèçîðà (f σ) òàêàÿ æå, êàê ó (σ). Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå
ëþáûõ äâóõ íåíóëåâûõ ñå÷åíèé äàííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé

ôóíêöèåé, äèâèçîðû âñåõ íåíóëåâûõ ñå÷åíèé îäíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ èìåþò îäíó è

òó æå ñóììó êîýôôèöèåíòîâ.

De�nition

Ñòåïåíüþ äèâèçîðà íà êðèâîé C íàçûâàåòñÿ ñóììà åãî êîýôôèöèåíòîâ,

deg(
∑

ai · xi ) =
∑

ai . Ñòåïåíüþ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü äèâèçîðà

ëþáîãî åãî íåíóëåâîãî ìåðîìîðôíîãî ñå÷åíèÿ.

Ïðèìåð. Ñòåïåíü òðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ C × C→ C ðàâíà 0. Ñòåïåíü

êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê CP1 ðàâíà −2.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Êîëè÷åñòâî íóëåé êàæäîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñ ó÷åòîì êðàòíîñòåé ðàâíî êîëè÷åñòâó

åå ïîëþñîâ ñ ó÷åòîì èõ êðàòíîñòåé. Ïîýòîìó äëÿ äèâèçîðà (f ) =
∑

ai · xi ìåðîìîðôíîé
ôóíêöèè èìååì

∑
ai = 0.

Óìíîæèâ íåíóëåâîå ìåðîìîðôíîå ñå÷åíèå σ : C → E ðàññëîåíèÿ p : E → C íà íåíóëåâóþ

ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ f : C → CP1, ìû ïîëó÷èì íîâîå ñå÷åíèå f σ : C → E , äèâèçîð
êîòîðîãî ðàâåí

(f σ) = (f ) + (σ).

Ïîýòîìó ñóììà êîýôôèöèåíòîâ äèâèçîðà (f σ) òàêàÿ æå, êàê ó (σ). Ïîñêîëüêó îòíîøåíèå
ëþáûõ äâóõ íåíóëåâûõ ñå÷åíèé äàííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé

ôóíêöèåé, äèâèçîðû âñåõ íåíóëåâûõ ñå÷åíèé îäíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ èìåþò îäíó è

òó æå ñóììó êîýôôèöèåíòîâ.

De�nition

Ñòåïåíüþ äèâèçîðà íà êðèâîé C íàçûâàåòñÿ ñóììà åãî êîýôôèöèåíòîâ,

deg(
∑

ai · xi ) =
∑

ai . Ñòåïåíüþ ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàçûâàåòñÿ ñòåïåíü äèâèçîðà

ëþáîãî åãî íåíóëåâîãî ìåðîìîðôíîãî ñå÷åíèÿ.

Ïðèìåð. Ñòåïåíü òðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ C × C→ C ðàâíà 0. Ñòåïåíü

êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê CP1 ðàâíà −2.
Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 11. Ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äèâèçîðîâ

Äèâèçîðû ñòåïåíè 0 îáðàçóþò ïîäãðóïïó â ãðóïïå äèâèçîðîâ. Äèâèçîðû ìåðîìîðôíûõ

ôóíêöèé îáðàçóþò ïîäãðóïïó â ýòîé ïîäãðóïïå; ýòè äèâèçîðû íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè.

De�nition

Äâà äèâèçîðà íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿ

äèâèçîðîì ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè. Ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû äèâèçîðîâ ïî ïîäãðóïïå

ãëàâíûõ äèâèçîðîâ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ.

Äèâèçîðû ëþáûõ äâóõ ñå÷åíèé îäíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû

ìåæäó ñîáîé.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü C � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, p, q ∈ C � ðàçëè÷íûå òî÷êè íà íåé.

Ñóùåñòâóåò ëè ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f íà C ñ äèâèçîðîì (f ) = 1 · p − 1 · q?

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 11. Ëèíåéíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü äèâèçîðîâ

Äèâèçîðû ñòåïåíè 0 îáðàçóþò ïîäãðóïïó â ãðóïïå äèâèçîðîâ. Äèâèçîðû ìåðîìîðôíûõ

ôóíêöèé îáðàçóþò ïîäãðóïïó â ýòîé ïîäãðóïïå; ýòè äèâèçîðû íàçûâàþòñÿ ãëàâíûìè.

De�nition

Äâà äèâèçîðà íàçûâàþòñÿ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè èõ ðàçíîñòü ÿâëÿåòñÿ

äèâèçîðîì ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè. Ôàêòîðãðóïïà ãðóïïû äèâèçîðîâ ïî ïîäãðóïïå

ãëàâíûõ äèâèçîðîâ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé êëàññîâ äèâèçîðîâ.

Äèâèçîðû ëþáûõ äâóõ ñå÷åíèé îäíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíû

ìåæäó ñîáîé.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü C � ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, p, q ∈ C � ðàçëè÷íûå òî÷êè íà íåé.

Ñóùåñòâóåò ëè ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f íà C ñ äèâèçîðîì (f ) = 1 · p − 1 · q?

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 11.

Äîêàæèòå, ÷òî êàñàòåëüíîå è êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèÿ ê ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé íå

ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè.

Ïóñòü E1 → C , E2 → C � äâà ëèíåéíûõ ðàññëîåíèÿ íàä êðèâîé C , E1 ⊗C E2 �
ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ÿâëÿþùååñÿ èõ òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì. Äîêàæèòå, ÷òî

deg(E1 ⊗C E2) = deg(E1) + deg(E2).

Äîêàæèòå, ÷òî ñòåïåíè äâîéñòâåííûõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé ïðîòèâîïîëîæíû.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 11.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ñòåïåíè 1 íàä ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî d íàä ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé åñòü ëèíåéíîå

ðàññëîåíèå ñòåïåíè d .

×åìó ðàâíà ñòåïåíü êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê êðèâîé ðîäà g? Êîêàñàòåëüíîãî
ðàññëîåíèÿ?

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 11.

Ïóñòü E1 → C , E2 → C � äâà ëèíåéíûõ ðàññëîåíèÿ íàä äàííîé êðèâîé C ,
σ1 : C → E1, σ2 : C → E2 � íåíóëåâûå ìåðîìîðôíûå ñå÷åíèÿ ýòèõ ðàññëîåíèé.

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (σ1) = (σ2), òî ðàññëîåíèÿ E1,E2 èçîìîðôíû.

Îïèøèòå âñå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ íàä ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð íåòðèâèàëüíîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.

×åìó ðàâíà ñòåïåíü ýòîãî ðàññëîåíèÿ? Óêàæèòå êëàññ ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè

äèâèçîðîâ åãî ñå÷åíèé.

Åñòü ëè íàä ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íåòðèâèàëüíûå ëèíåéíûå ðàññëîåíèÿ ñòåïåíè 0?

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè


