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Ëåêöèÿ 12. Âîññòàíîâëåíèå ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ïî êëàññó äèâèçîðà

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû ñîïîñòàâèëè êàæäîìó ëèíåéíîìó ðàññëîåíèþ íàä äàííîé ãëàäêîé
êîìïàêòíîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C êëàññ ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçîðîâ åãî
ñå÷åíèé. Êðîìå òîãî, ìû äîêàçàëè, ÷òî åñëè äëÿ äâóõ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé ýòè êëàññû
ñîâïàäàþò, òî ñàìè ðàññëîåíèÿ èçîìîðôíû. Íàøà áëèæàéøàÿ öåëü � äîêàçàòü
ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Theorem

Êàæäûé êëàññ ëèíåéíîé ýêâèâàëåíòíîñòè äèâèçîðîâ íà äàííîé ãëàäêîé êîìïàêòíîé

àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ÿâëÿåòñÿ êëàññîì äèâèçîðîâ íåêîòîðîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ

íàä C .

Ëèíåéíîå ðàññëîåíèå, ñîïîñòàâëÿåìîå äèâèçîðó D, îáîçíà÷àåòñÿ O(D).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì èñêîìîå ðàññëîåíèå. Ïóñòü
∑k

i=1 aixi , ai 6= 0, xi ∈ C �
äèâèçîð. Âûáåðåì íà C ìàëåíüêèå äèñêè Ui ñ öåíòðàìè â òî÷êàõ xi , zi � ïðîèçâîëüíàÿ
ëîêàëüíàÿ êîîðäèíàòà â Ui , è ïóñòü W = C \ {x1, . . . , xk}. Ñêëåèì ðàññëîåíèå íàä C èç
òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íàä W è òðèâèàëüíûõ ðàññëîåíèé íàä Ui , âçÿâ â êà÷åñòâå
ôóíêöèé ñêëåéêè íàä Ui ∩W îòîáðàæåíèÿ (zi , t) 7→ (zi , z

−ai
i t), ãäå t � êîîðäèíàòà â ñëîå.

Òðèâèàëèçóþùåå ñå÷åíèå ðàññëîåíèÿ íàä W ïðåâðàùàåòñÿ â ìåðîìîðôíîå ñå÷åíèå
ïîñòðîåííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ íàä C , èìåþùåå çàäàííûé äèâèçîð.
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Ëåêöèÿ 12. Îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî,

ñâÿçàííûå ñ ëèíåéíûìè ðàññëîåíèÿìè

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ, L→ C � ëèíåéíîå ðàññëîåíèå íàä C .
Ãîëîìîðôíûå ñå÷åíèÿ σ : C → L ðàññëîåíèÿ L îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî H0(L)
íàä C; ýòî âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íîìåðíî. Òî÷êà x ∈ C , â êîòîðîé âñå ñå÷åíèÿ
ðàññëîåíèÿ L îáðàùàþòñÿ â íóëü, íàçûâàåòñÿ áàçèñíîé äëÿ ýòîãî ðàññëîåíèÿ. Åñëè ó
ðàññëîåíèÿ L åñòü íåíóëåâûå ãîëîìîðôíûå ñå÷åíèÿ, òî ìíîæåñòâî åãî áàçèñíûõ òî÷åê
êîíå÷íî.

Êàæäàÿ íåáàçèñíàÿ òî÷êà x ∈ C çàäàåò ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë `x íà âåêòîðíîì
ïðîñòðàíñòâå H0(L), îïðåäåëåííûé ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèÿ íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó:
`x(σ1)/`x(σ2) = σ1(x)/σ2(x) � êîððåêòíî îïðåäåëåííîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ëèíåéíîå
ðàññëîåíèå L→ C îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå x 7→ `x äîïîëíåíèÿ ê áàçèñíûì òî÷êàì â C â
ïðîåêòèâèçàöèþ äâîéñòâåííîãî ê ïðîñòðàíñòâó ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ L. Ýòî
îòîáðàæåíèå ïðîäîëæàåòñÿ äî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ ϕL : C → P(H0(L))∨.
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Ëåêöèÿ 12. Îòîáðàæåíèÿ êðèâûõ â ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî,

ñâÿçàííûå ñ ëèíåéíûìè ðàññëîåíèÿìè

Ïðèìåð. Êîêàñàòåëüíîå ðàññëîåíèå T∨C → C îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå êðèâîé C
ðîäà g > 1 â ïðîåêòèâèçàöèþ g -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà, äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâó
H0(T∨C ) ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà C . Ýòî îòîáðàæåíèå íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì.

Îòîáðàæåíèÿ ϕL óäîáíî ñòðîèòü ÿâíî, âûáðàâ áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ
ñå÷åíèé äàííîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ L. Íàïðèìåð, áàçèñ ω1, . . . , ωg â ïðîñòðàíñòâå
ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà äàííîé êðèâîé C ðîäà g ïîðîæäàåò îòîáðàæåíèå
x 7→ (ω1(x) : · · · : ωg (x)) êðèâîé C â CPg−1.
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Ëåêöèÿ 12. Ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû

Äèâèçîð D =
∑

aixi íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè ai ≥ 0 äëÿ âñåõ i ; â ýòîì ñëó÷àå
ïèøåì D ≥ 0.
Ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû îáðàçóþò êîíóñ, ò.å. ñóììà äâóõ ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ
ýôôåêòèâíà, è ðåçóëüòàò óìíîæåíèÿ ýôôåêòèâíîãî äèâèçîðà íà ïîëîæèòåëüíîå öåëîå
÷èñëî ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì.

Äëÿ äàííîãî äèâèçîðà D îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûõ åìó
ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ ÷åðåç |D|. Ýòî ìíîæåñòâî åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
ïðîåêòèâèçàöèåé ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ O(D): äèâèçîð
ïðîèçâîëüíîãî ìåðîìîðôíîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ O(D) èìååò âèä (f ) + D äëÿ
íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f íà C , è äèâèçîð (f ) + D ýôôåêòèâåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñå÷åíèå ãîëîìîðôíî.

De�nition

Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî |D| íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé, îòâå÷àþùåé
äèâèçîðó D. Ïðîåêòèâíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â |D| íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè.
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ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ ÷åðåç |D|. Ýòî ìíîæåñòâî åñòåñòâåííî îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ
ïðîåêòèâèçàöèåé ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé ðàññëîåíèÿ O(D): äèâèçîð
ïðîèçâîëüíîãî ìåðîìîðôíîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ O(D) èìååò âèä (f ) + D äëÿ
íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f íà C , è äèâèçîð (f ) + D ýôôåêòèâåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñå÷åíèå ãîëîìîðôíî.

De�nition

Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî |D| íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé, îòâå÷àþùåé
äèâèçîðó D. Ïðîåêòèâíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â |D| íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Äèâèçîð D =
∑

aixi íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíûì, åñëè ai ≥ 0 äëÿ âñåõ i ; â ýòîì ñëó÷àå
ïèøåì D ≥ 0.
Ýôôåêòèâíûå äèâèçîðû îáðàçóþò êîíóñ, ò.å. ñóììà äâóõ ýôôåêòèâíûõ äèâèçîðîâ
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Äëÿ äàííîãî äèâèçîðà D îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ëèíåéíî ýêâèâàëåíòíûõ åìó
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ïðîèçâîëüíîãî ìåðîìîðôíîãî ñå÷åíèÿ ðàññëîåíèÿ O(D) èìååò âèä (f ) + D äëÿ
íåêîòîðîé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f íà C , è äèâèçîð (f ) + D ýôôåêòèâåí òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñå÷åíèå ãîëîìîðôíî.

De�nition

Ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî |D| íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ëèíåéíîé ñèñòåìîé, îòâå÷àþùåé
äèâèçîðó D. Ïðîåêòèâíûå ïîäïðîñòðàíñòâà â |D| íàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè ñèñòåìàìè.
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Ïóñòü D � äèâèçîð íà êðèâîé C . ×åðåç L(D) îáîçíà÷àåòñÿ âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî
ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé, äèâèçîð êîòîðûõ áîëüøå −D, L(D) = {f |(f ) + D ≥ 0}, ÷åðåç
l(D) � åãî ðàçìåðíîñòü, l(D) = dim L(D). ×åðåç i(D) îáîçíà÷àåòñÿ ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ 1-ôîðì íà C , äèâèçîð êîòîðûõ áîëüøå D.
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Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , D ∈ Div(C ), d = deg(D). Òîãäà

l(D) = d − g + 1+ i(D).

Ïðîâåðèì, ÷òî ýòî ðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ â óæå èçâåñòíûõ íàì ñëó÷àÿõ.

Ïðèìåð. Ïóñòü g = 0. Åñëè äëÿ äèâèçîðà D åãî ñòåïåíü d = deg(D) ≥ 0, òî, êàê ìû
çíàåì, l(D) = d + 1 è i(D) = 0. Åñëè d = −1, òî l(D) = i(D) = 0. Åñëè æå d < −1, òî
l(D) = 0 è i(D) = −d − 1.
Ïðèìåð. Ïóñòü g = 1. Äëÿ äèâèçîðà D = 0 ôîðìóëà Ðèìàíà�Ðîõà ïðèîáðåòàåò âèä
l(0) = 0− 1+ 1+ i(0) = i(0). Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ ôóíêöèé íà
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé îäíîìåðíî, l(0) = 1, êàê è ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì,
íèãäå íå îáðàùàþùèõñÿ â 0.
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Theorem
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ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé îäíîìåðíî, l(0) = 1, êàê è ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì,
íèãäå íå îáðàùàþùèõñÿ â 0.
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Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , D ∈ Div(C ), d = deg(D). Òîãäà

l(D) = d − g + 1+ i(D).

Ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ. Äîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî CP1 � åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ ðîäà 0.
Ïóñòü C � êðèâàÿ ðîäà g = 0, è ïóñòü D = 1 · x ∈ Div(C ), x ∈ C , degD = 1. Òîãäà
l(D) = l(1 · x) = 1− 0+ 1+ i(1 · x) = 2+ i(1 · x) ≥ 2. Ïîýòîìó íà C ñóùåñòâóåò
ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x , íå èìåþùàÿ äðóãèõ
ïîëþñîâ. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ñòåïåíü 1 è îñóùåñòâëÿåò áèãîëîìîðôèçì êðèâîé C íà CP1.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , D ∈ Div(C ), d = deg(D). Òîãäà

l(D) = d − g + 1+ i(D).

Ðàöèîíàëüíàÿ êðèâàÿ. Äîêàæåì, íàêîíåö, ÷òî CP1 � åäèíñòâåííàÿ êðèâàÿ ðîäà 0.
Ïóñòü C � êðèâàÿ ðîäà g = 0, è ïóñòü D = 1 · x ∈ Div(C ), x ∈ C , degD = 1. Òîãäà
l(D) = l(1 · x) = 1− 0+ 1+ i(1 · x) = 2+ i(1 · x) ≥ 2. Ïîýòîìó íà C ñóùåñòâóåò
ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîëþñîì ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êå x , íå èìåþùàÿ äðóãèõ
ïîëþñîâ. Ýòà ôóíêöèÿ èìååò ñòåïåíü 1 è îñóùåñòâëÿåò áèãîëîìîðôèçì êðèâîé C íà CP1.
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Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , D ∈ Div(C ), d = deg(D). Òîãäà

l(D) = d − g + 1+ i(D).

Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà. Ìû ñòðîèëè ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà íà ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C ïî
ðåøåòêå Lτ = 〈1, τ〉, êàê ñóììó ðÿäà ïî óçëàì ðåøåòêè. Ïîñòðîåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ íà êðèâîé èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ, è ïîðÿäîê ýòîãî ïîëþñà ðàâåí 2.
Ôîðìóëà Ðèìàíà�Ðîõà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ñ ïîëþñîì âòîðîãî
ïîðÿäêà, íå ñòðîÿ åå ÿâíî:

l(2 · x) = 2− 1+ 1+ i(2 · x) = 2+ i(2 · x) ≥ 2.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà (êàê è ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñ
åäèíñòâåííûì ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà) ÷åòíàÿ, ℘(−z) = ℘(z) äëÿ êîîðäèíàòû z íà
òîðå ñ öåíòðîì â ïîëþñå ôóíêöèè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Theorem
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ðåøåòêå Lτ = 〈1, τ〉, êàê ñóììó ðÿäà ïî óçëàì ðåøåòêè. Ïîñòðîåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ íà êðèâîé èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ, è ïîðÿäîê ýòîãî ïîëþñà ðàâåí 2.
Ôîðìóëà Ðèìàíà�Ðîõà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ôóíêöèè ñ ïîëþñîì âòîðîãî
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åäèíñòâåííûì ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà) ÷åòíàÿ, ℘(−z) = ℘(z) äëÿ êîîðäèíàòû z íà
òîðå ñ öåíòðîì â ïîëþñå ôóíêöèè.
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Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , D ∈ Div(C ), d = deg(D). Òîãäà

l(D) = d − g + 1+ i(D).

Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà. Ìû ñòðîèëè ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà íà ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ðåçóëüòàò ôàêòîðèçàöèè êîìïëåêñíîé ïðÿìîé C ïî
ðåøåòêå Lτ = 〈1, τ〉, êàê ñóììó ðÿäà ïî óçëàì ðåøåòêè. Ïîñòðîåííàÿ ìåðîìîðôíàÿ
ôóíêöèÿ íà êðèâîé èìååò åäèíñòâåííûé ïîëþñ, è ïîðÿäîê ýòîãî ïîëþñà ðàâåí 2.
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ïîðÿäêà, íå ñòðîÿ åå ÿâíî:

l(2 · x) = 2− 1+ 1+ i(2 · x) = 2+ i(2 · x) ≥ 2.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà (êàê è ëþáàÿ ôóíêöèÿ ñ
åäèíñòâåííûì ïîëþñîì âòîðîãî ïîðÿäêà) ÷åòíàÿ, ℘(−z) = ℘(z) äëÿ êîîðäèíàòû z íà
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Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 12. Ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû Ðèìàíà�Ðîõà

Theorem

Ïóñòü C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , D ∈ Div(C ), d = deg(D). Òîãäà

l(D) = d − g + 1+ i(D).

Lemma

Ó êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íåò áàçèñíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ C � áàçèñíàÿ òî÷êà êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T∨C , ò.å.
òàêàÿ òî÷êà, â êîòîðîé êàæäàÿ ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà C îáðàùàåòñÿ â 0. Òîãäà

l(1 · x) = 1− g + 1+ i(1 · x) = 2− g + g = 2,

ïîñêîëüêó i(1 · x) = i(0) = g . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà C åñòü ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ
åäèíñòâåííûì ïîëþñîì x ∈ C ïîðÿäêà 1, à çíà÷èò, g = 0.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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l(D) = d − g + 1+ i(D).

Lemma

Ó êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íåò áàçèñíûõ òî÷åê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ C � áàçèñíàÿ òî÷êà êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ T∨C , ò.å.
òàêàÿ òî÷êà, â êîòîðîé êàæäàÿ ãîëîìîðôíàÿ 1-ôîðìà íà C îáðàùàåòñÿ â 0. Òîãäà

l(1 · x) = 1− g + 1+ i(1 · x) = 2− g + g = 2,

ïîñêîëüêó i(1 · x) = i(0) = g . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà C åñòü ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ ñ
åäèíñòâåííûì ïîëþñîì x ∈ C ïîðÿäêà 1, à çíà÷èò, g = 0.
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Ïóñòü C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , D ∈ Div(C ), d = deg(D). Òîãäà

l(D) = d − g + 1+ i(D).

Lemma
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Åñëè êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ϕ : C → CPg−1 êðèâîé C ðîäà g ïåðåâîäèò êàêèå-òî äâå

åå òî÷êè â îäíó, ϕ(x) = ϕ(y), x 6= y , òî êðèâàÿ C ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ñ íóëåì â òî÷êå x ñîâïàäàåò ñ
ïðîñòðàíñòâîì ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ñ íóëåì â òî÷êå y , ïîýòîìó
i(1 · x + 1 · y) = i(1 · x) = i(1 · y) = g − 1. Îòñþäà
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Ïîýòîìó íà C åñòü ôóíêöèÿ ñ ïîëþñàìè ïåðâîãî ïîðÿäêà â òî÷êàõ x è y , íå èìåþùàÿ
äðóãèõ ïîëþñîâ. Ñòåïåíü ýòîé ôóíêöèè ðàâíà 2, è îíà îñóùåñòâëÿåò ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå
íàêðûòèå ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé.
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Ñåìèíàð 12.

Ïóñòü D =
∑

ai · xi + a∞ · ∞ � äèâèçîð íà ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé. Îïèøèòå
ïðîñòðàíñòâî L(D).

Äîêàæèòå, ÷òî i(D) = l(K − D), ãäå K � êàíîíè÷åñêèé äèâèçîð.

Ïóñòü C ⊂ CPn � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d . Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ãèïåðïëîñêîñòè â CPn ñ êðèâîé C îáðàçóþò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð ñòåïåíè d .
Äîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå äèâèçîðû îáðàçóþò ëèíåéíóþ ñèñòåìó. Íàéäèòå
ðàçìåðíîñòü ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. ßâëÿåòñÿ ëè îíà ïîëíîé?

Ïóñòü C ⊂ CPn � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè d . Òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ
ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíè k â CPn ñ êðèâîé C îáðàçóþò ýôôåêòèâíûé äèâèçîð
ñòåïåíè kd . Äîêàæèòå, ÷òî âñå òàêèå äèâèçîðû îáðàçóþò ëèíåéíóþ ñèñòåìó. Íàéäèòå
ðàçìåðíîñòü ýòîé ëèíåéíîé ñèñòåìû. ßâëÿåòñÿ ëè îíà ïîëíîé?
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Âåðíî ëè, ÷òî êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ
ãèïåðýëëèïòè÷åñêèì íàêðûòèåì åå îáðàçà?

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè äëÿ ïàðû òî÷åê x , y ∈ C , x 6= y ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ ñ ïîëþñàìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà â íèõ è áåç äðóãèõ ïîëþñîâ, òî ϕ(x) = ϕ(y).

Ïóñòü f : C → CP1 � ãèïåðýëëèïòè÷åñêîå íàêðûòèå. Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü l(D)
ïðîñòðàíñòâà L(D) äëÿ ñëåäóþùèõ ñëó÷àåâ: à) D = 2 · x , ãäå x = f −1(f (x)); á)
D = 2 · x , ãäå x 6= f −1(f (x)); â) D = 1 · x + 1 · y , ãäå x 6= y , f (x) = f (y); ã)
D = 1 · x + 1 · y , ãäå x 6= y , f (x) 6= f (y).
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Ñåìèíàð 12.

Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ êðèâàÿ ðîäà 2 äîïóñêàåò ïîãðóæåíèå â ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü
ñ îäíîé äâîéíîé òî÷êîé.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè


