
Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè

Ñ. Ê. Ëàíäî

Íàöèîíàëüíûé èññëåäîâàòåëüñêèé óíèâåðñèòåò Âûñøàÿ øêîëà ýêîíîìèêè

2022

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 13. Çàäà÷à Ìèòòàã�Ëåôôëåðà

Äëÿ äàííîãî íàáîðà ãëàâíûõ ÷àñòåé ëîêàëüíûõ ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé â ïîëþñàõ íà
äàííîé êðèâîé îïðåäåëèòü, ÿâëÿåòñÿ ëè îí íàáîðîì ãëàâíûõ ÷àñòåé ãëîáàëüíîé
ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè íà ýòîé êðèâîé, íå èìåþùåé äðóãèõ ïîëþñîâ.

De�nition

Äâå ìåðîìîðôíûå ôóíêöèè f , g , îïðåäåëåííûå â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè x ∈ C ,
èìåþò â ýòîé òî÷êå îäèíàêîâûå ãëàâíûå ÷àñòè, åñëè èõ ðàçíîñòü f − g íå èìååò ïîëþñà â
òî÷êå x . Ãëàâíîé ÷àñòüþ ïîðÿäêà k ôóíêöèé â äàííîé òî÷êå x ∈ C íàçûâàåòñÿ êëàññ
ýêâèâàëåíòíîñòè ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ñ ïîëþñîì ïîðÿäêà k â x îòíîñèòåëüíî ýòîãî
îòíîøåíèÿ ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äâå ôóíêöèè ñ ïîëþñîì ïîðÿäêà k â òî÷êå x ∈ C èìåþò â íåì îäèíàêîâûå ãëàâíûå ÷àñòè
â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â êàêîé-íèáóäü (è, òåì ñàìûì, â ëþáîé) êîîðäèíàòå z
â îêðåñòíîñòè òî÷êè x ðàçëîæåíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â ðÿä Ëîðàíà èìåþò îäèí è òîò æå
íàáîð êîýôôèöèåíòîâ ïðè îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé z :

a−k

zk
+

a−k+1

zk−1
+ · · ·+ a−1

z
+ . . . .

Íà÷èíàÿ ñ íóëåâîé ñòåïåíè z0, êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè.
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Ëåêöèÿ 13. Çàäà÷à Ìèòòàã�Ëåôôëåðà

Íà íàáîð ãëàâíûõ ÷àñòåé â ïîëþñàõ åñòü åñòåñòâåííîå îãðàíè÷åíèå.

Äëÿ äàííîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ω è äàííîé ãëàâíîé ÷àñòè f â òî÷êå x ∈ C îïðåäåëåí
âû÷åò ãëàâíîé ÷àñòè ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû f ω â òî÷êå x :

Resx f ω

êàê êîýôôèöèåíò ïðè z−1 ðàçëîæåíèÿ 1-ôîðìû f ω â ðÿä Ëîðàíà.

Lemma

Åñëè äàííûé íàáîð ãëàâíûõ ÷àñòåé f1, . . . , fn â òî÷êàõ x1, . . . , xn ∈ C ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì
ãëàâíûõ ÷àñòåé ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f : C → CP1, íå èìåþùåé äðóãèõ ïîëþñîâ, òî

n∑
i=1

Resxi fiω = 0

äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ω íà C .

Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå
∑n

i=1Resxi fiω =
∑n

i=1Resxi f ω = 0.
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Ëåêöèÿ 13. Çàäà÷à Ìèòòàã-Ëåôôëåðà

Theorem (Ðèìàí)

Íàáîð ãëàâíûõ ÷àñòåé f1, . . . , fn â òî÷êàõ x1, . . . , xn ∈ C ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ãëàâíûõ ÷àñòåé
ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f : C → CP1, íå èìåþùåé äðóãèõ ïîëþñîâ, åñëè è òîëüêî åñëè∑n

i=1Resxi fiω = 0 äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ω íà C .

Òåì ñàìûì, äëÿ ïðîâåðêè ðåàëèçóåìîñòè ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé äàííîãî íàáîðà
ãëàâíûõ ÷àñòåé äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü g ðàâåíñòâ íóëþ ñóìì âû÷åòîâ äëÿ âûáðàííîãî
áàçèñà ω1, . . . , ωg ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà C .
Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà âñå ïîëþñà èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê. Äëÿ
äèâèçîðà D = 1 · x1 + · · ·+ 1 · xn òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà äàåò l(D) = n − g + 1+ i(D).
1-ôîðìû, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü â òî÷êàõ xi , íå íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèé íà ãëàâíûå
÷àñòè; ðàçìåðíîñòü èõ ïðîñòðàíñòâà ðàâíà i(D), à çíà÷èò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
îãðàíè÷åíèé íà âû÷åòû ðàâíà g − i(D). Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãëàâíûõ ÷àñòåé
ðàâíà n, ïîýòîìó íèêàêèõ äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íåò.
Íàáîð ãëàâíûõ ÷àñòåé â ïîëþñàõ îïðåäåëÿåò ôóíêöèþ îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî
àääèòèâíîé êîíñòàíòû.
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Ëåêöèÿ 13. Çàäà÷à Ìèòòàã-Ëåôôëåðà
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Ëåêöèÿ 13. Çàäà÷à Ìèòòàã-Ëåôôëåðà

Theorem (Ðèìàí)

Íàáîð ãëàâíûõ ÷àñòåé f1, . . . , fn â òî÷êàõ x1, . . . , xn ∈ C ÿâëÿåòñÿ íàáîðîì ãëàâíûõ ÷àñòåé
ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè f : C → CP1, íå èìåþùåé äðóãèõ ïîëþñîâ, åñëè è òîëüêî åñëè∑n

i=1Resxi fiω = 0 äëÿ ëþáîé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ω íà C .

Òåì ñàìûì, äëÿ ïðîâåðêè ðåàëèçóåìîñòè ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé äàííîãî íàáîðà
ãëàâíûõ ÷àñòåé äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü g ðàâåíñòâ íóëþ ñóìì âû÷åòîâ äëÿ âûáðàííîãî
áàçèñà ω1, . . . , ωg ïðîñòðàíñòâà ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì íà C .
Äîêàçàòåëüñòâî. Îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà âñå ïîëþñà èìåþò ïåðâûé ïîðÿäîê. Äëÿ
äèâèçîðà D = 1 · x1 + · · ·+ 1 · xn òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà äàåò l(D) = n − g + 1+ i(D).
1-ôîðìû, îáðàùàþùèåñÿ â íóëü â òî÷êàõ xi , íå íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèé íà ãëàâíûå
÷àñòè; ðàçìåðíîñòü èõ ïðîñòðàíñòâà ðàâíà i(D), à çíà÷èò ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
îãðàíè÷åíèé íà âû÷åòû ðàâíà g − i(D). Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãëàâíûõ ÷àñòåé
ðàâíà n, ïîýòîìó íèêàêèõ äðóãèõ îãðàíè÷åíèé íåò.
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Ëåêöèÿ 13. Âû÷èñëåíèå Ðèìàíà

Òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòàòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êîìïëåêñíûõ
êðèâûõ äàííîãî ðîäà g . Êàê ìû çíàåì, ïðè g = 0 òàêàÿ êðèâàÿ îäíà (ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ ðàâíà 0). Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ (g = 1)
ðàâíà 1 (êàæäàÿ òàêàÿ êðèâàÿ îäíîçíà÷íî, ñ òî÷íîñòüþ äî äåéñòâèÿ ãðóïïû SL(2,Z),
îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì τ â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè).

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé ñòåïåíè d íà êðèâûõ ðîäà g îïðåäåëèòü ïðîñòî. Ïî
ôîðìóëå Ðèìàíà�Ãóðâèöà îáùàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ èìååò 2d + 2g − 2 òî÷åê ïðîñòîãî
âåòâëåíèÿ, è, êàê ìû çíàåì, çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êàõ âåòâëåíèÿ ìîæíî ìåíÿòü
ïðîèçâîëüíî, ò.å. îíè îáðàçóþò ñèñòåìó ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé.
Ïðè d ≥ 2g ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìåðîìîðôíûõ ôóíêöèé ñòåïåíè d ñ ïîëþñàìè
ïåðâîãî ïîðÿäêà íà äàííîé êðèâîé ðîäà g ðàâíà 2d − g + 1: ïðîñòðàíñòâî äèâèçîðîâ D
ïîëþñîâ òàêèõ ôóíêöèé èìååò ðàçìåðíîñòü d , è äëÿ êîíêðåòíîãî äèâèçîðà
D = 1 · x1 + · · ·+ 1 · xd òåîðåìà Ðèìàíà�Ðîõà äàåò

l(D) = d − g + 1+ i(D) = d − g + 1

(i(D) = 0, ïîñêîëüêó ñóììàðíàÿ êðàòíîñòü íóëåé ãîëîìîðôíîé 1-ôîðìû ðàâíà 2g − 2).
Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ ðîäà g ðàâíà

(2d + 2g − 2)− (2d − g + 1) = 3g − 3.
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Ëåêöèÿ 13. Âû÷èñëåíèå Ðèìàíà
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Ëåêöèÿ 13. Âû÷èñëåíèå Ðèìàíà: îòìå÷åííûå òî÷êè

Çíà÷åíèå 3g − 3 äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ ðîäà g íå ñîãëàñóåòñÿ ñ
âû÷èñëåííûìè íàìè ðàíåå ðàçìåðíîñòÿìè 0 è 1 äëÿ êðèâûõ ðîäà g = 0 è g = 1
ñîîòâåòñòâåííî.

Ïðè÷èíà ýòîãî íåñîîòâåòñòâèÿ � íàëè÷èå ó êðèâûõ ðîäà 0 è ó êðèâûõ ðîäà 1
íåïðåðûâíûõ àâòîìîðôèçìîâ (ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé ðîäà 0 èìååò
ðàçìåðíîñòü 3, êðèâûõ ðîäà 1 � ðàçìåðíîñòü 1). Êðèâûå ðîäà g = 2 è âûøå íå èìåþò
íåïðåðûâíûõ àâòîìîðôèçìîâ, è ôîðìóëà 3g − 3 äëÿ ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà òàêèõ
êðèâûõ ðàáîòàåò.
×òîáû ñäåëàòü ôîðìóëó äëÿ ðàçìåðíîñòè óíèâåðñàëüíîé, ìîæíî äîáàâèòü íà êðèâóþ
îòìå÷åííûå òî÷êè; åñëè îòìå÷åííûõ òî÷åê äîñòàòî÷íî ìíîãî, òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ
êðèâîé, ñîõðàíÿþùèõ îòìå÷åííûå òî÷êè, ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íîé íåçàâèñèìî îò åå ðîäà.

Theorem

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ ðîäà g ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ðàâíà 3g − 3+ n äëÿ
âñåõ g è n, òàêèõ, ÷òî 2− 2g − n < 0.
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×òîáû ñäåëàòü ôîðìóëó äëÿ ðàçìåðíîñòè óíèâåðñàëüíîé, ìîæíî äîáàâèòü íà êðèâóþ
îòìå÷åííûå òî÷êè; åñëè îòìå÷åííûõ òî÷åê äîñòàòî÷íî ìíîãî, òî ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ
êðèâîé, ñîõðàíÿþùèõ îòìå÷åííûå òî÷êè, ñòàíîâèòñÿ êîíå÷íîé íåçàâèñèìî îò åå ðîäà.

Theorem

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ ðîäà g ñ n îòìå÷åííûìè òî÷êàìè ðàâíà 3g − 3+ n äëÿ
âñåõ g è n, òàêèõ, ÷òî 2− 2g − n < 0.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 13. Êðèâûå ðîäà 3

Lemma

Âñÿêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ ðîäà g ñòåïåíè 2g − 2 â CPg−1, íå ñîäåðæàùàÿñÿ íè â êàêîé
ãèïåðïëîñêîñòè, ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü C ⊂ CPg−1 � êðèâàÿ ðîäà g ñòåïåíè 2g − 2 â CPg−1.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç D äèâèçîð ãèïåðïëîñêîãî ñå÷åíèÿ íà C , ÷åðåç K � êàíîíè÷åñêèé
äèâèçîð. Òîãäà deg(K − D) = 0, è l(K − D) = 1, åñëè äèâèçîð D ëèíåéíî ýêâèâàëåíòåí
äèâèçîðó K è l(K − D) = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Â ïåðâîì ñëó÷àå êðèâàÿ C �
êàíîíè÷åñêàÿ. Âî âòîðîì � ïî òåîðåìå Ðèìàíà�Ðîõà � l(D) = g − 1, à çíà÷èò, C
ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîé ãèïåðïëîñêîñòè.
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Ëåêöèÿ 13. Êðèâûå ðîäà 3

Theorem

Âñÿêàÿ ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êâàðòèêà (êðèâàÿ ñòåïåíè 4) ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé
íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà 3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g = 3
ïåðåâîäèò åå â êðèâóþ â CPg−1 ≡ CP2, ò.å. â ãëàäêóþ ïëîñêóþ êðèâóþ. Ñòåïåíü ýòîé
êðèâîé ðàâíà 4 � èíà÷å ðîä êðèâîé íå ìîæåò ðàâíÿòüñÿ 3 (à òàêæå ïîòîìó, ÷òî ñòåïåíü
êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ðàâíà 2g − 2 = 4). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäûäóùàÿ ëåììà
îçíà÷àåò, ÷òî âñÿêàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 4 � êàíîíè÷åñêàÿ.
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Ñåìèíàð 13.

Ðåøèòå çàäà÷ó Ìèòòàã-Ëåôëåðà (äîêàæèòå òåîðåìó Ðèìàíà) â îáùåì ñëó÷àå � äëÿ
íàáîðà ãëàâíûõ ÷àñòåé ïðîèçâîëüíûõ ïîðÿäêîâ.

Ïðîâåðüòå, ÷òî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ (d = 2) ôóíêöèé íà
êðèâûõ ðîäà g ðàâíà 2d + 2g − 2 = 2g + 2. Âûâåäèòå îòñþäà, ÷òî ïðîñòðàíñòâî
ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ ðîäà g èìååò ðàçìåðíîñòü 2g − 1. Âîñïîëüçîâàâøèñü
ýòèìè ñâåäåíèÿìè, çàêëþ÷èòå, ÷òî íå âñÿêàÿ êðèâàÿ ðîäà g = 3 ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ.

Íàéäèòå ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïëîñêèõ êâàðòèê ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîåêòèâíîé
ýêâèâàëåíòíîñòè. Ñðàâíèòå ýòó ðàçìåðíîñòü ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà êðèâûõ
ðîäà g = 3.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 13.

Ñ ïîìîùüþ ïîäñ÷åòà ðàçìåðíîñòåé äîêàæèòå, ÷òî íå âñÿêàÿ êðèâàÿ ðîäà 10
ðåàëèçóåòñÿ êàê ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ.

Ïóñòü C ⊂ CP2 � ãëàäêàÿ êðèâàÿ ñòåïåíè 8, è ïóñòü D = 1 · p1 + · · ·+ 1 · p7, ãäå
òî÷êè p1, . . . , p7 ∈ C ïîïàðíî ðàçëè÷íû è ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé. Íàéäèòå l(D).
Âûÿñíèòå, èìååò ëè ëèíåéíàÿ ñèñòåìà |D| áàçèñíûå òî÷êè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 13.

Äîêàæèòå, ÷òî òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå ãëàäêîé êâàäðèêè (ãèïåðïîâåðõíîñòè
ñòåïåíè 2) è ãëàäêîé êóáèêè (ãèïåðïîâåðõíîñòè ñòåïåíè 3) â CP3 ÿâëÿåòñÿ êðèâîé
ðîäà 4.

Âîñïîëüçîâàâøèñü êàíîíè÷åñêèì âëîæåíèåì, äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ
íåãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà 4 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå òðàíñâåðñàëüíîãî
ïåðåñå÷åíèÿ ãëàäêèõ êâàäðèêè è êóáèêè â CP3.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè


