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Ëåêöèÿ 14. Òî÷êè Âåéåðøòðàññà

Äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê ïðîåêòèâíîé ïðÿìîé ñóùåñòâóåò åå àâòîìîðôèçì, ïåðåâîäÿùèé
ïåðâóþ òî÷êó âî âòîðóþ. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ëþáîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
Îäíàêî äëÿ êðèâûõ ðîäà g ≥ 2 àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå óæå íåâåðíî, è òî÷êè íà íèõ
îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ôîðìóëà Ðèìàíà�Ðîõà ïîçâîëÿåò �èçìåðèòü� ýòî îòëè÷èå.

Theorem

Åñëè C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , D ∈ Div(C ), d = deg(D), òî
l(D) = d − g + 1+ i(D).

Ïðèìåíèì åå ê ñèòóàöèè, êîãäà äèâèçîð D ýôôåêòèâåí è ñîñðåäîòî÷åí â îäíîé òî÷êå
x ∈ C , D = k · x , k = 0, 1, 2, 3, . . . .

Lemma

Åñëè k ≥ 2g − 1, òî l(k · x) = k − g + 1.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè òàêèõ k ðàçìåðíîñòü i(k · x) = 0 äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ C , ïîñêîëüêó
íå ñóùåñòâóåò ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì ñ íóëåì ïîðÿäêà 2g − 1 èëè âûøå.
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l(k · x) ïðè k ≥ 2g − 1 âåäåò ñåáÿ îäèíàêîâî äëÿ âñåõ
òî÷åê x ∈ C ; à âîò ïðè 1 ≤ k ≤ 2g − 2 åå ïîâåäåíèå çàâèñèò îò âûáîðà òî÷êè.
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Theorem

Åñëè C � ãëàäêàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ êðèâàÿ ðîäà g , D ∈ Div(C ), d = deg(D), òî
l(D) = d − g + 1+ i(D).

l(k · x) = k − g + 1 ïðè k ≥ 2g − 1.

Lemma

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l(k · x) ìîíîòîííî íåóáûâàþùàÿ, ïðè÷åì l((k + 1) · x) = l(k · x), åñëè
íà C íå ñóùåñòâóåò ìåðîìîðôíîé ôóíêöèè ñ åäèíñòâåííûì ïîëþñîì â òî÷êå x , ïîðÿäîê
êîòîðîãî â òî÷íîñòè ðàâåí k + 1, è l((k + 1) · x) = l(k · x) + 1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ k ≥ 2g − 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî l((k + 1) · x) = l(k · x) + 1.

Corollary

Íà îòðåçêå 1 ≤ k ≤ 2g − 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l(k · x) èìååò g − 1 ïîäñêîêîâ íà 1.
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Lemma

Ïóñòü k1, k2 � äâå òî÷êè ïîäñêîêà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè l(k · x). Òîãäà k1 + k2 òàêæå
ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîäñêîêà. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî òî÷åê ïîäñêîêà ÿâëÿåòñÿ
ïîäïîëóãðóïïîé â ãðóïïå N íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ïî ñëîæåíèþ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íà C åñòü ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f1 ñ ïîëþñîì ïîðÿäêà k1 â x , íå
èìåþùàÿ äðóãèõ ïîëþñîâ, è ìåðîìîðôíàÿ ôóíêöèÿ f2 ñ ïîëþñîì ïîðÿäêà k2 â x , íå
èìåþùàÿ äðóãèõ ïîëþñîâ, òî èõ ïðîèçâåäåíèå f1f2 ÿâëÿåòñÿ ìåðîìîðôíîé ôóíêöèåé ñ
ïîëþñîì ïîðÿäêà k1 + k2 â x , íå èìåþùåé äðóãèõ ïîëþñîâ.

Remark. Ïîëíîãî íåçàâèñèìîãî îïèñàíèÿ âñåõ âñòðå÷àþùèõñÿ ïîäïîëóãðóïï â N òàêîãî
âèäà íå ñóùåñòâóåò.
Çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà k , äëÿ êîòîðûõ l(k · x) = l((k − 1) · x) íàçûâàþòñÿ ëàêóíàìè â
òî÷êå x . ×èñëî ëàêóí â êàæäîé òî÷êå ðàâíî g è âñå îíè íàõîäÿòñÿ íà íà÷àëüíîì îòðåçêå
{1, 2, . . . , 2g − 1} çíà÷åíèé ïàðàìåòðà k . Ïðè g ≥ 1 çíà÷åíèå k = 1 ÿâëÿåòñÿ ëàêóíîé â
ëþáîé òî÷êå x : l(1 · x) = l(0 · x) = 1. Ìíîæåñòâî ëàêóí îáðàçóåò äîïîëíåíèå ê ïîëóãðóïïå
ïîäñêîêîâ.
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Example

Ïðè g = 0 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l(k · x) èìååò âèä 2, 3, 4, . . . äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ CP1.
Ïðè g = 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l(k · x) èìååò âèä 1, 2, 3, 4, . . . äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ C .

Example

Âñÿêàÿ êðèâàÿ ðîäà g = 2 ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l(k · x) çàâèñèò îò
âûáîðà òî÷êè x . Åñëè x ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ãèïåðýàëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèè,
òî l(2 · x) = 2, ò.å. çíà÷åíèå k = 2 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ïîäñêîêà. Ïîñêîëüêó íà îòðåçêå
{1, 2, 3} çíà÷åíèé k äîëæíî áûòü äâå ëàêóíû, òî ýòî çíà÷åíèÿ k = 1 è k = 3. Òàêèì
îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé l(k · x) èìååò âèä 1, 2, 2, 3, 4, 5, . . . .
Åñëè æå x íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèè, òî
l(2 · x) = 1, à çíà÷èò ëàêóíû ýòî k = 1 è k = 2; ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l(k · x) èìååò âèä
1, 1, 2, 3, 4, . . . .
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Example
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Ïðè g = 1 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü l(k · x) èìååò âèä 1, 2, 3, 4, . . . äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ C .
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De�nition

Òî÷êà x ∈ C ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ðîäà g íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà,
åñëè l(k · x) = 2 äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ k ≤ g (ýêâèâàëåíòíî, åñëè l(g · x) ≥ 2). Òî÷êà
Âåéåðøòðàññà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå ëàêóí èìååò âèä
1, 2, 3, . . . , g − 1, g + 1.

Ïóñòü 1 = a1 < a2 < · · · < ag ≤ 2g − 1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëàêóí òî÷êè x ãëàäêîé
êðèâîé C ðîäà g .

De�nition

Âåñîì òî÷êè x ∈ C ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ðîäà g íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà∑g
i=1(ai − i).

Â ÷àñòíîñòè, åñëè x � íå òî÷êà Âåéåðøòðàññà, òî åå âåñ ðàâåí 0. Âåñ íîðìàëüíîé òî÷êè
Âåéåðøòðàññà ðàâåí 1.

Lemma

Åñëè x ∈ C � òî÷êà Âåéåðøòðàññà, òî åå âåñ ïîëîæèòåëåí.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 14. Òî÷êè Âåéåðøòðàññà

De�nition

Òî÷êà x ∈ C ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ðîäà g íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà,
åñëè l(k · x) = 2 äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ k ≤ g (ýêâèâàëåíòíî, åñëè l(g · x) ≥ 2). Òî÷êà
Âåéåðøòðàññà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå ëàêóí èìååò âèä
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Åñëè x ∈ C � òî÷êà Âåéåðøòðàññà, òî åå âåñ ïîëîæèòåëåí.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 14. Òî÷êè Âåéåðøòðàññà

De�nition

Òî÷êà x ∈ C ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ðîäà g íàçûâàåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà,
åñëè l(k · x) = 2 äëÿ íåêîòîðîãî çíà÷åíèÿ k ≤ g (ýêâèâàëåíòíî, åñëè l(g · x) ≥ 2). Òî÷êà
Âåéåðøòðàññà íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíîé, åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åå ëàêóí èìååò âèä
1, 2, 3, . . . , g − 1, g + 1.

Ïóñòü 1 = a1 < a2 < · · · < ag ≤ 2g − 1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëàêóí òî÷êè x ãëàäêîé
êðèâîé C ðîäà g .

De�nition

Âåñîì òî÷êè x ∈ C ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ðîäà g íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà∑g
i=1(ai − i).
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Theorem

Ñóììà âåñîâ âñåõ òî÷åê ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ðîäà g ðàâíà (g − 1)g(g + 1).

Corollary

×èñëî òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà âñÿêîé ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé êîíå÷íî è íå
ïðåâîñõîäèò (g − 1)g(g + 1), ãäå g � ðîä êðèâîé.
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Theorem

Ñóììà âåñîâ âñåõ òî÷åê ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ðîäà g ðàâíà (g − 1)g(g + 1).

Corollary

×èñëî òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà âñÿêîé ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé êîíå÷íî è íå
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Theorem

Ñóììà âåñîâ âñåõ òî÷åê ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ðîäà g ðàâíà (g − 1)g(g + 1).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü ω1, . . . , ωg � áàçèñ â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðíûõ 1-ôîðì íà êðèâîé C . Çàïèøåì ýòè
1-ôîðìû â ëîêàëüíîé êîîðäèíàòå z â îêðåñòíîñòè äàííîé òî÷êè x ∈ C : ωi = ϕi (z)dz .
Ñîñòàâèì èç êîýôôèöèåíòîâ φi ýòèõ 1-ôîðì è èõ ïðîèçâîäíûõ g × g -ìàòðèöó Âðîíñêîãî

W (z) =


ϕ1(z) ϕ′1(z) . . . ϕ

(g−1)
1 (z)

ϕ2(z) ϕ′2(z) . . . ϕ
(g−1)
2 (z)

. . . . . . . . . . . .

ϕg (z) ϕ′g (z) . . . ϕ
(g−1)
g (z)

 .

Lemma

Âåñ òî÷êè êðèâîé ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì íóëÿ îïðåäåëèòåëÿ |W (z)| ìàòðèöû Âðîíñêîãî
(âðîíñêèàíà) â ýòîé òî÷êå.
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Theorem
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. . . . . . . . . . . .

ϕg (z) ϕ′g (z) . . . ϕ
(g−1)
g (z)

 .

Lemma
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Lemma
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Lemma

Âåñ òî÷êè êðèâîé ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì íóëÿ âðîíñêèàíà â ýòîé òî÷êå.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè òî÷êà êðèâîé íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà, òî âðîíñêèàí â íåé
îòëè÷åí îò íóëÿ. ßñíî òàêæå, ÷òî ïîðÿäîê íóëÿ âðîíñêèàíà â äàííîé òî÷êå íå çàâèñèò îò
âûáîðà áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì.

Âûâîä òåîðåìû èç ëåììû: âûáîð áàçèñà â ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì
îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå êðèâîé C â ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ïðîñòðàíñòâó
ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé

T∨C ⊗ (T∨)⊗2C ⊗ (T∨)⊗3C ⊗ · · · ⊗ (T∨)⊗gC .

Ñòåïåíü ýòîãî ëèíåéíîãî ðàññëîåíèÿ ðàâíà

(2g − 2) + 2 · (2g − 2) + 3 · (2g − 2) + · · ·+ g · (2g − 2) = (g − 1)g(g + 1).

Ýòà ñòåïåíü ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ïîðÿäêîâ íóëåé ëþáîãî åãî ãîëîìîðôíîãî ñå÷åíèÿ, â òîì
÷èñëå, âðîíñêèàíà â ëþáîì áàçèñå.
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Lemma
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ãîëîìîðôíûõ ñå÷åíèé òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ëèíåéíûõ ðàññëîåíèé
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Lemma

Âåñ òî÷êè êðèâîé ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì íóëÿ âðîíñêèàíà â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëîêàëüíî. Ïóñòü x ∈ C . Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì:

â êà÷åñòâå ω1 âîçüìåì 1-ôîðìó, îòëè÷íóþ îò íóëÿ â ò. x (òàêàÿ 1-ôîðìà ñóùåñòâóåò,
ïîñêîëüêó ó êîêàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ ê C íåò áàçèñíûõ òî÷åê);

ðàçëîæèì ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì â ïðÿìóþ ñóììó ïðÿìîé Cω1 è
äîïîëíèòåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç 1-ôîðì, èìåþùèõ íóëü â ò. x ;
ïóñòü b2 � íàèìåíüøèé ïîðÿäîê íóëÿ â x ó 1-ôîðì èç ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà;

âûáåðåì â ïîñòðîåííîì ïîäïðîñòðàíñòâå 1-ôîðìó ñ íóëåì ïîðÿäêà b2 â x è âîçüìåì
åå â êà÷åñòâå ω2;

ðàçëîæèì ïîñòðîåííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì â ïðÿìóþ ñóììó
ïðÿìîé Cω2 è äîïîëíèòåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç 1-ôîðì, èìåþùèõ â
ò. x íóëü ïîðÿäêà > b2; ïóñòü b3 � íàèìåíüøèé ïîðÿäîê íóëÿ â x ó 1-ôîðì èç ýòîãî
ïîäïðîñòðàíñòâà; è ò.ä.
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Lemma

Âåñ òî÷êè êðèâîé ñîâïàäàåò ñ ïîðÿäêîì íóëÿ âðîíñêèàíà â ýòîé òî÷êå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëîêàëüíî. Ïóñòü x ∈ C . Ïîñòðîèì èíäóêòèâíî áàçèñ â
ïðîñòðàíñòâå ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì:
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ðàçëîæèì ïðîñòðàíñòâî ãîëîìîðôíûõ 1-ôîðì â ïðÿìóþ ñóììó ïðÿìîé Cω1 è
äîïîëíèòåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç 1-ôîðì, èìåþùèõ íóëü â ò. x ;
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åå â êà÷åñòâå ω2;
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ïðÿìîé Cω2 è äîïîëíèòåëüíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà, ñîñòîÿùåãî èç 1-ôîðì, èìåþùèõ â
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ïîäïðîñòðàíñòâà; è ò.ä.
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. . . . . . . . . . . .
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bg−1 + . . . . . . . . .

 .
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Ëåêöèÿ 14. Òî÷êè ïåðåãèáà ïëîñêèõ êâàðòèê

Ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ C ñòåïåíè d = 4 (êâàðòèêà) ÿâëÿåòñÿ êðèâîé ðîäà
g = (d − 1)(d − 2)/2 = 3. Êàæäàÿ òî÷êà x ãëàäêîé ïëîñêîé êâàðòèêè îïðåäåëÿåò
ìåðîìîðôíóþ ôóíêöèþ ñòåïåíè 3 íà íåé � ïðîåêöèþ èç ýòîé òî÷êè. Îäíó èç ïðÿìûõ,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç x , ìû ìîæåì ñ÷èòàòü áåñêîíå÷íîñòüþ. Åñëè y � òî÷êà ïðîñòîãî
ïåðåãèáà êðèâîé C , òî ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç íåå êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêàåò C åùå â îäíîé
òî÷êå, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç x .

Ïðîåêöèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ òî÷êîé x ∈ C , èìååò â òî÷êå y ïîëþñ òðåòüåãî ïîðÿäêà è íå
èìååò äðóãèõ ïîëþñîâ (ïðÿìàÿ xy íå ïåðåñåêàåò C â äðóãèõ òî÷êàõ). Òåì ñàìûì,
l(3 · y) ≥ 2, ò.å. y ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé Âåéåðøòðàññà êðèâîé C . Íà îáùåé ãëàäêîé êâàðòèêå
èìååòñÿ 24 òî÷êè ïðîñòîãî ïåðåãèáà. Ïîñêîëüêó (g − 1)g(g + 1) = 2 · 3 · 4 = 24, ìû
çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå òî÷êè ïðîñòîãî ïåðåãèáà èìåþò âåñ 1, à ëàêóíû â ýòèõ òî÷êàõ ðàâíû
1, 2, 4.
Êàæäàÿ ãëàäêàÿ ïëîñêàÿ êâàðòèêà ÿâëÿåòñÿ êàíîíè÷åñêîé êðèâîé ðîäà 3, ïðè
êàíîíè÷åñêîì âëîæåíèè íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà 3 òî÷êè Âåéåðøòðàññà
ïåðåõîäÿò â òî÷êè ïåðåãèáà. Òî÷êè Âåéåðøòðàññà êàíîíè÷åñêèõ êðèâûõ ñòàðøèõ ðîäîâ
ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáîáùåíèÿ òî÷åê ïåðåãèáà ïëîñêèõ êâàðòèê.
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Ëåêöèÿ 14. Êîíå÷íîñòü ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ

Theorem

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g ≥ 2 êîíå÷íà.

Lemma

Åñëè àâòîìîðôèçì ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ðîäà g èìååò áîëåå 2g + 2
íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî îí òîæäåñòâåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η : C → C � àâòîìîðôèçì, èìåþùèé s íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Âîçüìåì ýôôåêòèâíûé äèâèçîð D, ñîñòîÿùèõ èç g + 1 òî÷åê êðàòíîñòè 1, íè îäíà èç
êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé àâòîìîðôèçìà η. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà�Ðîõà,
l(D) = (g + 1)− g + 1+ i(D) = 2+ i(D). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : C → CP1,
èìåþùàÿ ïîëþñà íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì òîëüêî â òî÷êàõ äèâèçîðà D.
Ôóíêöèÿ f − f ◦ η èìååò íå áîëåå ÷åì 2g + 2 ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è íå ìåíåå s íóëåé
(âñÿêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà àâòîìîðôèçìà η ÿâëÿåòñÿ åå íóëåì). Ïîýòîìó s ≤ 2g + 2.

Lemma

Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà êðèâîé ðîäà g ðàâíî 2g + 2, è îíî
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.
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l(D) = (g + 1)− g + 1+ i(D) = 2+ i(D). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : C → CP1,
èìåþùàÿ ïîëþñà íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì òîëüêî â òî÷êàõ äèâèçîðà D.
Ôóíêöèÿ f − f ◦ η èìååò íå áîëåå ÷åì 2g + 2 ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è íå ìåíåå s íóëåé
(âñÿêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà àâòîìîðôèçìà η ÿâëÿåòñÿ åå íóëåì). Ïîýòîìó s ≤ 2g + 2.

Lemma

Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà êðèâîé ðîäà g ðàâíî 2g + 2, è îíî
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ëåêöèÿ 14. Êîíå÷íîñòü ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ

Theorem

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g ≥ 2 êîíå÷íà.

Lemma

Åñëè àâòîìîðôèçì ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé C ðîäà g èìååò áîëåå 2g + 2
íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî îí òîæäåñòâåííûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü η : C → C � àâòîìîðôèçì, èìåþùèé s íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Âîçüìåì ýôôåêòèâíûé äèâèçîð D, ñîñòîÿùèõ èç g + 1 òî÷åê êðàòíîñòè 1, íè îäíà èç
êîòîðûõ íå ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé àâòîìîðôèçìà η. Ïî òåîðåìå Ðèìàíà�Ðîõà,
l(D) = (g + 1)− g + 1+ i(D) = 2+ i(D). Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ f : C → CP1,
èìåþùàÿ ïîëþñà íå âûøå ïåðâîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì òîëüêî â òî÷êàõ äèâèçîðà D.
Ôóíêöèÿ f − f ◦ η èìååò íå áîëåå ÷åì 2g + 2 ïîëþñîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà è íå ìåíåå s íóëåé
(âñÿêàÿ íåïîäâèæíàÿ òî÷êà àâòîìîðôèçìà η ÿâëÿåòñÿ åå íóëåì). Ïîýòîìó s ≤ 2g + 2.

Lemma

Ìèíèìàëüíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê Âåéåðøòðàññà íà êðèâîé ðîäà g ðàâíî 2g + 2, è îíî
äîñòèãàåòñÿ òîëüêî äëÿ ãèïåðýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè
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Ñåìèíàð 14.

Äîêàæèòå, ÷òî íà êðèâîé C ðîäà g ≥ 2 çíà÷åíèå k = 2 íå ÿâëÿåòñÿ ëàêóíîé â
òî÷êå x ∈ C â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà C ãèïåðýëëèïòè÷åñêàÿ è x �
íåïîäâèæíàÿ òî÷êà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèè.

Äîêàæèòå, ÷òî âñÿêàÿ òî÷êà Âåéåðøòðàññà ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êîé ãèïåðýëëèïòè÷åñêîé èíâîëþöèè.

Äîêàæèòå òåîðåìó Êëèôôîðäà: äëÿ ëþáîé òî÷êè x íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé C
ðîäà g ≥ 3 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî l(k · x) < k

2
+ 1 äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , 2g − 1.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè



Ñåìèíàð 14.

Äîêàæèòå, ÷òî íà íåãèïåðýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ðîäà g ≥ 3 åñòü ïî êðàéíåé ìåðå
2g + 6 òî÷åê Âåéåðøòðàññà.

Âû÷èñëèòå ëàêóíû â òî÷êå ïåðåãèáà âòîðîãî ïîðÿäêà ãëàäêîé ïëîñêîé êâàðòèêè.

Íàéäèòå òî÷êè ïåðåãèáà êâàðòèêè Êëåéíà

x3y + y3z + z3x = 0

è îïèøèòå äåéñòâèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ýòîé êðèâîé íà ìíîæåñòâå òî÷åê
ïåðåãèáà.
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Ñåìèíàð 14.

Íàéäèòå âñå òî÷êè Âåéåðøòðàññà ïëîñêîé êðèâîé Ôåðìà x4 + y4 = 1 è óêàæèòå èõ
òèï. Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ðåçóëüòàòîì, íàéäèòå ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ êðèâîé
Ôåðìà.

Äîêàæèòå ëåììó Øåíáåðãà: åñëè ó àâòîìîðôèçìà ãëàäêîé àëãåáðàè÷åñêîé êðèâîé
ðîäà g ≥ 2 áîëüøå 4 íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî âñå îíè ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè
Âåéåðøòðàññà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Ââåäåíèå â ðèìàíîâû ïîâåðõíîñòè


