
Êëàññèôèöèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà

âåñíà 2022
çàäà÷è ïèñüìåííîãî äîìàøíåãî ýêçàìåíà (îáíîâëåííàÿ âåðñèÿ)
ðåøåíèÿ ïðèñûëàòü íà kazarian@mccme.ru äî êîíöà ñóááîòû 18 èþíÿ

1. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå f : S2 ∨ S2 → CP∞ × CP∞, èíäóöèðîâàííîå âëîæåíèåì êàæäîé èç
ñôåð áóêåòà â êà÷åñòâå 2-ìåðíîãî êëåòî÷íîãî îñòîâà ñîìíîæèòåëåé. Îïðåäåëèòå ãîìîëîãèè ñëîÿ
ðàññëîåíèÿ, ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíîãî îòîáðàæåíèþ f . Âû÷èñëèòå îòñþäà ãðóïïó π3(S2 ∨S2).

2. Âû÷èñëèòå îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû äî ñòåïåíè 5 àáñòðàêòíîãî êàññà Ó v = Sq−1w, ãäå Sq =

1+Sq1 +Sq2 + . . . � ïîëíûé êâàäðàò Ñòèíðîäà è w = 1+w1 +w2 + . . . � ïîëíûé êëàññ Øòèôôåëÿ-
Óèòíè.

3. Íàéäèòå âñå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëàìè Øòèôôåëÿ-Óèòíè (çíà÷åíèé ìîíîìîâ îò êëàññîâ
Øòèôôåëÿ-Óèòíè êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà ôóíäàìåíòàëüíîì öèêëå ìíîãîîáðàçèÿ) n-ìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé ïðè n = 1, 2, . . . , 5, âûòåêàþùèå èç òåîðåìû Ó. Ñêîëüêî ñðåäè âîçìîæíûõ ñòðîê õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ äëÿ êàæäîãî n 6 5?

4. Äëÿ êàæäîãî èç ïðèâåäåííûõ íèæå êîìïëåêñíûõ òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé âû÷èñëèòå íàáîð
âñåõ ÷èñëåë ×åðíà (çíà÷åíèé ìîíîìîâ îò êëàññîâ ×åðíà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà ôóíêäàìåí-
òàëüíîì êëàññå).
a) ïîåêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà è èõ ïðîèçâåäåíèÿ;
á) H2,2 � ãèïåðïîâåðõíîñòü áèñòåïåíè (1, 1) â CP 2 × CP 2;
â) ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d â CP 4;
ã) ïðîåêòèâèçàöèÿ òàâòîëîãè÷åñêîãî ðàññëîåíèÿ ðàíãà 2 íàä G2,3 ' CP 2;
ä) êîýôôèöèåíò ïðè x2y2 â ôîðìàëüíîé ãðóïïå F (x, y) êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ.
Âûáåðåòå íàáîð êàêèõ-íèáóäü èç íèõ (èëè èõ öåëî÷èñëåííûõ êîìáèíàöèé) â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ
ãðóïïû ΩC

6 , è âûðàçèòå ÷åðåç íèõ îñòàëüíûå. Âû÷èñëèòå èíäåêñû ïðè âëîæåíèè öåëî÷èñëåííûõ
ðåøåòîê

〈CP 3,CP 2 × CP 1,CP 1 × CP 1 × CP 1 ⊂ ΩC
6 ⊂ 〈p3, p2p1, p

3
1〉, pk = CPk

k+1 .

(Òîò ôàêò, ÷òî ïðèâåäåííûå âûøå ìíîãîîáðàçèÿ ïîðîæäàþò ãðóïïó ΩC
6 , ñ÷èòàòü èçâåñòíûì).

5. Ïîëüçóÿñü ôîðìóëîé Ðèìàíà-Ðîõà, íàéäèòå ñîîòíîøåíèÿ äåëèìîñòè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
÷èñåë òðåõìåðíûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé. Ñðàâíèòå îòâåò ñ îòâåòîì ïðåäûäóùåé çàäà÷è.

6. Ðàññìîòðèì ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî âñåõ êðèâûõ ñòåïåíè d íà êîìïëåêñíîé ïðîåêòèâíîé ïëîñ-
êîñòè (îäíîðîäíûìè êîîðäèíàòàìè â ýòîì ïðîñòðàíñòâå ñëóæàò êîýôôèöèåíòû îäíîðîäíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ñòåïåíè d îò òðåõ ïåðåìåííûõ, çàäàþùåãî êðèâóþ). Îïðåäåëèòå ñòåïåíü ïîäìíîãîîáðàçèÿ
â ýòîì ïðîåêòèâíîì ïðîñòðàíñòâå, îáðàçîâàííîãî
à) îñîáûìè êðèâûìè;
á) êðèâûìè ñ êàñïàìè (îñîáåííîñòÿìè òèïà A2).
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Ìàòåðèàëû ñåìèíàðîâ ïî êóðñó

¾Êàññèôèöèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà¿

1 Àëãåáðà Ñòèíðîäà

Ðàññìîòðèì ãðàäóèðîâàííîå êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ Z2[t1, . . . , tn], deg ti = 1, ãäå n� 0 � ôèêñèðîâàí-
íîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî (ýòî � êîëüöî Z2-êîãîìîëîãèé ïðîñòðàíñòâà P∞ × · · · × P∞, íî â äàííîì
êîíòåêñòå ýòî íå âàæíî). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sq àâòîìîðôèçì ýòîãî êîëüöà, çàäàííûé íà îáðàçóþùèõ
ðàâåíñòâîì Sq ti = ti+t

2
i . Ýòîò àâòîìîðôèçì íåîäíîðîäíûé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sqk ñîîòâåòñòâóþùèå

îäíîðîäíûå ñîñòîâëÿþùèå: Sq = 1 + Sq1 + Sq2 + . . . .
Àëãåáðà, ïîðîæäåííàÿ ýíäîìîðôèçìàìè Sqk, íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé Ñòèíðîäà A∗ = A0⊕A1⊕A2⊕

. . . . Áîëåå òî÷íî, îáðàçóþùèìè â ýòîé (àññîöèàòèâíîé íåêîììóòàòèâíîé) àëãåáðå íàä Z2 ñëóæàò
ñèìâîëû Sq1,Sq2, . . . , à ñîîòíîøåíèÿìè ñëóæàò òå âûðàæåíèÿ îò îáðàçóþùèõ, êîòîðûå çàäàþò
òðèâèàëüíûå ýíäîìîðôèçìû êîëüöà ìíîãî÷ëåíîâ Z2[t1, . . . , tn] äëÿ âñåõ n.

Çàäà÷à. Ïîëîæèì u = ωn = t1 . . . tn. Ïîêàæèòå, ÷òî âñÿêèé ìíîãî÷ëåí âèäà
a u äåëèòñÿ íà u, ãäå a ∈ A∗. Ïîêàæèòå, ÷òî A∗u ïîðîæäåíî ìíîãî÷ëåíàìè âèäà
Sym (tk11 . . . tknn )u, ãäå äëÿ êàæäûé èç ïîêàçàòåëåé ki èìååò âèä 2p − 1. Âûâåäèòå
îòñþäà, ÷òî â êà÷åñòâå Z2-áàçèñà â A∗ ìîæíî âçÿòü èòåðèðîâàííûå îïåðàöèè âèäà
Sqik . . . Sqi1 , ãäå ik > 2ik−1, . . . , i2 > 2i1.

Ìîíîìû îò Sqk òàêîãî âèäà, êàê â çàäà÷å, íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè. Èç çàäà÷è âûòåêàåò, ÷òî
âñÿêîå ïðîèçâåäåíèå âèäà SqaSqb ïðè a < 2b âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äîïóñòèìûå. ×òîáû ñäåëàòü ýòî,
ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèÿìè Àäåìà:

SqaSqb =

a+b
3∑
c=0

Ca−2c
b−c−1Sqa+b−cSqc, a < 2b.

Çàäà÷à. a) Âûïèøèòå ñîîòíîøåíèÿ Àäåìà äëÿ a+b 6 5 è äîêàæèòå èõ íàïðÿìóþ.
b)∗ Äîêàæèòå ñîîòíîøåíèÿ Àäåìà äëÿ ïðîèçâîëüíûõ a è b.

Çàäà÷à. Îáîçíà÷èì Sq = 1 + α. Âûðàçèòå ÷åðåç äîïóñòèìûå ìîíîìû îäíîðîäíûå
ñîñòàâëÿþùèå äî ñòåïåíè 5 ðÿäà (Sq)−1 = 1− α + αα− ααα + . . . .

Çàäà÷à. Ïîêàæèòå, ÷òî A∗ ñîõðàíÿåò ïîäêîëüöî ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ è
âû÷èñëèòå Sqkωm, ãäå ωm � m-ÿ ýëåìåíòàðíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îò ïåðåìåí-
íûõ t1, . . . , tn. À èìåííî, äîêàæèòå:

Sqkωm =
k∑
j=0

Cj
m−k+j−1ωk−jωm+j

Çàäà÷à. Âû÷èñëèòå îäíîðîäíûå ñîñòàâëÿþùèå äî ñòåïåíè 5 àáñòðàêòíîãî êëàññà

Ó v = Sq−1ω, ãäå ω = 1 + ω1 + ω2 + . . . .

Îáîçíà÷èì M = M0 ⊕M1 ⊕ · · · = lim
N
H
N+∗

(MO(N),Z2) = Z2[ω1, ω2, . . . ]u. Ïðîñòðàíñòâî M
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìîäóëü íàä êîëüöîì H∗(BO) = Z2[ω1, ω2, . . . ], ãäå îáðàçóþùåé u ñëóæèò
êëàññ Òîìà. Êâàäðàòû Ñòèíðîäà äåéñòâóþò âM ïî ïðàâèëó

Sqkωm =

k∑
i=0

Cjm−k+j−1ωk−iωm+i, Sqku = ωku.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî àëãåáðà Ñòèíðîäà äåéñòâóåò ñâîáîäíî â M; óêàæèòå
êàêóþ-íèáóäü ñèñòåìó ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ ýòîãî äåéñòâèÿ.
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Âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäíåé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãîìîòîïè÷åñêèõ ãðóïï
ïðîñòðàíñòâ MO(N), à ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âû÷èñëåíèÿ ãðóïï êîáîðäèçìîâ Ωn. À èìåííî, îáðà-
çóþùèå A∗-ìîäóëÿ M íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ Z2-îáðàçóþùèìè ãðóïï
Ω∗ = πN+∗(MO(N)), N →∞.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç M+ = A>0M ⊂ M ïîäïðîñòðàíñòâî, ïîðîæäåííîå ýëåìåíòàìè, ïîëó÷àåìû-
ìè íåòðèâèàëüíûìè êîìáèíàöèÿìè êâàäðàòîâ Ñòèíðîäà. Òîãäà óòâåðæäåíèå ïðåäûäóùåé çàäà÷è
ìîæíî ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: ïóñòü e1, e2, . . . � áàçèñ íàä Z2 âåêòîðíîãî ïðî-

ñòðàíñòâàM/M+. Òîãäà ýòè æå ýëåìåíòû ei ìîãóò ñëóæèòü ñâîáîäíîé ñèñòåìîé îáðàçóþùèõ

A∗-ìîäóëÿM.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç yi ìíîãî÷ëåíû

∑
ti (âûðàæåííûå ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ωk).

Âûáåðåì òå èç íèõ, äëÿ êîòîðûõ i+ 1 íå ÿâëÿþòñÿ ñòåïåíüþ äâîéêè.

Çàäà÷à. Äîêàæèòå èçîìîðôèçì M/M+
∼= Z2[y2, y4, y5, y6, y8, . . . ]u. Òàêèì îáðà-

çîì, â êà÷åñòâå ñèñòåìû ñâîáîäíûõ îáðàçóþùèõ A∗-ìîäóëÿM ìîæíî âçÿòü âñåâîç-
ìîæíûå ìîíîìû îò yi.

Êâàäðàòû Ñòèíðîäà Sqk äåéñòâóþò â Z2-êîãîìîëîãèÿõ ïðîèçâîëüíîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà êàê ñòàáèëüíûå êîãîìîëîãè÷åñêèå îïåðàöèè. ×åðåç íèõ âûðàæàþòñÿ êëàññû Øòèôåëÿ-
Óèòíè âåêòîðíûõ ðàññëîåíèé.

Çàäà÷à. Ïóñòü E → X � âåêòîðíîå ðàññëîåíèå ðàíãà n. Äîêàæèòå, ÷òî ïðè èçî-

ìîðôèçìå Òîìà t : Hk(X,Z2)
'→ Hn+k(TE,Z2) êëàññ Øòèôôåëÿ-Óèòíè ωk(E) ïåðå-

õîäèò â k-é êâàäðàò Ñòèíðîäà êëàññà Òîìà u = t(1),

ωk(E) · u = Sqk u ∈ Hk+n(X,Z2).

Îáðàòíî, êâàäðàòû Ñòèíðîäà âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êëàññû Øòèôåëÿ-Óèòíè (â êîãîìîëîãèÿõ ìíî-
ãîîáðàçèé).

Çàäà÷à. ÏóñòüM � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèíãóëÿðíûé öèêë,
äâîéñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå äàííîìó êëàññó êîãîìîëîãèé α ∈ H∗(M,Z2), ïðåäñòàâëåí
ãëàäêèì ñîáñòâåííûì îòîáðàæåíèåì f : N → M , degα = dimM − dimN (ò.å. α =
f∗1). Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà

Sqkα = f∗ωk(f),

ãäå îòíîñèòåëüíûå êëàññû Øòèôôåëÿ-Óèòíè ωk(f) ∈ H∗(N,Z2) îòîáðàæåíèÿ f çà-

äàþòñÿ ôîðìàëüíûì ðàâåíñòâîì ω(f) = ω(f ∗TM − TN) = f∗ω(TM)
ω(TN)

. (Óêàçàíèå: ðàñ-

ñìîòðèòå ñïåðâà ñëó÷àé, êîãäà N ⊂M � ïîäìíîãîîáðàçèå è f � âëîæåíèå.)

Êëàññîì Ó v = 1 + v1 + v2 + . . . ìíîãîîáðàçèÿ M íàçûâàåòñÿ êëàññ v = Sq−1ω(TM). Î÷åâèä-
íî, êëàññû Øòèôåëÿ-Óèòíè ìíîãîîáðàçèÿ ωk(TM) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êëàññû Ó vi ïðè ïîìîùè
êâàäðàòîâ Ñòèíðîäà.

Òåîðåìà (ôîðìóëà Ó). Ïóñòü M � ãëàäêîå êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå ðàçìåðíîñòè n. Òîãäà
äëÿ âñÿêîãî k ãîìîìîðôèçì Sqk : Hn−k(M,Z2) → Hn(M,Z2) = Z2 ñîâïàäàåò ñ ãîìîìîðôèçìîì,

çàäàâàåìûì óìíîæåíèåì íà vk.

Ôîðìóëó Ó ìîæíî ïðèìåíÿòü, â ÷àñòíîñòè, ê ìîíîìàì îò êëàññîâ Øòèôôåëÿ-Óèòíè ìíîãîîá-
ðàçèÿ. Ïîñêîëüêó äåéñòâèå Sqk íà êëàññû Øòèôåëÿ-Óèòíè íàì èçâåñòíî, èç ôîðìóëû Ó âûòåêàþò
óíèâåðñàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè ìíîãîîáðàçèé:

(Sqkα− vkα, [M ]) = 0

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìîíîìà α îò êëàññîâ Øòèôôåëÿ-Óèòíè. Íàïðèìåð, äëÿ âñÿêîãî 2-ìåðíîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ω2

1(M) = ω2(M).

Çàäà÷à. Íàéäèòå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè n-ìåðíûõ
ìíîãîîáðàçèé ïðè n = 3, 4, 5.
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Äðóãèì ñïîñîáîì ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëàìè ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäó-
þùèì ñïîñîáîì. Ïóñòü χ � ìíîãî÷ëåí âçâåøåííîé ñòåïåíè n îò îáðàçóþùèõ ωi. Äëÿ âñÿêîãî çà-
ìêíóòîãî n-ìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿM îáîçíà÷èì ÷åðåç χν(M) ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðèñòè÷åñêîå
÷èñëî, â êîòîðîì â êà÷åñòâå ωi áåðóòñÿ íå êàñàòåëüíûå, à íîðìàëüíûå êëàññû Øòèôôåëÿ-Óèòíè

ωi(νM ), îïðåäåëÿåìûå ðàâåíñòâîì ω(νM )ω(M) = 1.

Çàäà÷à. Ïóñòü χu ∈M+. Äîêàæèòå, ÷òî òîãäà χν(M) = 0 äëÿ âñÿêîãî çàìêíóòîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M .

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü ñîîòíîøåíèé ìåæäó õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ÷èñëà-
ìè ìíîãîîáðàçèé, îïèñàííûé â ïðåäûäóùåé çàäà÷å, ñîâïàäàåò ñ ìîäóëåì ñîîòíîøå-
íèé, âûòåêàåìûõ èç ôîðìóëû Ó.

2 Êîìïëåêñíûå êîáîðäèçìû

Âñÿêèé êëàññ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ ΩC
∗ ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé

ãëàäêèõ ïðîåêòèâíûõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé.
Äâà êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèÿ ïðåäñòàâëÿþò îäèí è òîò æå êëàññ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ,

åñëè è òîëüêî åñëè ó íèõ ñîâïàäàþò âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà � çíà÷åíèÿ ìîíîìîâ îò êëàññîâ
×åðíà êàñàòåëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà ôóíäàìåíòàëüíîì êëàññå. Îáðàòíîå óòâåðæäåíèå âåðíî ñ òî÷-
íîñòüþ äî ìíîæèòåëÿ: äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà çíà÷åíèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë íåêîòîðîå öåëîå
êðàòíîå ýòîãî âåêòîðà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êëàññîì êîìïëåêñíûõ êîîáðäèçìîâ.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êëàññîâ ×åðíà ÷àñòî áûâàåò óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëàìè ïðèñîåäèíåíèÿ:
1) Åñëè M = CPn, òî

c(TCPn) = (1 + t)n+1, t = c1(O(1)).

2) Åñëè V ⊂M � ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü, çàäàííàÿ êàê ìíîæåñòâî íóëåé ñå÷åíèÿ ëèíåéíîãî
ðàññëîåíèÿ ξ, òî

c(TV ) =
c(TM)

1 + c1(ξ)

∣∣∣
V
.

Íàïðèìåð, åñëè V ⊂ CPn � ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d, òî c(TV ) = (1+t)n+1

1+d t .
Èìååòñÿ ñëåäóþùèé óäîáíûé ñïîñîá ñîáðàòü âìåñòå è âû÷èñëèòü çà îäíî äåéñòâèå âåñü íàáîð

õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñëåë. Îïðåäåëèì óíèâåðñàëüíûé ìóëüòèïëèêàòèâíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
êëàññ M âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E ñëåäóþùèì îáðàçîì. Åñëè E ðàíãà 1 ñ ïåðâûì êëàññîì ×åðíà
t = c1(E), òî ìû ïîëàãàåì M(E) = ξ(t), ãäå

ξ(u) = 1 + b1u+ b2u
2 + . . . .

Ýòî ôîðìàëüíûé áåñêîíå÷íûé ðÿä, êîýôôèöèåíòû bi â êîòîðîì � íåçàâèñèìûå ïåðåìåííûå. Åñëè
æå E èìååò ïðîèçâîëüíûé ðàíã n, òî ìû, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì ðàñùåïëåíèÿ, çàïèñûâàåì
ôîðìàëüíî c(E) =

∏n
i=1(1 + ti) è ïîëàãàåì

M(E) =

n∏
i=1

ξ(ti).

ãäå îäíîðîäíûå ñëàãàåìûå ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà âûðàæåíû êàê ìíîãî÷ëåíû îò ýëåìåíòàðíûõ
ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ck = ck(E) = σk(t1, . . . , tn):

M(E) = 1 + b1c1 + b2c2 + (b21 − 2b2)c2

+ b3c3 + (b1b2 − 3b3)c1c2 + (b31 − 3b1b2 + 3b3)c3 + . . . .

Ýòî ôîðìàëüíûé áåñêîíå÷íûé ðÿä îò c1, c2, . . . , êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ëåæàò â êîëüöå

ΩZ
∗ = Z[b1, b2, . . . ]

ìãîãî÷ëåíîâ îò ôîðìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ îáðàçóþùèõ bi. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî êîì-
ïëåêñíîãî ìíîãîîáðàçèÿ X ìû ïîëàãàåì

Ch(X) =

∫
X

M(−TX) ∈ ΩZ
∗ .
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Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ, ñîîòâåòñòâèå Ch (íàçûâàåìîå õàðàêòåðîì ×åðíà-Äîëüäà) � ýòî íè ÷òî
èíîå, êàê ïðîñòî óäîáíûé ñïîñîá ñãðóïïèðîâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà äëÿ âñåõ âîçìîæíûõ
ìîíîìîâ ñòåïåíè n = dimX îò êëàññîâ ×åðíà êàñàòåëüíîãî (èëè ìèíóñ êàñàòåëüíîãî) ðàññëîåíèÿ.
Òàêèì îáðàçîì, Ch çàäàåò èçîìîðôèçì êîëüöà ΩZ

∗ ñ ïîäêîëüöîì â ΩC
∗ ⊗Q, ïîðîæäåííûì ëèíåéíûìè

êîìáèíàöèÿìè êëàññîâ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, ó êîòîðûõ
âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà öåëûå (îòêóäà è ïðîèçîøëî îáîçíà÷åíèå äëÿ ýòîãî êîëüöà). Èìåÿ
ââèäó ýòîò èçîìîðôèçì, ìû â äëüíåéøåì áóäåì ÷àñòî îòîæäåñòâëÿòü êëàññû êîáîðäèçìîâ êîì-
ïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé è èõ îáðàçû â ΩZ

∗ .

Çàäà÷à. Äîêàæèòå, ÷òî Ch(X1 t X2) = Ch(X1) + Ch(X2), Ch(X1 × X2) =
Ch(X1)Ch(X2), èíûìè ñëîâàìè Ch : ΩC

∗ → ΩZ
∗ � êîëüöåâîé ãîìîìîðôèçì.

Óòâåðæäåíèå. Äëÿ âñÿêîãî n âñå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà CPn

äåëÿòñÿ íà n + 1. Áîëåå òîãî, êëàññû pk = [CPk]
k+1 ñâîáîäíî ïîðîæäàþò êîëüöî ΩZ

∗ . À èìåííî,

ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íàáîðàìè îáðàçóþùèõ b1, b1, . . . è p1, p2, . . . çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì óñëîâèåì:

ðÿäû

u ξ(u) = u+ b1u
2 + b2u

3 + . . .

è

g(x) = x+ p1x
2 + p2x

3 + . . .

ôîðìàëüíî îáðàòíû äðóã äðóãó: x = u ξ(u)⇔ u = g(x).

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò â ñëåäóþùåé íåñëîæíîé âûêëàäêå, îñîâàííîé íà ñâîéñòâå èíâàðèàíò-
íîñòè âû÷åòà ìåðîìîðôíîé 1-ôîðìû. Èç ðàâåíñòâà c(TCPn) = (1 + u)n+1, ãäå u = c1(O(1)), ìû
íàõîäèì M(−TCPn) = 1

ξ(t)n+1 , è ïîýòîìó

Ch(CPn) =

∫
CPn

M(−TCPn) = [un]
1

ξ(u)n+1
= res
u=0

du

(u ξ(u))n+1

= res
x=0

g′(x)dx

xn+1
= [xn]g′(x).

Ñëåäîâàòåëüíî, g′(x) = 1 +
∑∞
n=1 CPnxn, è çíà÷èò, g(x) = x+

∑∞
n=1

CPn

n+1 x
n+1.

Ïóñòü Hk,l � ãëàäêàÿ ãèïåðïîâåðõíîñòü áèñòåïåíè (1, 1) â CP k × CP l.

Çàäà÷à. Ïîëüçóÿñü òðþêîì ñ èíâàðèàíòíîñòüþ âû÷åòà, âûðàçèòå Hk,l ÷åðåç ïðî-
åêòèâíûå ïðîñòðàíñòâà â êîëüöå ΩZ

∗ . (Îòâåò:∑
k,l

Hk,lx
kyl = g−1(g(x) + g(y)) g′(x) g′(y),

ãäå g−1(u) = u ξ(u) � ðÿä, ôîðìàëüíî îáðàòíûé ê ðÿäó g(x).)

Ôîðìàëüíûé ðÿä èç îòâåòà ïðåäûäóùåé çàäà÷è

F (x, y) = g−1(g(x) + g(y)) =

∑∞
k,l=0Hk,lx

kyl

(1 +
∑∞
k=1 CP kxk)(1 +

∑∞
k=1 CP kyk)

íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíîé ãðóïïîé êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ, à ðÿä g(x) = x +
∑∞
n=1

CPn

n+1 x
n � ëî-

ãàðèôìîì ýòîé ôîðìàëüíîé ãðóïïû. F (x, y) � ýòî áåñêîíå÷íûé ôîðìàëüíûé ðÿä îò ïåðåìåííûõ
x è y, êîýôôèöèåíòû êîòîðîãî ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëåìåíòû êîëüöà ΩZ

∗ . Êàê âèäíî èç âòîðî-
ãî ðàâåíñòâà, êîýôôèöèåíòû ýòîãî ðÿäà ïðåäñòàâëåíû, â äåéñòâèòåëüíîñòè, êëàññàìè íàñòîÿùèõ
ìíîãîîáðàçèé, ò.å. ëåæàò â ìåíüøåì êîëüöå ΩC

∗ ⊂ ΩZ
∗ .

Òåîðåìà. Êîëüöî ΩC
∗ êîìïëåêñíûõ êîáîðäèçìîâ ïîðîæäàåòñÿ êîýôôèöèåíòàìè ôîðìàëüíîé

ãðóïïû F (x, y). Îíî èçîìîðôíî êîëüöó ìíîãî÷ëåíîâ ñ îäíîé îáðàçóþùåé â êàæäîé ÷åòíîé ðàçìåð-

íîñòè.

5



Òàêèì îáðàçîì, îáðàçóþùèå êîëüöà ΩC
∗ ìîæíî âûáèðàòü èç ÷èñëà ïðîåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ è

ìíîãîîáðàçèé âèäà Hk,l. Ãðóïïà ΩC
2n � öåëî÷èñëåííàÿ ðåøåòêà (ñâîáîäíàÿ àáåëåâà ãðóïïà), ðàíã

êîòîðîé ðàâåí ÷èñëó ðàçáèåíèé ÷èñëà n, è èìåþò ìåñòî âêëþ÷åíèÿ

Z[CP 1,CP 2, . . . ] ⊂ ΩC
∗ ⊂ ΩZ

∗ = Z[CP
1

2 , CP
2

3 , . . . ].

Îáà âêëþ÷åíèÿ ñòðîãèå. Â ÷àñòíîñòè, ó õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé
èìååòñÿ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñîîòíîøåíèé òèïà äåëèìîñòè. Ïîñëåäíÿÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò íàõîäèòü

ýòè ñîîòíîøåíèÿ è îïðåäåëèòü, êàêèå èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ìîíîìîâ îò pk = CPk

k+1 ïðåäñòàâëÿ-
þòñÿ íåñâÿçíûìè îáúåäèíåíèÿìè íàñòîÿùèõ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé (ñî çíàêàìè).

Åùå îäèí èñòî÷íèê ñîîòíîøåíèé äåëèìîñòè äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ÷èñåë êîìïëåêñíûõ ìíî-
ãîîáðàçèé � ôîðìóëà Õèðöåáðóõà-Ðèìàíà-Ðîõà, ÷àñòíûé ñëó÷àé ôîðìóëèðîâêè êîòîðîé ìû ïðè-
âåä¼ì áåç ïîäðîáíûõ êîììåíòàðèåâ è îáúÿñíåíèé. Ïóñòü çàäàíî êîìïëåêñíîå ðàññëîåíèå ðàíãà n ñ
êîðíÿìè ×åðíà t1, . . . , tn, òî åñòü ìû ïîëîæèëè ôîðìàëüíî c(E) =

∏n
i=1(1 + ti).

Îïðåäåëåíèå. Õàðàêòåðîì ×åðíà ch(E) è êëàññîì Òîääà td(E) ðàññëîåíèÿ E íàçûâàþòñÿ õàðà-
êåðèñòè÷åñêèé êëàññû, âûðàæåííûå ñëåäóþùèìè ñèììåòðè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè îò êîðíåé ×åðíà:

ch(E) =

n∑
i=1

eti = n+ c1 + (c21 − 2c2)/2 + (c31 − 3c1c2 + 3c3)/6 + . . .

td(E) =

n∏
i=1

ti
1− e−ti

= 1 + c1/2 + (c21 + c2)/12 + c1c2/24 + . . .

Îäíîðîäíûå êîìïîíåíòû îáîèõ êëàññîâ âûðàæåíû ìíîãî÷ëåíàìè îò êëàññîâ ×åðíà ck = ck(E) è
ëåæàò â êîãîìîëîãèÿõ áàçû ðàññëîåíèÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Òåîðåìà(îäíî èç ñëåäñòâèé òåîðåìû Ðèìàíà-Ðîõà). Äëÿ âñÿêîãî êîìïëåêñíîãî ìíîîîáðàçèÿ X
è âñÿêîãî êîìïëåêñíîãî âåêòîðíîãî ðàññëîåíèÿ E íà íåì âåëè÷èíà

χ(E) =

∫
M

ch(E) td(TM)

ÿâëÿåòñÿ öåëûì ÷èñëîì.

Âûáèðàÿ â êà÷åñòâå E ðàçëè÷íûå òåíçîðíûå ðàññëîåíèèÿ, àññîöèèðîâàííûå ñ êàñàòåëüíûì, ìû
ïîëó÷àåì áîëüøîå êîëè÷åñòâî ñîîòíîøåíèé äåëèìîñòè. Çàïàñ ñîîòíîøåíèé äåëèìîñòè, âûòåêàþùèõ
èç ôîðìóëû Ðèìàíà-Ðîõà, ñîâïàäàåò ñ çàïàñîì ñîîòíîøåíèé äåëèìîñòè, âûòåêàþùèõ èç ñòðóêòóðû
ôîðìàëüíîé ãðóïïû.

3 Ìíîãî÷ëåíû Òîìà

Êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà ãëàäêîãî îòîáðàæåíèÿ ìíîãîîáðàçèé � ýòî òî÷êà, â êîòîðîé ðàíã äèôôåðåí-
öèàëà íå ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì. Êðèòè÷åñêèå òî÷êè êëàññèôèöèðóþòñÿ ïî èõ ëîêàëü-
íûì òèïàì. Ìíîãî÷ëåí Òîìà � ýòî óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé êëàññ, ïðåäñòàâëåííûé êàê
ìíîãî÷ëåí îò êëàññîâ ×åðíà (â êîìïëåêñíîé ñèòóàöèè) èëè Øòèôôåëÿ-Óèòíè (â âåùåñòâåííîé
ñèòóàöèè) îòîáðàæàåìûõ ìíîãîîáðàçèé, è âûðàæàþùèé êëàññ êîãîìîëîãèé, äâîéñòâåííûé ìíîæå-
ñòâó òî÷åê, â êîòîðûõ îòîáðàæåíèå èìååò òîò èëè èíîé òèï. Èìååòñÿ íåñêîëüêî âîçìîæíîñòåéäëÿ
êëàññèôèêàöèè êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïî òèïàì. Â ñàìîì ãðóáîì îïðåäåëåíèè, òèï îñîáåííîñòè � ýòî
ïîäìíîæåñòâàî ïðîñòðàíñòâà k-ñòðóé îòîáðàæåíèé, èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû
Ëè k-ñòðóé çàìåí ïåðåìåííûõ â ïðîîáðàçå è îáðàçå. Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè,
ãîëîìîðôíûå îòîáðàæåíèÿ êîìïëåêñíûõ ìíîãîîáðàçèé, à òèïû îñîáåííîñòåé ñ÷èòàòü çàäàííûìè
àëãåáðàè÷åñêèìè óñëîâèÿìè. Â ýòîì ñëó÷àå ïîäìíîæåñòâî òî÷åê äàííîãî òèïà èìååò åñòåñòâåííûé
ôóíäàìåíòàëüíûé êëàññ è äâîéñòâåííûé åìó êëàññ êîãîìîëîãèé êîððåêòíî îïðåäåëåí.

Ïðèìåð. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè òèïîâ îñîáåííîñòåé ÿâëÿþòñÿ ñêëàäêè è ñáîðêè. Ïóñòü èìå-
åòñÿ ãîëîìîðôíîå îòîáðàæåíèå f : X → Y , m = dimX > n = dimY . Ñêëàäêîé îòîáðàæåíèÿ f (â
äðóãèõ îáîçíà÷åíèÿõ, A1) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, ò.å. ïîäìíîãîáðàçèå òî÷åê â
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X, â êîòîðûõ ïðîèçâîäíàÿ èìååò íåìàêñèìàëüíûé ðàíã. Ñáîðêîé îòîáðàæåíèÿ f (â äðóãèõ îáîçíà-
÷åíèÿõ, A2) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî êðèòè÷åñêèõ òî÷åê îãðàíè÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f íà ïîâåðõíîñòü
ñáîðêè.

Òåîðåìà. Ìíîãî÷ëåíû Òîìà äëÿ ñêëàäîê è ñáîðîê â ñëó÷àå m = n ðàâíû

[A1] = c1, [A2] = c21 + c2.

Ìíîãî÷ëåíû Òîìà äëÿ ñêëàäîê è ñáîðîê â ñëó÷àå m = n+ 1 ðàâíû

[A1] = c21 − c2, [A2] = 2 c1(c21 − c2),

ñîîòâåòñòâåííî. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ck � îòíîñèòåëüíûå êëàññû ×åðíà, ck = ck(f∗TX − TY ).

Çàäà÷à. Ïóñòü S ⊂ CP 3 � ïîâåðõíîñòü ñòåïåíè d îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Îïðåäåëèòå ñòåïåíü ïàðà-
áîëè÷åñêîé êðèâîé íà íåé.

Ðåøåíèå. Òèï òî÷êè íà ïîâåðõíîñòè â ïðåêòèâíîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè çàäàåòñÿ òèïîì
îñîáåííîñòè êðèâîé, âûñåêàåìîé íà ïîâåðõíîñòè êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ. Â îáùåé òî÷êå ýòîò òèï �
íîäàëüíàÿ îñîáåííîñòü (A1), òðàíñâåðñàëüíîå ïåðåñå÷åíèå äâóõ ãëàäêèõ âåòâåé. Â ïàðàáîëè÷åñêèõ
òî÷êàõ ýòà îñîáåííîñòü � ïîëóêóáè÷åñêèé êàñï (A2). Â äðóãîé èíòåðïðåòàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü
ïàðàáîëè÷åñêóþ êðèâóþ êàê îñîáåííîñòü ñáîðêè îòîáðàæåíèÿ X4 → Y 3, îïðåäåëåííîãî íèæå. À
èìåííî, ìíîãîîáðàçèå X îáðàçîâàíî ïàðàìè (òî÷êà íà ïîâåðõíîñòè, ïëîñêîñòü â CP 3, ïðîõîäÿùàÿ

÷åðåç ýòó òî÷êó), à Y � äâîéñòâåííîå ïðîåêòèâíîå ïðîñòðàíñòâî ČP 3
, îáðàçîâàííîå ãèïåðïëîñêî-

ñòÿìè â CP 3. Îòîáðàæåíèå f ñîñòîèò â çàáûâàíèè òî÷êè ó ïàðû.

Ïî ïîñòðîåíèþ, X, êàê ïîäìíîãîîáðàçèå â CP 3× ČP 3
, çàäàåòñÿ äâóìÿ óñëîâèÿìè: ¾òî÷êà ëåæèò

íà ïîâåðõíîñòè¿ è ¾òî÷êà èíöèäåíòíà ãèïåðïëîñêîñòè¿. Ïîýòîìó

c(TX) = (1+t)4(1+h)4

(1+d t)(1+t+h) , c(TY ) = (1 + h)4,

ãäå t = c1(OCP 3(1)), h = c1(OČP 3(1)). Îòñþäà íàõîäèì îòíîñèòåëüíûûå êëàññû ×åðíà îòîáðàæåíèÿ:

c(f) = c(TY − TX) = (1+d t)(1+t+h)
(1+t)4 = 1 + (d− 3)t+ h+ (d− 4)ht− 3(d− 2)t2 + · · · .

Îäíîðîäíûå êëàññû â ýòîì ðàçëîæåíèè � ýòî è åñòü òå ñàìûå êëàññû ck, êîòîðûå íóæíî ïîäñòàâëÿòü
â ìíîãî÷ëåí Òîìà. Íàõîäèì

[A2] = 2c1(c21 − c2)

= 2
(
2d2 − 8d+ 9

)
ht2 + 2(d− 3)

(
d2 − 3d+ 3

)
t3 + 2(2d− 5)h2t+ 2h3.

Ìû îïðåäåëèëè êëàññ êðèâîé ïàðàáîëè÷åñêèõ òî÷åê êàê ïîäìíîãîîáðàçèÿ â X. Íàì æå íóæåí

êëàññ îáðàçà ýòîé êðèâîé ïðè êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé X ↪→ CP 3 × ČP 3 → CP 3. Ïîýòîìó êëàññ
ïàðàáîëè÷åñêîé êðèâîé, êàê ïîäìíîãîîáðàçèÿ â CP 3, ðàâåí êîýôôèöèåíòó ïðè h3 â êëàññå îáðàçà

ýòîé êðèâîé â CP 3 × ČP 3
, òî åñòü

[h3] dt (t+ h) 2c1(c21 − c2) = 4d(d− 2)t.

Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåíü ïàðàáîëè÷åñêîé êðèâîé ðàâíà 4d(d− 2).
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