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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïðåäëàãàåìûé êóðñ ëåêöèé ïîñâÿùåí èíâàðèàíòàì ðàçëè÷íûõ
êîìáèíàòîðíî-òîïîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ ìàëîé ðàçìåðíîñòè � ãðàôîâ è îñíàùåííûõ
ãðàôîâ, óçëîâ è çàöåïëåíèé â 3-ìåðíîé ñôåðå, âëîæåííûõ ãðàôîâ è äåëüòà-ìàòðîèäîâ.
Èíâàðèàíò � ýòî ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà èçîìîðôíûõ
îáúåêòàõ. Îñíîâíîé àêöåíò â êóðñå áóäåò ñäåëàí íà çàäà÷å ïåðåíîñà èíâàðèàíòîâ ñ
îáúåêòîâ îäíîãî âèäà íà îáúåêòû äðóãîãî âèäà. Ýòà çàäà÷à àêòèâíî îáñóæäàåòñÿ â
èññëåäîâàòåëüñêîé ëèòåðàòóðå ïîñëåäíåãî âðåìåíè, è ëåêòîð ïëàíèðóåò ïîçíàêîìèòü
ñëóøàòåëåé ñ ñàìûìè ñâåæèìè ðåçóëüòàòàìè.
Êóðñ ðàññ÷èòàí íà ñòóäåíòîâ áàêàëàâðèàòà è ìàãèñòðàòóðû. Îí íå òðåáóåò
ïðåäâàðèòåëüíûõ çíàíèé.
Â êóðñå ïëàíèðóåòñÿ ïðåäëàãàòü ó÷àñòíèêàì áîëüøîå êîëè÷åñòâî çàäà÷; íåêîòîðûå èç
ïðåäëàãàåìûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ íåðåøåííûìè.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ãðàôû

De�nition

Ãðàô ýòî ïàðà G = (V ,E ), ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà V , íàçûâàåìîãî
ìíîæåñòâîì âåðøèí, è ìíîæåñòâà E åãî ðåáåð � íåóïîðÿäî÷åííûõ ïàð âåðøèí.

×àùå âñåãî ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ïðîñòûìè ãðàôàìè � òàêèìè, â êîòîðûõ íåò ïåòåëü �
ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó ñ ñàìîé ñîáîé, è êðàòíûõ ðåáåð, ò.å. ëþáûå äâå âåðøèíû
ñîåäèíåíû íå áîëåå, ÷åì îäíèì ðåáðîì.

De�nition

Äâà ãðàôà G1 = (V1,E1) è G2 = (V2,E2) íàçûâàþòñÿ èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : V1 → V2, óñòàíàâëèâàþùåå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ðåáðàìè ãðàôà G1 è ðåáðàìè ãðàôà G2.

Íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå äâóõ ãðàôîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì.
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Ëåêöèÿ 1. Ñåìåéñòâà ãðàôîâ

Íåêîòîðûå ãðàôû áóäóò íàì âñòðå÷àòüñÿ íàñòîëüêî ÷àñòî, ÷òî äëÿ íèõ ïîíàäîáÿòñÿ
ñïåöèàëüíûå îáîçíà÷åíèÿ.

Ïîëíûé ãðàô íà n âåðøèíàõ ýòî ãðàô, â êîòîðîì êàæäàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ñ êàæäîé;
îáîçíà÷àåòñÿ Kn.
Öåïî÷êà íà n âåðøèíàõ ýòî ãðàô, â êîòîðîì ïåðâàÿ âåðøèíà ñîåäèíåíà ñî âòîðîé, âòîðàÿ
ñ òðåòüåé, è ò.ä.; îáîçíà÷àåòñÿ An.
Åñëè â öåïî÷êå ñîåäèíèòü ïîñëåäíþþ âåðøèíó ñ ïåðâîé, òî ïîëó÷èòñÿ öèêë íà n
âåðøèíàõ; îáîçíà÷àåòñÿ Cn.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ñåìåéñòâà ãðàôîâ

Ïðîñòûì ïóòåì äëèíû ` â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî âåðøèí
(v1, v2, . . . , v`+1), ñîäåðæàùàÿ êàæäóþ âåðøèíó íå áîëåå, ÷åì ïî îäíîìó ðàçó, â êîòîðîé
êàæäàÿ âåðøèíà vi ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé vi+1, äëÿ i = 1, 2, . . . , `. Âñÿêàÿ
âåðøèíà ñîåäèíåíà ñàìà ñ ñîáîé ïóòåì äëèíû 0. Äâå âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì, ò.å.
ïðîñòûì ïóòåì äëèíû 1, íàçûâàþòñÿ ñîñåäíèìè, èëè ñìåæíûìè.

Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáûå äâå âåðøèíû â íåì ìîæíî ñîåäèíèòü ïðîñòûì
ïóòåì. Ïðîèçâîëüíûé ãðàô ðàñïàäàåòñÿ â íåñâÿçíîå îáúåäèíåíèå ñâÿçíûõ ãðàôîâ � åãî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Äâå âåðøèíû ãðàôà ïðèíàäëåæàò îäíîé êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè â
òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè èõ ìîæíî ñîåäèíèòü ïðîñòûì ïóòåì.
Ïðîñòûì öèêëîì äëèíû ` > 2 â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî âåðøèí
(v1, v2, . . . , v`), ñîäåðæàùàÿ êàæäóþ âåðøèíó íå áîëåå, ÷åì ïî îäíîìó ðàçó, â êîòîðîé
êàæäàÿ âåðøèíà vi ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé vi+1, äëÿ i = 1, 2, . . . , `− 1 è
âåðøèíà v` ñîåäèíåíà ñ âåðøèíîé v1.
Ñâÿçíûé ãðàô, â êîòîðîì íåò ïðîñòûõ öèêëîâ, íàçûâàåòñÿ äåðåâîì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ñåìåéñòâà ãðàôîâ

Ïðîñòûì ïóòåì äëèíû ` â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü åãî âåðøèí
(v1, v2, . . . , v`+1), ñîäåðæàùàÿ êàæäóþ âåðøèíó íå áîëåå, ÷åì ïî îäíîìó ðàçó, â êîòîðîé
êàæäàÿ âåðøèíà vi ñîåäèíåíà ðåáðîì ñ âåðøèíîé vi+1, äëÿ i = 1, 2, . . . , `. Âñÿêàÿ
âåðøèíà ñîåäèíåíà ñàìà ñ ñîáîé ïóòåì äëèíû 0. Äâå âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ðåáðîì, ò.å.
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Îïðåäåëåíèå ãðàôà äàåò îäèí èç ñïîñîáîâ åãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ïàðîé êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ (V ,E ), ãäå E ⊂ V × V .
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è j-ãî ñòîëáöà êîòîðîé ñòîèò 1, åñëè âåðøèíû ñ íîìåðàìè i è j ñîåäèíåíû ðåáðîì, è 0 â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Ìàòðèöà ñìåæíîñòè ïðîñòîãî ãðàôà ñèììåòðè÷íà, è âñå åå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû
ðàâíû 0. Íàîáîðîò, âñÿêàÿ òàêàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåò ïðîñòîé ãðàô.
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Problem

Êàê ìåíÿåòñÿ ìàòðèöà ñìåæíîñòè ãðàôà ïðè ïåðåíóìåðàöèè åãî âåðøèí?

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ

Îïðåäåëåíèå ãðàôà äàåò îäèí èç ñïîñîáîâ åãî ïðåäñòàâëåíèÿ � ïàðîé êîíå÷íûõ
ìíîæåñòâ (V ,E ), ãäå E ⊂ V × V .
Åùå îäèí óäîáíûé è ïîëåçíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà � ñ ïîìîùüþ åãî ìàòðèöû
ñìåæíîñòè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòè ìíîæåñòâî âåðøèí V (G ) ãðàôà G
íåîáõîäèìî çàíóìåðîâàòü ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n = |V (G )|. Ìàòðèöåé ñìåæíîñòè A(G )
ãðàôà G ñ çàíóìåðîâàííûìè âåðøèíàìè íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì n × n, â êëåòêàõ
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. . .
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ñðàâíåíèå èíâàðèàíòîâ

Êàêèå èíâàðèàíòû ëó÷øå, à êàêèå õóæå? Èíâàðèàíòû íóæíû äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëè÷àòü
ãðàôû. Åñëè èíâàðèàíò ïðèíèìàåò ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ íà äâóõ ãðàôàõ, òî ýòè äâà ãðàôà
íåèçîìîðôíû ìåæäó ñîáîé. Îäíàêî åñëè çíà÷åíèÿ îäíîãî èíâàðèàíòà íà äâóõ ãðàôàõ
ñîâïàäàþò, òî ýòî íå çíà÷èò, ÷òî ãðàôû èçîìîðôíû.

Èíâàðèàíò ÿâëÿåòñÿ õîðîøèì, åñëè

åãî ëåãêî âû÷èñëÿòü;

îí ðàçëè÷àåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàçíûõ ãðàôîâ;

åãî çíà÷åíèÿ ëåãêî ñðàâíèâàòü ìåæäó ñîáîé.

Íàïðèìåð, ÷èñëà ðåáåð â ãðàôàõ ëåãêî âû÷èñëÿòü è ëåãêî ñðàâíèâàòü èõ ìåæäó ñîáîé,
îäíàêî ñðåäè ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ 8 âåðøèíàìè (èõ 11117 øòóê) èìååòñÿ 1579 ãðàôîâ ñ 14
ðåáðàìè, ïîýòîìó ðàçëè÷èòåëüíàÿ ñèëà ýòîãî èíâàðèàíòà íå î÷åíü âåëèêà.
Ñàì ãðàô ÿâëÿåòñÿ ñâîèì èíâàðèàíòîì; åãî ëåãêî âû÷èñëÿòü è îí ðàçëè÷àåò ëþáûå äâà
ðàçëè÷íûõ ãðàôà. Îäíàêî íå ñóùåñòâóåò ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ ñðàâíåíèÿ ãðàôîâ,
ïîýòîìó ýòîò èíâàðèàíò òîæå ïëîõîé.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

Ïóñòü c � íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàñêðàñêîé âåðøèí ãðàôà G â c öâåòîâ íàçûâàåòñÿ
îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà âåðøèí V (G ) ýòîãî ãðàôà â ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , c}.

Problem

Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ ðàñêðàñîê âåðøèí äàííîãî ãðàôà G â c öâåòîâ?

Ðàñêðàñêà âåðøèí ãðàôà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè ëþáûå äâå ñîñåäíèå âåðøèíû â
íåì ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê âåðøèí ãðàôà G â c
öâåòîâ îáîçíà÷àåòñÿ χG (c) è íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêîé ôóíêöèåé ãðàôà G .

Problem

Âû÷èñëèòå õðîìàòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèõ ãðàôîâ:

äèñêðåòíîãî ãðàôà (ò.å. ãðàôà áåç ðåáåð) íà n âåðøèíàõ;

ïîëíîãî ãðàôà K2 íà äâóõ âåðøèíàõ;

ïîëíîãî ãðàôà K3 íà òðåõ âåðøèíàõ;

öåïî÷êè A4 íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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íåì ïîêðàøåíû â ðàçíûå öâåòà. Êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê âåðøèí ãðàôà G â c
öâåòîâ îáîçíà÷àåòñÿ χG (c) è íàçûâàåòñÿ õðîìàòè÷åñêîé ôóíêöèåé ãðàôà G .

Problem

Âû÷èñëèòå õðîìàòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ñëåäóþùèõ ãðàôîâ:

äèñêðåòíîãî ãðàôà (ò.å. ãðàôà áåç ðåáåð) íà n âåðøèíàõ;

ïîëíîãî ãðàôà K2 íà äâóõ âåðøèíàõ;

ïîëíîãî ãðàôà K3 íà òðåõ âåðøèíàõ;

öåïî÷êè A4 íà ÷åòûðåõ âåðøèíàõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

öèêëà C4

Âû÷èñëèì òåïåðü õðîìàòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ãðàôà G = C4, öèêëà íà 4 âåðøèíàõ.

Åñëè A è B � äâå ñîñåäíèå âåðøèíû öèêëà C4, òî ðàññìîòðèì äâà íîâûõ ãðàôà, ãðàô
G ′AB , ïîëó÷åííûé èç G óäàëåíèåì ðåáðà AB ñ ñîõðàíåíèåì âñåõ âåðøèí è ãðàô G ′′AB
ïîëó÷åííûé ñòÿãèâàíèåì ðåáðà AB â òî÷êó, íîâóþ âåðøèíó ãðàôà. Ïåðâûé èç ýòèõ
ãðàôîâ ÿâëÿåòñÿ öåïî÷êîé íà 4 âåðøèíàõ, âòîðîé � ïîëíûì ãðàôîì íà 3 âåðøèíàõ.

Lemma

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
χC4(c) = χA4(c)− χK3(c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè âåðøèí ãðàôà G = C4 ýòî òàêèå
ïðàâèëüíûå ðàñêðàñêè âåðøèí ãðàôà G ′AB = A4, â êîòîðûõ âåðøèíû A è B ïîêðàøåíû â
ðàçëè÷íûå öâåòà. Ïîýòîìó èç îáùåãî êîëè÷åñòâà ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê âåðøèí ãðàôà A4

íóæíî âû÷åñòü òå, â êîòîðûõ êîíå÷íûå âåðøèíû öåïî÷êè ïîêðàøåíû â îäèíàêîâûå öâåòà,
à êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàñêðàñîê â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì ïðàâèëüíûõ ðàñêðàñîê
âåðøèí ãðàôà G ′′AB = K3.
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Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ñîîòíîøåíèå

óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ

Theorem (ñîîòíîøåíèå óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ)

Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G è ëþáîé ïàðû A,B ñîñåäíèõ âåðøèí â íåì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

χG (c) = χG ′
AB
(c)− χG ′′

AB
(c).

Theorem

Äëÿ âñÿêîãî ãðàôà G åãî õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííîé c

Áëàãîäàðÿ ýòîìó óòâåðæäåíèþ õðîìàòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ãðàôà ÷àñòî íàçûâàþò
õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.
Ñîîòíîøåíèå óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ äàåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà. Îäíàêî ýòîò àëãîðèòì íå î÷åíü ýôôåêòèâåí � ÷èñëî
øàãîâ â íåì íå ìåíüøå ÷èñëà ðåáåð â ãðàôå, è íà êàæäîì øàãå ãðàô çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ
äðóãèìè. Êðîìå òîãî èìåþòñÿ áîëüøèå ñåìåéñòâà ãðàôîâ ñ ñîâïàäàþùèìè
õðîìàòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Ïðè ýòîì ðàçëè÷èòåëüíàÿ ñèëà ýòîãî èíâàðèàíòà
ñóùåñòâåííî âûøå ÷åì, íàïðèìåð, ÷èñëà ðåáåð.
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ìíîãî÷ëåíà ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà. Îäíàêî ýòîò àëãîðèòì íå î÷åíü ýôôåêòèâåí � ÷èñëî
øàãîâ â íåì íå ìåíüøå ÷èñëà ðåáåð â ãðàôå, è íà êàæäîì øàãå ãðàô çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ
äðóãèìè. Êðîìå òîãî èìåþòñÿ áîëüøèå ñåìåéñòâà ãðàôîâ ñ ñîâïàäàþùèìè
õðîìàòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Ïðè ýòîì ðàçëè÷èòåëüíàÿ ñèëà ýòîãî èíâàðèàíòà
ñóùåñòâåííî âûøå ÷åì, íàïðèìåð, ÷èñëà ðåáåð.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: Ñîîòíîøåíèå

óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ

Theorem (ñîîòíîøåíèå óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ)

Äëÿ ëþáîãî ãðàôà G è ëþáîé ïàðû A,B ñîñåäíèõ âåðøèí â íåì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

χG (c) = χG ′
AB
(c)− χG ′′

AB
(c).

Theorem

Äëÿ âñÿêîãî ãðàôà G åãî õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííîé c

Áëàãîäàðÿ ýòîìó óòâåðæäåíèþ õðîìàòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ãðàôà ÷àñòî íàçûâàþò
õðîìàòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì.
Ñîîòíîøåíèå óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ äàåò àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà. Îäíàêî ýòîò àëãîðèòì íå î÷åíü ýôôåêòèâåí � ÷èñëî
øàãîâ â íåì íå ìåíüøå ÷èñëà ðåáåð â ãðàôå, è íà êàæäîì øàãå ãðàô çàìåíÿåòñÿ äâóìÿ
äðóãèìè. Êðîìå òîãî èìåþòñÿ áîëüøèå ñåìåéñòâà ãðàôîâ ñ ñîâïàäàþùèìè
õðîìàòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè. Ïðè ýòîì ðàçëè÷èòåëüíàÿ ñèëà ýòîãî èíâàðèàíòà
ñóùåñòâåííî âûøå ÷åì, íàïðèìåð, ÷èñëà ðåáåð.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàð 1. Çàäà÷è

Ðàññóæäàÿ ïî èíäóêöèè, íàéäèòå χCn(c) äëÿ öèêëà çàäàííîé äëèíû n.

Ïóñòü G � ïðîñòîé ãðàô. Äîêàæèòå, ÷òî õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà,
ïîëó÷åííîãî èç G äîáàâëåíèåì îäíîé âåðøèíû, ñîåäèíåííîé ñ îäíîé èç åãî âåðøèí,
ïîëó÷àåòñÿ èç õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ãðàôà G óìíîæåíèåì íà c − 1.

Ïîäñ÷èòàéòå õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ à) äåðåâüåâ íà n âåðøèíàõ; á)
äèàãîíàëüíûõ òðèàíãóëÿöèé n-óãîëüíèêîâ (ò.å. öèêëîâ äëèíû n, â êîòîðûõ
ïðîâåäåíû �ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ äèàãîíàëè�, ðàçáèâàþùèå èõ íà
òðåóãîëüíèêè, ñì. ðèñ.). Ïîêàæèòå, â ÷àñòíîñòè, ÷òî õðîìàòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ
îäèíàêîâà äëÿ âñåõ äåðåâüåâ è äëÿ âñåõ òðèàíãóëÿöèé íà äàííîì ÷èñëå âåðøèí, à
çíà÷èò, íå ðàçëè÷àåò ïîïàðíî íåèçîìîðôíûå ãðàôû ýòèõ òèïîâ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàð 1. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî âòîðîé êîýôôèöèåíò õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà χG (c) ãðàôà G ñ n
âåðøèíàìè (êîýôôèöèåíò ïðè cn−1) ðàâåí ÷èñëó ðåáåð â G , âçÿòîìó ñî çíàêîì
ìèíóñ.

Äîêàæèòå, ÷òî õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χG (c) ãðàôà G ñ n âåðøèíàìè è m
êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè äåëèòñÿ íà cm è âñå åãî êîýôôèöèåíòû ïðè cm, cm+1, . . . , cn

îòëè÷íû îò íóëÿ.

Äîêàæèòå, ÷òî çíàêè êîýôôèöèåíòîâ õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ÷åðåäóþòñÿ:
êîýôôèöèåíò ïðè ck èìååò çíàê (−1)n−k .

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàð 1. Çàäà÷è

Îðèåíòàöèåé ãðàôà íàçûâàåòñÿ âûáîð íàïðàâëåíèé ðåáåð â íåì. Îðèåíòàöèÿ
íàçûâàåòñÿ àöèêëè÷åñêîé, åñëè â ãðàôå îòñóòñòâóþò öèêëû, èäóùèå â íàïðàâëåíèè
îðèåíòèðîâàííûõ ðåáåð. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòàöèé ãðàôà ðàâíî
|χG (−1)| � ìîäóëþ çíà÷åíèÿ õðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå −1. Ïðîâåðüòå,
÷òî ýòî óòâåðæäåíèå ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà ãðàôû ñ êðàòíûìè ðåáðàìè è ïåòëÿìè.
Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà A2 = K2 èìååì χA2(−1) = 2, è äåéñòâèòåëüíî, îáå âîçìîæíûå
îðèåíòàöèè îòðåçêà ÿâëÿþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè. Â ñâîþ î÷åðåäü, χK3(−1) = −6, è èç
âîñüìè âîçìîæíûõ îðèåíòàöèé òðåóãîëüíèêà ðîâíî äâå íå ÿâëÿþòñÿ àöèêëè÷åñêèìè.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîñïîëüçóéòåñü òåì, ÷òî êîëè÷åñòâî àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòàöèé
óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ.

Âûáåðåì â ñâÿçíîì ãðàôå G ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v ∈ V (G ). Äîêàæèòå, ÷òî
àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà ïðè ëèíåéíîì ÷ëåíå â õðîìàòè÷åñêîì
ìíîãî÷ëåíå χG (c) ðàâíà ÷èñëó àöèêëè÷åñêèõ îðèåíòàöèé ðåáåð ãðàôà G , ïî
îòíîøåíèþ ê êîòîðûì v ÿâëÿåòñÿ ñòîêîì (âåðøèíîé, â êîòîðóþ âõîäÿò âñå ñòðåëêè),
ïðè òîì åäèíñòâåííûì. Íàïðèìåð, åñëè G � ýòî äåðåâî, òî ëþáàÿ åãî âåðøèíà
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò îðèåíòàöèþ, â êîòîðîé îíà � åäèíñòâåííûé ñòîê (âñÿêàÿ
îðèåíòàöèÿ ðåáåð äåðåâà ÿâëÿåòñÿ àöèêëè÷åñêîé); â ñâîþ î÷åðåäü, êîýôôèöèåíò ïðè
ëèíåéíîì ÷ëåíå â õðîìàòè÷åñêîì ìíîãî÷ëåíå äåðåâà ðàâåí 1.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàð 1. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî åñëè õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà ðàâåí c(c − 1)n−1, òî ýòîò ãðàô
� äåðåâî íà n âåðøèíàõ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ


