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Ëèñòîê 1

Èíòåãðàë âèäà F (z) =
1

2πi

∫
C

f(ζ) dζ

ζ − z
, ãäå C � ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð, à f �

ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ íà êîíòóðå C êðîìå, âîçìîæíî, êîíå÷íîãî ÷èñëà òî÷åê,

ãäå îíà ìîæåò èìåòü èíòåãðèðóåìûé ðàçðûâ, íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì òèïà

Êîøè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F+(z0), F
−(z0) ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè F (z)

ïðè ñòðåìëåíèè z ê òî÷êå z0 ∈ C ñîîòâåòñòâåííî âíóòðè è ñíàðóæè êîíòóðà, à

÷åðåç F (z0) � ñèíãóëÿðíûé èíòåãðàë

F (z0) =
1

2πi
P.V.

∫
C

f(ζ) dζ

ζ − z0
,

ïîíèìàåìûé â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ.

1. Äîêàæèòå ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

à) F±(z0) = F (z0)±
1

2
f(z0) (ôîðìóëû Ñîõîöêîãî),

á) F (z0) =
1

2πi

∫
C

f(z)− f(z0)

z − z0
dz +

1

2
f(z0).

2. Âû÷èñëèòå èíòåãðàë
1

2πi
P.V.

∫
|w|=1

φ(w)

w − z
dw, ãäå φ(w) =

2

w(w − 2)
.

3. Ïóñòü C � çàìêíóòûé êîíòóð. Íàéäèòå F±(z) â ñëó÷àÿõ:
à) f(ζ) = (ζ − a)−n, n ∈ N, òî÷êà a âíóòðè C;
á) f(ζ) = (ζ − a)−n, n ∈ N, òî÷êà a âíå C;
â) f ãîëîìîðôíà âíóòðè C êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïðîñòûõ ïîëþñîâ â

òî÷êàõ ai;

ã) f(ζ) =

√
ζ − a

ζ − b
� îäíîçíà÷íàÿ âíå ðàçðåçà ïî äóãå ìåæäó a è b âíóòðè

C âåòâü êîðíÿ (f(∞) = 1).

4. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f(z) = h+(z)+h−(z), ãäå h+ è h− � ãðàíè÷íûå

çíà÷åíèÿ ôóíêöèé, àíàëèòè÷åñêèõ ñîîòâåòñòâåííî âíóòðè è âíå êîíòóðà

C, òî F+(z0) = h+(z0) + h−(∞), F−(z0) = −h−(z0) + h−(∞).

5. Âû÷èñëèòå

F (z) =
1

2πi

∫
C

ζ̄ dζ

ζ − z
,

ãäå C � îêðóæíîñòü ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå a ∈ C è ïðîâåðüòå íà

ýòîì ïðèìåðå ôîðìóëû Ñîõîöêîãî.

6.Ïóñòü C � âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ, ïðîáåãàåìàÿ ñëåâà íàïðàâî, f(x) =
1 ïðè |x| ≤ 1 è f(x) = 0 ïðè |x| > 1. Íàéäèòå F (z), ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
F±(x) è ãëàâíîå çíà÷åíèå F (x) ïðè x ∈ R.



7. Âû÷èñëèòå èíòåãðàëû:

à) P.V.

∫ ∞

−∞

eitx

x
dx,

á) P.V.

∫ ∞

−∞

cos(tx)

1− x4
dx,

â) P.V.

∫ ∞

−∞

x cosx dx

x2 − 5x+ 6
,

ã) P.V.

∫ 1

−1

√
1− t

1 + t

t2 + 3

t− x
dt, x ∈ (−1, 1),

ä) P.V.

∫ 1

0
log

1− t

t

dt

t− x
, x ∈ (0, 1).


