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1 Èíòåãðàëû òèïà Êîøè è èõ ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ.

Ôîðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ

Èíòåãðàëîì òèïà Êîøè íàçûâàåòñÿ èíòåãðàë

F (z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

ζ − z
dζ,

ãäå f � íåêîòîðàÿ (íåïðåðûâíàÿ) ôóíêöèÿ íà êðèâîé Γ. Êðèâàÿ ìîæåò áûòü êàê

çàìêíóòîé, òàê è ðàçîìêíóòîé. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ, à ôóíêöèÿ
1

ζ − z
� ÿäðîì Êîøè.

Ãîëîìîðôíîñòü èíòåãðàëà òèïà Êîøè. Èíòåãðàë òèïà Êîøè ÿâëÿåòñÿ ãîëî-
ìîðôíîé ôóíêöèåé âåçäå âíå êðèâîé Γ.

Òåîðåìà. Èíòåãðàë òèïà Êîøè ÿâëÿåòñÿ ãîëîìîðôíîé ôóíêöèåé â ëþáîé òî÷-
êå z, íå ëåæàùåé íà êðèâîé Γ, ïðè÷åì

F ′(z) =
1

2πi

∫
Γ

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî

F (z + h)− F (z)

h
=

1

2πi

∫
Γ

f(ζ) dζ

(ζ − z)(ζ − z − h)
è

σ :=
F (z + h)− F (z)

h
− 1

2πi

∫
Γ

f(ζ) dζ

(ζ − z)2
=

1

2πi

∫
Γ

hf(ζ) dζ

(ζ − z)2(ζ − z − h)
.

Òàê êàê z íå ëåæèò íà êðèâîé Γ, âñåãäà ìîæíî óêàçàòü δ > 0 òàêîå, ÷òî çàìêíóòûé
äèñê |ζ − z| ≤ δ áóäåò íàõîäèòüñÿ íà êîíå÷íîì ðàññòîÿíèè d îò Γ. Ïóñòü |h| < δ.
Î÷åâèäíî, äëÿ âñåõ òî÷åê t ∈ Γ áóäåì èìåòü |t− z| > d, |t− z − h| > d. Òîãäà

|σ| = 1

2π

∣∣∣∣∣
∫
Γ

hf(ζ) dζ

(ζ − z)2(ζ − z − h)

∣∣∣∣∣ < hLM

2πd3
,

ãäå L � äëèíà êðèâîé Γ, àM = max|f(t)| ïðè t ∈ Γ. Ïîýòîìó ïðåäåë h → 0 ñóùåñòâóåò
è ðàâåí 0.
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Èíòåãðàë â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ. ×òîáû èçó÷èòü âîïðîñ î ãðàíè÷íûõ
çíà÷åíèÿõ èíòåãðàëà òèïà Êîøè, íàäî âûÿñíèòü ñìûñë, êîòîðûé ìîæíî ïðèäàòü
ýòîìó (ðàñõîäÿùåìóñÿ â îáû÷íîì ïîíèìàíèè) èíòåãðàëó, êîãäà òî÷êà z ëåæèò íà
êîíòóðå Γ.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî Γ � çàìêíóòàÿ ãëàäêàÿ êðèâàÿ, òî÷êà z0 ∈ Γ. Ïóñòü γ �
îêðóæíîñòü |z − z0| = r íåêîòîðîãî ìàëîãî ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â z0. ×àñòü êðèâîé
Γ, ëåæàùóþ âíå êðóãà |z − z0| ≤ r îáîçíà÷èì ÷åðåç Γr. Èíòåãðàë

Ir =
∫
Γr

f(z)dz

z − z0

èìååò ñìûñë â îáû÷íîì ïîíèìàíèè. Åñëè ñóùåñòâóåò limr→0 Ir = I, òî ýòîò ïðåäåë
íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëîì â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ èëè îñîáûì èíòåãðàëîì òèïà
Êîøè. Îí ñóùåñòâóåò ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ îòíîñèòåëü-
íî ôóíêöèè ïëîòíîñòè.

Ïóñòü â íåêîòîðîé òî÷êå z0 êîíòóðà Γ ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ãåëü-
äåðà ñ ïîêàçàòåëåì 0 < µ ≤ 1:

� Ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿM òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê z ∈ Γ, äîñòàòî÷íî áëèçêèõ
ê z0, èìååò ìåñòî

|f(z)− f(z0)| ≤ M |z − z0|µ.

Î÷åâèäíî, óñëîâèå Ãåëüäåðà ñèëüíåå, ÷åì ïðîñòî íåïðåðûâíîñòü.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïðè ëþáîì z0 ∈ Γ
äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü îò ôóíêöèè f , ÷òîáû îíà óäîâëåòâîðÿëà óñëîâèþ Ãåëüäåðà
âñþäó íà Γ. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåïèøåì íàø èíòåãðàë â âèäå

Ir =
∫
Γr

f(z)dz

z − z0
=
∫
Γr

f(z)− f(z0)

z − z0
dz + f(z0)

∫
Γr

dz

z − z0

=
∫
Γr

f(z)− f(z0)

z − z0
dz + f(z0)

∮
Γr∪γ+

dz

z − z0
− f(z0)

∫
γ+

dz

z − z0

=
∫
Γr

f(z)− f(z0)

z − z0
dz + 2πif(z0)− f(z0)

∫
γ+

dz

z − z0
,

ãäå γ+ � ÷àñòü îêðóæíîñòè γ, ëåæàùàÿ âíå êîíå÷íîé îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé êðèâîé

Γ. Èç óñëîâèÿ Ãåëüäåðà ñëåäóåò, ÷òî

∣∣∣∣∣f(z)− f(z0)

z − z0

∣∣∣∣∣ ≤ M

|z − z0|1−µ
. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò

ñõîäÿùèéñÿ íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë∮
Γ

f(z)− f(z0)

z − z0
dz = lim

r→0

∫
Γr

f(z)− f(z0)

z − z0
dz.

Êðîìå òîãî,

lim
r→0

∫
γ+

dz

z − z0
= i lim

r→0

∫
γ+

dφ = πi.

Â èòîãå èìååì

lim
r→0

Ir =
∮
Γ

f(z)dz

z − z0
= πif(z0) +

∮
Γ

f(z)− f(z0)

z − z0
dz.

Â ñëó÷àå íåçàìêíóòîãî êîíòóðà ñ êîíöàìè a, b ê ýòîìó âûðàæåíèþ äîáàâëÿåòñÿ

f(z0) log
b− z0
a− z0

.
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Ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà òèïà Êîøè. Äîêàæåì ïðåäâàðèòåëüíî ñëå-
äóþùóþ ëåììó.

Ëåììà. Ïóñòü ôóíêöèÿ f óäîâëåòâîðÿåò â òî÷êå z0 ∈ Γ óñëîâèþ Ãåëüäåðà,
è òî÷êà z ñòðåìèòñÿ ê z0 òàê, ÷òî îòíîøåíèå h = |z − z0| ê d (êðàò÷àéøåìó
ðàññòîÿíèþ z îò òî÷åê Γ) îñòàåòñÿ îãðàíè÷åííûì. Òîãäà

lim
z→z0

∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z
dζ =

∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z0
dζ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ðàçíîñòü ìåæäó èíòåãðàëàìè â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ:

∆ = (z − z0)
∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

(ζ − z)(ζ − z0)
dζ = ∆1 +∆2.

Ðàçîáüåì èíòåãðàë íà äâà, èç êîòîðûõ ïåðâûé èäåò ïî äóãå c êðèâîé Γ, äëÿ òî÷åê
êîòîðîé |ζ − z0| ≤ δ (âûáîð δ áóäåò ñäåëàí ïîçäíåå), à âòîðîé � ïî îñòàâøåéñÿ ÷àñòè
Γ′ = Γ \ c. Îöåíêà ïåðâîãî èíòåãðàëà:

|∆1| ≤
∫
c

hM |ζ − z0|µ

d|ζ − z0|
|dζ| = hM

d

∫
c

|dζ|
|ζ − z0|1−µ

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç t = |ζ − z0| äëèíó õîðäû, ñòÿãèâàþùåé äóãó z0ζ êðèâîé Γ. Îò-
íîøåíèå äëèíû äóãè ê äëèíå ñòÿãèâàþùåé åå õîðäû îãðàíè÷åíî, ò.å. |dζ| ≤ Adt, è
òîãäà

|∆1| ≤ 2
hMA

d

∫ δ

0

dt

t1−µ
= const·δµ.

Îòñþäà âèäíî, ÷òî δ ìîæíî âûáðàòü ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû |∆1| íå ïðåâîñõîäèëà ëþ-
áîãî íàïåðåä çàäàííîãî ε/2.

Äëÿ ζ ∈ Γ \ c èìååì |ζ − z0| ≥ δ. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî |z − z0| < δ/2, ïîëó÷èì
|ζ − z| ≥ δ/2. Îòñþäà

|∆2| < C
|z − z0|

δ2
,

ãäå ïîñòîÿííàÿ C íå çàâèñèò îò z0 è z. Âèäèì, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |z − z0|
âåëè÷èíà |∆2| òàêæå íå áóäåò ïðåâîñõîäèòü ε/2.

Ôèêñèðóåì òî÷êó z0 ∈ Γ è ïåðåïèøåì èíòåãðàë òèïà Êîøè â âèäå

F (z) =
1

2πi

∮
Γ

f(ζ) dζ

ζ − z
=

1

2πi

∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z
dζ +

f(z0)

2πi

∮
Γ

dζ

ζ − z
.

Â ñèëó èíòåãðàëüíîé ôîðìóëû Êîøè

F (z) =



1

2πi

∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z
dζ + f(z0), z ∈ D

1

2πi

∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z
dζ, z ∈ C \ D,
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ãäå D � êîíå÷íàÿ îáëàñòü, îãðàíè÷åííàÿ êðèâîé Γ. Èç ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ïðè z → z0

èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ñòðåìèòñÿ ê
∮
Γ

f(ζ)− f(z0)

ζ − z0
dζ. Ñðàâíèâàÿ ñ ôîðìóëàìè äëÿ

èíòåãðàëà â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ (îñîáîãî èíòåãðàëà òèïà Êîøè), ïîëó÷àåì
ôîðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ

F±(z0) =
1

2πi

∮
Γ

f(ζ)dζ

ζ − z0
± 1

2
f(z0),

êîòîðûå âûðàæàþò ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëà òèïà Êîøè ïðè ñòðåìëåíèè òî÷-
êè z ê ãðàíè÷íîé òî÷êå z0 èçíóòðè (çíàê +) è ñíàðóæè (çíàê −). Èç íèõ ñëåäóåò,
÷òî ôóíêöèÿ F (z) èìååò íà êîíòóðå Γ ñêà÷îê

F+(z)− F−(z) = f(z), z ∈ Γ,

ðàâíûé ôóíêöèè ïëîòíîñòè â äàííîé òî÷êå êîíòóðà.

Â âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà êîíòóð Γ ÿâëÿåòñÿ âåùåñòâåííîé îñüþ, è èíòå-
ãðàë òèïà Êîøè èìååò âèä

F (z) =
1

2πi

∫ ∞

−∞

f(x)dx

x− z
,

ôîðìóëû Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

F (x± iϵ) =
1

2πi
P.V.

∫ ∞

−∞

f(t)dt

t− x
± 1

2
f(x),

ãäå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ϵ → 0. Ïðè ýòîì, åñëè ôóíêöèÿ f âåùåñòâåííî-çíà÷íàÿ, ïåð-
âîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ÷èñòî ìíèìîå, à âòîðîå - âåùåñòâåííîå. Ñèìâîë P.V.
(principal value) ïåðåä èíòåãðàëîì îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå ãëàâ-
íîãî çíà÷åíèÿ, ò.å.

P.V.
∫ ∞

−∞

f(t)dt

t− x
= lim

ε→0

(∫ x−ε

−∞

f(t)dt

t− x
+
∫ ∞

x+ε

f(t)dt

t− x

)
.

Ïîäðîáíåå ïðî ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èíòåãðàëîâ òèïà Êîøè ìîæíî ïî÷èòàòü â
êíèãàõ [1, 2].
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