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Ëåêöèÿ 2. Ñîîòíîøåíèÿ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ

χG = χG ′
e
− χG ′′

e
,

ãäå e ∈ E (G ) � ïðîèçâîëüíîå ðåáðî â G (â ïðåäûäóùåé ëåêöèè ðåáðî e îáîçíà÷àëîñü
ïàðîé ñâîèõ êîíöîâ AB). Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ðåêóððåíòíî âû÷èñëÿòü
õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà. Ìîæíî îïðåäåëèòü õðîìàòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ýòèì óñëîâèåì, óñëîâèåì ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè, è íà÷àëüíûì óñëîâèåì �
õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðîñòîãî ãðàôà íà îäíîé âåðøèíå ðàâåí c .

Â ýòîé ëåêöèè ìû îïèøåì âñå èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèþ
óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ. Äëÿ ýòîãî íàì ïîíàäîáÿòñÿ ýòè îïåðàöèè íà áîëåå øèðîêîì êëàññå
ãðàôîâ � áóäåì ðàçðåøàòü â íèõ ïåòëè è êðàòíûå ðåáðà. Óäàëåíèå ðåáðà â òàêîì ãðàôå
îïðåäåëÿåòñÿ òàê æå, êàê è äëÿ ïðîñòûõ ãðàôîâ. Ïåòëþ ñòÿãèâàòü íåëüçÿ � ìîæíî
ñòÿãèâàòü òîëüêî çâåíüÿ, à ñòÿãèâàíèå îäíîãî èç êðàòíûõ ðåáåð ïðåâðàùàåò âñå îñòàëüíûå
ðåáðà ìåæäó ýòèìè äâóìÿ âåðøèíàìè â ïåòëè ñ íà÷àëîì è êîíöîì â íîâîé âåðøèíå.

Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà ñ ïåòëåé ðàâåí 0 (ó âåðøèí òàêîãî ãðàôà íå ñóùåñòâóåò
ïðàâèëüíûõ îêðàñîê). Õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ãðàôà ñ êðàòíûìè ðåáðàìè íå ìåíÿåòñÿ
ïðè çàìåíå êðàòíûõ ðåáåð îäèíî÷íûì ðåáðîì; ïîýòîìó è èìååò ñìûñë îïðåäåëÿòü
õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí òîëüêî äëÿ ïðîñòûõ ãðàôîâ.
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Ëåêöèÿ 2. Ñîîòíîøåíèå óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ

De�nition

Èíâàðèàíò f ãðàôîâ íàçûâàåòñÿ W -ôóíêöèåé, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ
óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ

f (G ) = f (G ′e) + f (G ′′e )

äëÿ ëþáîãî ãðàôà G è ëþáîãî ðåáðà e ∈ E (G ) â íåì.
W -ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ V -ôóíêöèåé (èíâàðèàíòîì Òàòòà), åñëè îíà ìóëüòèïëèêàòèâíà,
f (G1 t G2) = f (G1)f (G2) äëÿ ëþáûõ äâóõ ãðàôîâ G1,G2.

Çàìåíà çíàêà − íà + íå ñóùåñòâåííà: õðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ëåãêî ïðåâðàòèòü â
V -ôóíêöèþ, íàïðèìåð, çàìåíèâ åãî ìíîãî÷ëåíîì G 7→ (−1)|V (G)|χG (−c).
Âñÿêàÿ W -ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ãðàôàõ áåç çâåíüåâ.
Âñÿêàÿ V -ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà îäíîâåðøèííûõ
ãðàôàõ.
Âîïðîñ. Âåðíî ëè, ÷òî V -ôóíêöèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ íà îäíîâåðøèííûõ
ãðàôàõ?
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Íàïðèìåð, äëÿ ãðàôà íà ðèñ. åñòü äâå ðàçëè÷íûå âîçìîæíîñòè âûáðàòü
óäàëÿåìîå/ñòÿãèâàåìîå ðåáðî e, îäíàêî óæå íà ñëåäóþùåì øàãå ìû ñ íåîáõîäèìîñòüþ
ïðèõîäèì ê ðàâíûì ëèíåéíûì êîìáèíàöèÿì ãðàôîâ. Âåðíî ëè, ÷òî òàê áóäåò âñåãäà?
Òåîðåìà Òàòòà äàåò ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ.rr r r r r r r= +

r r r r r+ = r r r r r r r r+ + +

|| ||

||r r r +2 r r+ r r r+ + r
Ðèñ.: Ðàçëè÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè óïðîùåíèÿ ãðàôà ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé Òàòòà

Theorem (Òàòò)

Äëÿ ëþáîãî íàáîðà çíà÷åíèé íà ãðàôàõ áåç çâåíüåâ (ñîîòâ., íà îäíîâåðøèííûõ ãðàôàõ)
ñóùåñòâóåò W -ôóíêöèÿ (ñîîòâ., V -ôóíêöèÿ), ïðèíèìàþùàÿ òàêèå çíà÷åíèÿ.

Êàê ìû óæå âèäåëè ðàíüøå, òàêàÿ ôóíêöèÿ åäèíñòâåííà.
Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Ñîîòíîøåíèÿ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ: òåîðåìà Òàòòà

Â îñíîâå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Òàòòà ëåæèò ïîñòðîåíèå óíèâåðñàëüíîé V -ôóíêöèè.
Ýòî V -ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ Z[s0, s1, . . . ] îò áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà
ïåðåìåííûõ, òàêàÿ, ÷òî ëþáóþ äðóãóþ V -ôóíêöèþ ñî çíà÷åíèåì â ïðîèçâîëüíîì êîëüöå
K ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííûõ si ïîäõîäÿùèõ ýëåìåíòîâ êîëüöà K .
Ýëåìåíòàìè êîëüöà Z[s0, s1, . . . ] ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íûå ñóììû ìîíîìîâ, ïðåäñòàâëÿþùèõ
ñîáîé êîíå÷íûå ïðîèçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ si ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì (÷èñëîì Áåòòè) äàííîãî ñâÿçíîãî ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ÷èñëî
b1(G ) = |E (G )| − |V (G )|+ 1. Íàçîâåì îñòîâíûì ïîäãðàôîì ãðàôà âñÿêèé åãî ïîäãðàô,
ñîäåðæàùèé âñå åãî âåðøèíû. Ó êàæäîãî ãðàôà G ðîâíî 2|E(G)| îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ �
ïî ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ â ìíîæåñòâå ðåáåð. Ïîëîæèì

UG (s0, s1, . . . ) =
∑

E ′⊂E(G)

s
i0(G(E ′))
0 s

i1(G(E ′))
1 . . . . (1)

Â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì E ′ ìíîæåñòâà
ðåáåð E (G ); ÷åðåç G (E ′) îáîçíà÷åí ñîîòâåòñòâóþùèé îñòîâíûé ïîäãðàô, à im(G (E ′)) �
÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â G (E ′) ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì m (ò.å., i0(G (E ′)) � ÷èñëî
äåðåâüåâ ñðåäè ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, i1(G (E ′)) � ÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò ñ îäíèì
ïðîñòûì öèêëîì è ò.ä.).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Ñîîòíîøåíèÿ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ: òåîðåìà Òàòòà
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ïî ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ â ìíîæåñòâå ðåáåð. Ïîëîæèì

UG (s0, s1, . . . ) =
∑

E ′⊂E(G)

s
i0(G(E ′))
0 s

i1(G(E ′))
1 . . . . (1)

Â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû ñóììèðîâàíèå èäåò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì E ′ ìíîæåñòâà
ðåáåð E (G ); ÷åðåç G (E ′) îáîçíà÷åí ñîîòâåòñòâóþùèé îñòîâíûé ïîäãðàô, à im(G (E ′)) �
÷èñëî ñâÿçíûõ êîìïîíåíò â G (E ′) ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì m (ò.å., i0(G (E ′)) � ÷èñëî
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Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà

Lemma

Ôóíêöèÿ UG ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòîì Òàòòà, ò.å.

UG = UG ′
e
+ UG ′′

e

äëÿ ëþáîãî ãðàôà G è ëþáîãî çâåíà e â íåì.

Ïðåæäå, ÷åì äîêàçûâàòü ëåììó, ïîñìîòðèì, ÷òî îçíà÷àåò íà ïðàêòèêå âû÷èñëåíèå
ôóíêöèè UG .

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà

Ïóñòü G = C3 � ãðàô-òðåóãîëüíèê. Òîãäà ó íåãî 23 = 8 îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ. Ïîäãðàô ñ
ïóñòûì ìíîæåñòâîì ðåáåð ñîäåðæèò òðè êîìïîíåíòû, êàæäàÿ ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì
0, ïîýòîìó åãî âêëàä â ôóíêöèþ UC3 ðàâåí s30 . Êàæäûé èç òðåõ ïîäãðàôîâ ñ îäíèì
ðåáðîì ñîäåðæèò äâå êîìïîíåíòû, îáå ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 0. Èõ îáùèé âêëàä
ðàâåí ïîýòîìó 3s20 . Àíàëîãè÷íî, âêëàä òðåõ äâóõðåáåðíûõ ïîäãðàôîâ ðàâåí 3s0. Íàêîíåö,
ñàì ãðàô C3 ñîñòîèò èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 1,
ïîýòîìó åãî âêëàä ðàâåí s1. Òàêèì îáðàçîì,

UC3 = s30 + 3s20 + 3s0 + s1.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Ôèêñèðóåì ãðàô G è çâåíî e â íåì. Îñòîâíûå ïîäãðàôû
ãðàôà G , íå ñîäåðæàùèå ðåáðî e, íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ
îñòîâíûìè ïîäãðàôàìè ãðàôà G ′e . Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè ïîäãðàôû èçîìîðôíû, à
çíà÷èò ñîîòâåòñòâóþùèå èì çíà÷åíèÿ i0, i1, . . . ñîâïàäàþò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îñòîâíûå
ïîäãðàôû ãðàôà G , ñîäåðæàùèå ðåáðî e, íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî îäíîçíà÷íîì
ñîîòâåòñòâèè ñ îñòîâíûìè ïîäãðàôàìè ãðàôà G ′′e . Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè â êàæäîì
îñòîâíîì ïîäãðàôå â G ′′e ñòÿãèâàåòñÿ îäíî ðåáðî, ÷òî íå ìåíÿåò íàáîðà öèêëîìàòè÷åñêèõ
÷èñåë åãî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè. Ëåììà äîêàçàíà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà
Ïîêàæåì, ÷òî ïðèäàâàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûì si ìû ìîæåì ïðåâðàòèòü U â
V -ôóíêöèþ ñ ëþáûìè íàïåðåä çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè íà îäíîâåðøèííûõ ãðàôàõ áåç
ðåáåð. Ïóñòü Xn � îäíîâåðøèííûé ãðàô ñ n. Âûïèøåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U íà Xn:

U(X0) = s0, U(X1) = s0 + s1, U(X2) = s0 + 2s1 + s2, . . . ,U(Xn) =
n∑

j=0

(
n

j

)
sj , . . . .

Äåéñòâèòåëüíî, â ãðàôå Xn èìååòñÿ 2n îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ � ïî ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ â
ìíîæåñòâå ïåòåëü. Âñå ýòè ïîäãðàôû ñâÿçíû. ×èñëî îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ èç k ïåòåëü
ðàâíî

(
n
k

)
, è åãî öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî k .

Âûðàçèì èç ýòèõ ðàâåíñòâ si :

s0 = U(X0), s1 = U(X1)− U(X0), . . . , sn = (−1)n
n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
U(Xj), . . . .

Òåì ñàìûì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà çíà÷åíèé U(Xj) = tj , ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü
çíà÷åíèÿ si , à çíà÷èò è çíà÷åíèå ôóíêöèè U íà ïðîèçâîëüíîì ãðàôå, ïîëîæèâ

si = (−1)i
i∑

j=0

(−1)j
(
i

j

)
tj .

Òåîðåìà Òàòòà äîêàçàíà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà
Ïîêàæåì, ÷òî ïðèäàâàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûì si ìû ìîæåì ïðåâðàòèòü U â
V -ôóíêöèþ ñ ëþáûìè íàïåðåä çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè íà îäíîâåðøèííûõ ãðàôàõ áåç
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(
n

j
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n
k
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, è åãî öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî k . Âûðàçèì èç ýòèõ ðàâåíñòâ si :

s0 = U(X0), s1 = U(X1)− U(X0), . . . , sn = (−1)n
n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
U(Xj), . . . .

Òåì ñàìûì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà çíà÷åíèé U(Xj) = tj , ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü
çíà÷åíèÿ si , à çíà÷èò è çíà÷åíèå ôóíêöèè U íà ïðîèçâîëüíîì ãðàôå, ïîëîæèâ

si = (−1)i
i∑

j=0

(−1)j
(
i

j

)
tj .

Òåîðåìà Òàòòà äîêàçàíà.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà
Ïîêàæåì, ÷òî ïðèäàâàÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûì si ìû ìîæåì ïðåâðàòèòü U â
V -ôóíêöèþ ñ ëþáûìè íàïåðåä çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè íà îäíîâåðøèííûõ ãðàôàõ áåç
ðåáåð. Ïóñòü Xn � îäíîâåðøèííûé ãðàô ñ n. Âûïèøåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U íà Xn:

U(X0) = s0, U(X1) = s0 + s1, U(X2) = s0 + 2s1 + s2, . . . ,U(Xn) =
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j=0

(
n

j

)
sj , . . . .

Äåéñòâèòåëüíî, â ãðàôå Xn èìååòñÿ 2n îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ � ïî ÷èñëó ïîäìíîæåñòâ â
ìíîæåñòâå ïåòåëü. Âñå ýòè ïîäãðàôû ñâÿçíû. ×èñëî îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ èç k ïåòåëü
ðàâíî

(
n
k

)
, è åãî öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ðàâíî k . Âûðàçèì èç ýòèõ ðàâåíñòâ si :

s0 = U(X0), s1 = U(X1)− U(X0), . . . , sn = (−1)n
n∑

j=0

(−1)j
(
n

j

)
U(Xj), . . . .

Òåì ñàìûì, äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà çíà÷åíèé U(Xj) = tj , ìû ìîæåì âîññòàíîâèòü
çíà÷åíèÿ si , à çíà÷èò è çíà÷åíèå ôóíêöèè U íà ïðîèçâîëüíîì ãðàôå, ïîëîæèâ

si = (−1)i
i∑

j=0

(−1)j
(
i

j

)
tj .

Òåîðåìà Òàòòà äîêàçàíà. Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Òàòòà

Ïðîâåðèì ïðîâåäåííîå âûøå âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè U íà ãðàôå C3.
Ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíÿÿ ñîîòíîøåíèÿ Òàòòà, ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî

C3 = X 3
0 + 3X 2

0 + 2X0 + X1.

Îòñþäà

UC3 = U3
X0 + 3U2

X0 + 2UX0 + UX1 = s30 + 3s20 + 2s0 + s1 + s0 = s30 + 3s20 + 3s0 + s1

â ñîãëàñèè ñ íàøèìè ïðåäûäóùèìè âû÷èñëåíèÿìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Íîâûå ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ Òàòòà

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû îçíà÷àþò, ÷òî èíâàðèàíò Òàòòà ìîæíî çàäàòü, ëèáî ïîäñòàâèâ â
óíèâåðñàëüíóþ ôóíêöèþ UG ïðîèçâîëüíûå çíà÷åíèÿ âìåñòî ïàðàìåòðîâ si , ëèáî óêàçàâ
çíà÷åíèÿ èíâàðèàíòà íà ãðàôàõ Xn, � ëþáîé èç ýòèõ íàáîðîâ çíà÷åíèé îäíîçíà÷íî
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç äðóãîé. Âîò ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïðè íåêîòîðûõ ñïåöèàëüíûõ ïîäñòàíîâêàõ.

Example (ðåáðà)

Åñëè ìû ïîëîæèì â óíèâåðñàëüíîì èíâàðèàíòå U âñå si = 1, òî ïîëó÷èì V -ôóíêöèþ,
ïðèíèìàþùóþ íà ãðàôå G çíà÷åíèå 2|E(G)|.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Íîâûå ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ Òàòòà

Example (äèõðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí è ìíîãî÷ëåí Òàòòà)

Äèõðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí QG (t, z) çàâèñèò îò äâóõ ïåðåìåííûõ è îïðåäåëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâêîé sk = tzk â óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò Òàòòà. Êàê íåòðóäíî âèäåòü,
çíà÷åíèå äèõðîìàòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà íà ãðàôå Xn ðàâíî

QXn(t, z) = t(1+ z)n,

è ýòè ðàâåíñòâà òàêæå ìîæíî ñ÷èòàòü åãî îïðåäåëåíèåì.
Ïîäñòàíîâêà t = −c , z = −1 ïðåâðàùàåò äèõðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí â
õðîìàòè÷åñêèé.
Ìíîãî÷ëåí Òàòòà ãðàôà G îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

TG (x , y) = (x − 1)−b0(G)QG (x − 1, y − 1),

èëè
TG (x , y) = (x − 1)−b0(G)

∑
E ′⊂E(G)

(x − 1)b0(G(E ′))(y − 1)b1(G(E ′)),

ãäå b0(G ) � ÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè â G .
Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Íîâûå ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ Òàòòà

Example (ýéëåðîâîñòü)

Âîò V -ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â Z2, âûäåëÿþùàÿ ýéëåðîâû ãðàôû (íàïîìíèì, ãðàô
íàçûâàåòñÿ ýéëåðîâûì, åñëè ó âñåõ åãî âåðøèí ÷åòíûå âàëåíòíîñòè). Ïîëîæèì
çíà÷åíèå V -ôóíêöèè ε ðàâíûì 1 íà âñåõ ãðàôàõ Xn. Òîãäà çíà÷åíèå òàêîé ôóíêöèè íà
ïðîèçâîëüíîì ýéëåðîâîì ãðàôå G ðàâíî 1, à íà íåýéëåðîâîì ãðàôå � íóëþ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî òàêàÿ
ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ Òàòòà. Ýéëåðîâîñòü ãðàôà ÿâëÿåòñÿ
òîïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé � îíà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñòÿãèâàíèè çâåíà. Ïîýòîìó
åñëè ãðàô G ýéëåðîâ, òî ãðàô G ′′e òîæå ýéëåðîâ äëÿ ëþáîãî çâåíà e ∈ E (G ); íàïðîòèâ,
ãðàô G ′e íåýéëåðîâ � â íåì âàëåíòíîñòè äâóõ âåðøèí ìåíÿþòñÿ íà 1. Åñëè æå ãðàô G
íåýéëåðîâ, ïðè÷åì â íåì åñòü âåðøèíà íå÷åòíîé âàëåíòíîñòè íå íà êîíöàõ ðåáðà e, òî
è îáà ãðàôà G ′e è G ′′e íåýéëåðîâû. Åñëè æå íå÷åòíóþ âàëåíòíîñòü èìåþò ëèøü îáà
êîíöà ðåáðà e, òî îáà ãðàôà G ′e è G ′′e ýéëåðîâû. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ

ε(G ) = ε(G ′e) + ε(G ′′e ).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Íîâûå ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ Òàòòà

Example (ýéëåðîâîñòü)
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ïðîèçâîëüíîì ýéëåðîâîì ãðàôå G ðàâíî 1, à íà íåýéëåðîâîì ãðàôå � íóëþ.
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òîïîëîãè÷åñêîé õàðàêòåðèñòèêîé � îíà íå ìåíÿåòñÿ ïðè ñòÿãèâàíèè çâåíà. Ïîýòîìó
åñëè ãðàô G ýéëåðîâ, òî ãðàô G ′′e òîæå ýéëåðîâ äëÿ ëþáîãî çâåíà e ∈ E (G ); íàïðîòèâ,
ãðàô G ′e íåýéëåðîâ � â íåì âàëåíòíîñòè äâóõ âåðøèí ìåíÿþòñÿ íà 1. Åñëè æå ãðàô G
íåýéëåðîâ, ïðè÷åì â íåì åñòü âåðøèíà íå÷åòíîé âàëåíòíîñòè íå íà êîíöàõ ðåáðà e, òî
è îáà ãðàôà G ′e è G ′′e íåýéëåðîâû. Åñëè æå íå÷åòíóþ âàëåíòíîñòü èìåþò ëèøü îáà
êîíöà ðåáðà e, òî îáà ãðàôà G ′e è G ′′e ýéëåðîâû. Âî âñåõ ýòèõ ñëó÷àÿõ

ε(G ) = ε(G ′e) + ε(G ′′e ).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Íîâûå ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ Òàòòà

Example (ïîòîêîâûé ìíîãî÷ëåí)

Ïîäñòàíîâêà z = −m, t = −1 ïðåâðàùàåò äèõðîìàòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí â ïîòîêîâûé:

FG (m) = QG (−1,−m).
Îáúÿñíèì ïðè÷èíó òàêîãî íàçâàíèÿ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Zm ãðóïïó âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ m. Öåïüþ íàä Zm â ãðàôå G íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

ðåáåð ãðàôà G ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Zm, ò.å. ýëåìåíò ãðóïïû ZE(G)
m . Îðèåíòèðóåì

ðåáðà ãðàôà G ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Ãðàíèöåé öåïè íàçûâàåòñÿ ôîðìàëüíàÿ
ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ âåðøèí ãðàôà G , â êîòîðîé êîýôôèöèåíò ïðè êàæäîé âåðøèíå
ðàâåí ñóììå êîýôôèöèåíòîâ öåïè âõîäÿùèõ â íåå ðåáåð ìèíóñ ñóììà êîýôôèöèåíòîâ
âûõîäÿùèõ ðåáåð. Öåïü íàçûâàåòñÿ öèêëîì, åñëè ó íåå íóëåâàÿ ãðàíèöà.
Íàïðèìåð, ãðàô èç äâóõ âåðøèí, ñîåäèíåííûõ äâóìÿ ðåáðàìè, äîïóñêàåò äâå
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûõ îðèåíòàöèè. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ öåïè èìåþò âèä a1e1 + a2e2, ãäå
ñèìâîëàìè e1, e2 îáîçíà÷åíû (îðèåíòèðîâàííûå) ðåáðà ãðàôà, à a1, a2 ∈ Zm. Ãðàíèöà
òàêîé öåïè ðàâíà ñóììå âåðøèí, âçÿòûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè a1 + a2,−(a1 + a2) â
ñëó÷àå, åñëè ðåáðà îðèåíòèðîâàíû îäèíàêîâî, è ñ êîýôôèöèåíòàìè a1 − a2, a2 − a1,
åñëè îðèåíòàöèè ðåáåð ïðîòèâîïîëîæíû. Öèêëû èìåþò âèä a(e1 ± e2).

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Íîâûå ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ Òàòòà

Example (ïîòîêîâûé ìíîãî÷ëåí)

Theorem

Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà FG (m) ïðè öåëîì m ≥ 2 ðàâíî ÷èñëó âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ íàä
Zm â ïðîèçâîëüíîé îðèåíòàöèè ðåáåð ãðàôà G , óìíîæåííîìó íà (−1)b1(G)+1.

Âñþäó íåíóëåâîé öèêë ìîæíî ïîíèìàòü êàê �ïîòîê� â ãðàôå, à åãî êîýôôèöèåíòû ïðè
ðåáðàõ êàê �âåëè÷èíó òîêà� âäîëü íàïðàâëåíèÿ ýòîãî ðåáðà, ÷òî è îáúÿñíÿåò íàçâàíèå
èíâàðèàíòà. Ïðè ýòîì ñóììàðíûé ïîòîê ÷åðåç ëþáóþ âåðøèíó ðàâåí íóëþ, ò.å.
âåðøèíà íå ÿâëÿåòñÿ íè èñòî÷íèêîì, íè ñòîêîì.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ íå
çàâèñèò îò âûáîðà îðèåíòàöèè ãðàôà: ÷òîáû ïðåâðàòèòü öèêë â íåêîòîðîé îðèåíòàöèè
â öèêë îòíîñèòåëüíî äðóãîé îðèåíòàöèè, îòëè÷àþùåéñÿ îò ïåðâîé îðèåíòàöèåé
íåêîòîðûõ ðåáåð, äîñòàòî÷íî ïîìåíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè ýòèõ ðåáðàõ íà
ïðîòèâîïîëîæíûå. Òàêàÿ îïåðàöèÿ çàäàåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå, êàê íà
ìíîæåñòâàõ öèêëîâ, òàê è íà ìíîæåñòâàõ âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 2. Íîâûå ïðèìåðû èíâàðèàíòîâ Òàòòà

Example (ïîòîêîâûé ìíîãî÷ëåí)

Ïðîâåðèì, ÷òî ÷èñëî âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ íàä Zm, óìíîæåííîå íà (−1)b1(G),
ÿâëÿåòñÿ V -ôóíêöèåé. Ìóëüòèïëèêàòèâíîñòü ÷èñëà âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ
î÷åâèäíà. Óìíîæåíèå íà (−1)b1(G) íå ìåíÿåò ýòîãî ñâîéñòâà, ïîñêîëüêó ïðè íåñâÿçíîì
îáúåäèíåíèè ãðàôîâ èõ öèêëîìàòè÷åñêèå ÷èñëà ñêëàäûâàþòñÿ.
Ôèêñèðóåì ãðàô G , îðèåíòàöèþ â íåì è ðåáðî e ∈ E (G ). Âñÿêîìó âñþäó íåíóëåâîìó
öèêëó â ãðàôå G ′′e ìîæíî ñîïîñòàâèòü öèêë â ãðàôå G . Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì
öåïü â G , îòâå÷àþùóþ âûáðàííîìó öèêëó â G ′′e , è äîñòðîèì åå äî öèêëà. Äëÿ ýòîãî
íóæíî ïðèïèñàòü ðåáðó e â G êîýôôèöèåíò, ðàâíûé, ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà, çíà÷åíèþ
êîýôôèöèåíòà ãðàíèöû ðàññìàòðèâàåìîé öåïè â ëþáîé èç âåðøèí, èíöèäåíòíûõ
ðåáðó e. Ýòè äâà çíà÷åíèÿ îòëè÷àþòñÿ çíàêîì, è âûáðàííûé êîýôôèöèåíò çàâèñèò îò
âûáðàííîãî íàïðàâëåíèÿ ðåáðà e. Ìîæåò ñëó÷èòüñÿ, îäíàêî, ÷òî ïîñòðîåííûé òàêèì
îáðàçîì êîýôôèöèåíò ðàâåí íóëþ. Òàêîå ïðîèñõîäèò â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå,
êîãäà öèêë â G ′′e çàäàåò öèêë â G ′e . Òåì ñàìûì, ÷èñëî âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ â G
ðàâíî ðàçíîñòè ÷èñëà âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ â G ′′e è G ′e . Öèêëîìàòè÷åñêèå ÷èñëà
ãðàôîâ G è G ′′e ñîâïàäàþò, à öèêëîìàòè÷åñêîå ÷èñëî ãðàôà G ′e ìåíüøå èõ íà åäèíèöó.
Ïîýòîìó ïîñëå óìíîæåíèÿ ÷èñëà âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ íà (−1)b1(G) ïîëó÷àåì
ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ Òàòòà.
Îñòàëîñü ïðîâåðèòü åå ñîâïàäåíèå ñ ôóíêöèåé F íà ãðàôàõ Xn. Íî ìû çíàåì, ÷òî

FXn(m) = −(1−m)n,

÷òî ïîñëå óìíîæåíèÿ íà (−1)b1(V (G))+1 = (−1)n+1 â òî÷íîñòè ðàâíî (m − 1)n � ÷èñëó
âñþäó íåíóëåâûõ öèêëîâ â Xn íàä Zm (ïîñêîëüêó ëþáàÿ ðàññòàíîâêà íåíóëåâûõ
ýëåìåíòîâ ãðóïïû Zm íà ïåòëÿõ ãðàôà Xn ÿâëÿåòñÿ öèêëîì), ÷òî è òðåáîâàëîñü.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 2. Çàäà÷è

Ñëîæíîñòüþ C (G ) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â íåì.

Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü ãðàôà óäîâëåòâîðÿåò ñîîíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ W -ôóíêöèåé.
(Ñëîæíîñòü íåñâÿçíîãî ãðàôà ðàâíà 0, ïîýòîìó V -ôóíêöèåé ñëîæíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ.)

Âû÷èñëèòå ñëîæíîñòü ãðàôîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ê èçó÷àâøèìñÿ íàìè ðàíåå òèïàì.
Êàêîâà ñëîæíîñòü ñâÿçíîãî ãðàôà ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 1, ñîäåðæàùåãî
åäèíñòâåííûé ïðîñòîé öèêë äëèíû n?

Ïðîâåðüòå, ÷òî ñëîæíîñòü ãðàôà íå ìåíÿåòñÿ ïðè óäàëåíèè èç íåãî è äîáàâëåíèè ê
íåìó ïåòåëü.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 2. Çàäà÷è

Ñëîæíîñòüþ C (G ) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ êîëè÷åñòâî îñòîâíûõ äåðåâüåâ â íåì.

Äîêàæèòå, ÷òî ñëîæíîñòü ãðàôà óäîâëåòâîðÿåò ñîîíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ,
ò.å. ÿâëÿåòñÿ W -ôóíêöèåé.
(Ñëîæíîñòü íåñâÿçíîãî ãðàôà ðàâíà 0, ïîýòîìó V -ôóíêöèåé ñëîæíîñòü íå ÿâëÿåòñÿ.)

Âû÷èñëèòå ñëîæíîñòü ãðàôîâ, ïðèíàäëåæàùèõ ê èçó÷àâøèìñÿ íàìè ðàíåå òèïàì.
Êàêîâà ñëîæíîñòü ñâÿçíîãî ãðàôà ñ öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 1, ñîäåðæàùåãî
åäèíñòâåííûé ïðîñòîé öèêë äëèíû n?

Ïðîâåðüòå, ÷òî ñëîæíîñòü ãðàôà íå ìåíÿåòñÿ ïðè óäàëåíèè èç íåãî è äîáàâëåíèè ê
íåìó ïåòåëü.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 2. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî îñòîâíûõ ëåñîâ â ãðàôå, ò.å. ÷èñëî ëåñîâ, êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ â
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà, ÿâëÿåòñÿ V -ôóíêöèåé.

Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Òàòòà ãðàôà â òî÷êå (1, 1) ðàâíî ÷èñëó
îñòîâíûõ ëåñîâ â íåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà ýòî çíà÷åíèå ðàâíî ÷èñëó
îñòîâíûõ äåðåâüåâ â íåì.

Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Òàòòà ãðàôà â òî÷êå (2, 1) ðàâíî ÷èñëó ëåñîâ â
íåì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 2. Çàäà÷è

Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî îñòîâíûõ ëåñîâ â ãðàôå, ò.å. ÷èñëî ëåñîâ, êîëè÷åñòâî äåðåâüåâ â
êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàôà, ÿâëÿåòñÿ V -ôóíêöèåé.

Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Òàòòà ãðàôà â òî÷êå (1, 1) ðàâíî ÷èñëó
îñòîâíûõ ëåñîâ â íåì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñâÿçíîãî ãðàôà ýòî çíà÷åíèå ðàâíî ÷èñëó
îñòîâíûõ äåðåâüåâ â íåì.

Äîêàæèòå, ÷òî çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Òàòòà ãðàôà â òî÷êå (2, 1) ðàâíî ÷èñëó ëåñîâ â
íåì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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ãðàôà K4; d) òðèàíãóëÿöèé.

×åìó ðàâíî çíà÷åíèå ïîòîêîâîãî ìíîãî÷ëåíà íà äàííîì ãðàôå G ïðè m = 2?

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Îñòîâíûé ïîäãðàô ãðàôà G íà 2n âåðøèíàõ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì

ïàðîñî÷åòàíèåì, èëè 1-ôàêòîðîì, åñëè îí ñîñòîèò èç n ðåáåð, íèêàêèå äâà èç
êîòîðûõ íå èìåþò îáùèõ êîíöîâ. Íàïðèìåð, â êâàäðàòå C4 äâà ñîâåðøåííûõ
ïàðîñî÷åòàíèÿ, à â ïîëíîì ãðàôå K4 èõ òðè. Ðàññìîòðèì V -ôóíêöèþ, çíà÷åíèå
êîòîðîé íà ãðàôå Xn ðàâíî

(−1)n+1

2
(3n + 1).

Äîêàæèòå, ÷òî ìîäóëü (àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà) çíà÷åíèÿ ýòîé V -ôóíêöèè íà âñÿêîì
êóáè÷åñêîì ãðàôå (ò.å., íà ãðàôå, âàëåíòíîñòè âñåõ âåðøèí êîòîðîãî ðàâíû òðåì)
ðàâíî ÷èñëó ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â íåì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ïðîâåðèì ýòî óòâåðæäåíèå äëÿ êóáè÷åñêîãî ãðàôà K4 � ïîëíîãî ãðàôà íà ÷åòûðåõ
âåðøèíàõ. Çíà÷åíèå óíèâåðñàëüíîãî èíâàðèàíòà U íà òàêîì ãðàôå ðàâíî

UK4 = s40 + 6s30 + 15s20 + 4s0s1 + 16s0 + 15s1 + 6s2 + s3.

Åãî íåñëîæíî âû÷èñëèòü áëàãîäàðÿ âûñîêîé ñòåïåíè ñèììåòðèè ãðàôà K4. Íàïðèìåð, â
ìíîæåñòâå åãî ðåáåð èìååòñÿ

(
6

3

)
= 20 òðåõðåáåðíûõ ïîäìíîæåñòâ. ×åòûðå èç

ñîîòâåòñòâóþùèõ îñòîâíûõ ïîäãðàôîâ ñîñòàâëÿþò òðåóãîëüíèê C3, îáúåäèíåííûé ñ
îòäåëüíîé âåðøèíîé, îñòàëüíûå 16 ñîñòîÿò èç îäíîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ñ
öèêëîìàòè÷åñêèì ÷èñëîì 0. Òàêèì îáðàçîì, âêëàä òðåõðåáåðíûõ ïîäãðàôîâ â
óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò ðàâåí 4s0s1 + 16s0. Âîñïîëüçîâàâøèñü âûðàæåíèÿìè äëÿ sn

s0 = t0, s1 = t1 − t0,
s2 = t2 − 2t1 + t0, s3 = t3 − 3t2 + 3t1 − t0,

÷åðåç çíà÷åíèÿ íà áàçèñíûõ ãðàôàõ è èçâåñòíûìè çíà÷åíèÿìè

t0 = −1, t1 = 2, t2 = −5, t3 = 14,

ïîëó÷àåì
s0 = −1, s1 = 3, s2 = −10, s3 = 36.

Ïîäñòàíîâêà ýòèõ çíà÷åíèé â óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò äàåò 3, ÷òî è òðåáîâàëîñü.
Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ïîäñ÷èòàéòå ÷èñëî ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé â à) öåïî÷êàõ An; á) öèêëàõ Cn; â)
ïîëíûõ ãðàôàõ Kn; ã) â òðèàíãóëÿöèÿõ (ñì. ïðåäûäóùóþ ëåêöèþ).

Íàéäèòå âñå ãðàôû ñ øåñòüþ âåðøèíàìè, èìåþùèå 6 ñîâåðøåííûõ ïàðîñî÷åòàíèé.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ñîñòàâüòå òàáëèöó, â êîòîðîé äëÿ âñåõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ ñ ≤ 5 âåðøèíàìè óêàçàíû
çíà÷åíèÿ âñåõ ââåäåííûõ âûøå èíâàðèàíòîâ ãðàôîâ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ


