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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è
äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Âåêòîðíûì ïîëåì íàçûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâèå, êîòîðîå êàæäîé òî÷êå x íåêîòîðîé îáëàñòè (îòêðû-
òîãî ìíîæåñòâà), íàçûâàåìîé ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì, ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïðèëîæåííûé ê
íåé âåêòîð v(x).

Âåêòîðíîå ïîëå çàäà¼ò àâòîíîìíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå

ẋ = φ(x),

ðåøåíèåì êîòîðîãî íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå φ èíòåðâàëà I íà îñè âðåìåíè â ôàçîâîå ïðîñòðàí-
ñòâî, òàêîå ÷òî

φ̇(t) ≡ v(φ(t)) íà I.

Ðàñøèðåííûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì íàçûâàåòñÿ ïðîèçâåäåíèå Ω̃ = R×Ω îñè âðåìåíè íà ôàçî-
âîå ïðîñòðàíñòâî. Â í¼ì ëåæàò ãðàôèêè ðåøåíèé íàøåãî ÄÓ, êîòîðûå íàçûâàþò èíòåãðàëüíûìè
êðèâûìè.

Ðàññìàòðèâàþò è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà, ãäå âåêòîð v çàâèñèò íå
òîëüêî îò òî÷êè, íî è îò ìîìåíòà âðåìåíè: v = v(t, x). Â ýòîì ñëó÷àå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Ω̃
ôóíêöèè v ìîæåò íå áûòü öèëèíäðîì, îäíàêî îíà ïî-ïðåæíåìó íàçûâàåòñÿ ðàñøèðåííûì ôàçî-

âûì ïðîñòðàíñòâîì.

Ñîîòâåòñòâåííî, (íåàâòîíîìíûì) äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì (ïåðâîãî ïîðÿäêà) íàçûâà-
åòñÿ óðàâíåíèå

ẋ(t) = φ(t, x),

åãî ðåøåíèå � îòîáðàæåíèå φ : I → Rn, äëÿ êîòîðîãî

φ̇(t) ≡ v(t, φ(t)) íà I

(â ÷àñòíîñòè, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî (t, φ(t)) ∈ Ω̃ ïðè âñåõ t ∈ I).

Òåîðåìà. Äëÿ C1-ãëàäêîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ v ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðî-

ñòðàíñòâà ïðîõîäèò îäíà è òîëüêî îäíà èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ.

Äëÿ íåàâòîíîìíîãî ñëó÷àÿ v = v(x, t) òîò æå ðåçóëüòàò âåðåí, åñëè v è ∂v/∂x íåïðåðûâíû

(ñóùåñòâîâàíèå ∂v/∂t íå òðåáóåòñÿ).

Áîëåå ñëàáûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé áóäóò îáñóæäàòüñÿ íà ëåê-
öèÿõ.

Ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä

Ïðè ðàñïàäå ðàäèîàêòèâíûõ èçîòîïîâ êîëè÷åñòâî âåùåñòâà, ðàñïàäàþùåãîñÿ çà ìàëîå âðåìÿ ∆t,
ïðîïîðöèîíàëüíî èìåþùåìóñÿ åãî êîëè÷åñòâó è äëèíå ïðîìåæóòêà âðåìåíè ∆t:

∆x ≈ −cx(t)∆t.

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà ∆t è ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè ∆t → 0, ïîëó÷àåì ẋ(t) = −cx(t).
Çäåñü ïîñòîÿííàÿ ðàñïàäà c çàâèñèò îò âèäà ðàäèîàêòèâíîãî èçîòîïà.

Çàäà÷à 1.1. Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ dx/dt = −cx�ìîíîòîííûå ôóíêöèè (ïî÷åìó?). Íàïèøèòå óðàâ-
íåíèå íà îáðàòíóþ ôóíêöèþ t = t(x) è ðåøèòå åãî, à çàòåì è èñõîäíîå óðàâíåíèå.
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Ðåøåíèå. Âî-ïåðâûõ, x ≡ 0 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì. Ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
íèêàêîå äðóãîå ðåøåíèå íå ìîæåò ïðèíèìàòü çíà÷åíèå 0 â êàêîé-ëèáî ìîìåíò âðåìåíè. Çíà÷èò,
äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ x ëèáî âñ¼ âðåìÿ ïîëîæèòåëåí, ëèáî âñ¼ âðåìÿ îòðèöàòåëåí, à òîãäà dx/dt
èìååò ïîñòîÿííûé çíàê, òî åñòü ðåøåíèå ìîíîòîííî.

Äàëåå, dt/dx = −1/cx. Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì t(x) = −(1/c) ln |x|+M . Îáðàùàÿ ýòî ðàâåíñòâî,
ïîëó÷àåì x(t) = ±e−ct−A, èëè, ïåðåîáîçíà÷àÿ ±e−M = A, x(t) = Ae−ct.

Îáðàòèòå âíèìàíèå ñòóäåíòîâ íà òî, ÷òî â ïðîöåññå ðåøåíèÿ îäíî èç ðåøåíèé x ≡ 0 îòäåëèëîñü
îò îáùèõ ôîðìóë� òàê ÷àñòî áûâàåò, è íóæíî ñëåäèòü, ÷òîáû íå òåðÿòü òàêèå ðåøåíèÿ. (Â íàøåì
ñëó÷àå îíî ñíîâà âîøëî â îáùóþ ôîðìóëó ñ A = 0, íî òàê áûâàåò íå âñåãäà.) ◀

Óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî ðåøåíèé x(t) = Ae−ct. Ýòî ñîâåðøåííî íåóäèâèòåëüíî:
îíî îïèñûâàåò ðàñïàä ëþáîãî êîëè÷åñòâà âåùåñòâà. Åñòåñòâåííî ïîýòîìó çàäàòü êîëè÷åñòâî èçî-
òîïà â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè: x(t0) = x0. Ñîâîêóïíîñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ
dx/dt = φ(x, t) è íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x(t0) = x0 íàçûâàåòñÿ çàäà÷åé Êîøè. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ïî-
èñê èíòåãðàëüíîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó (t0, x0) ðàñøèðåííîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà.
Âûøåïðèâåä¼ííàÿ òåîðåìà òîãäà ãîâîðèò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ïðè óêàçàííûõ óñëîâèÿõ
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Çàäà÷à 1.2. Ïðîâåðüòå íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî äëÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ ẋ = −cx ýòî äåéñòâèòåëüíî
òàê, ïðåäúÿâèâ ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè ñ ëþáûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì x(t0) = x0.

Çàäà÷à 1.3. Êàê ñâÿçàíû êîíñòàíòà ðàñïàäà c è ïåðèîä ïîëóðàñïàäà t1/2?

Òðåíèå êàíàòà âîêðóã ñòîëáà

Ïðè íåäîñòàòêå âðåìåíè ðàçáåðèòå òîëüêî ñëó÷àé êðóãëîãî ñòîëáà.

Çàäà÷à 1.4. Øâàðòîâûé êàíàò ñóäíà òðè ðàçà îáìîòàí âîêðóã êðóãëîãî ñòîëáà. Êîýôôèöèåíò
òðåíèÿ êàíàòà î ñòîëá ñîñòàâëÿåò µ = 1/3. Çà ñâîáîäíûé êîíåö êàíàòà òÿíóò ñ ñèëîé T̂ = 500 Í,
îäíàêî ýòîãî íåäîñòàòî÷íî � ñóäíî òÿíåò êàíàò íàñòîëüêî ñèëüíî, ÷òî îí ïðîñêàëüçûâàåò. Íàé-
äèòå ñèëó, ñ êîòîðîé ñóäíî òÿíåò êàíàò.

Ðåøåíèå. Çàäàäèì óãëîâóþ êîîðäèíàòó íà êàíàòå è ðàññìîòðèì åãî êóñî÷åê ìåæäó óãëàìè φ è
φ+∆φ. Íà íåãî äåéñòâóþò äâå ñèëû íàòÿæåíèÿ êàíàòîâ, ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè ñòîëáà è ñèëà
òðåíèÿ. Ñ÷èòàÿ êóñî÷åê ìàëåíüêèì (òàê ÷òî ñèëà íîðìàëüíîé ðåàêöèè N äåéñòâóåò ïðîïîðöèî-
íàëüíî íîðìàëè â ñåðåäèíå êóñî÷êà, à ñèëà òðåíèÿ F �ïàðàëëåëüíî), ïîëó÷àåì â ïðîåêöèÿõ íà
ýòè äâå îñè òàêèå ðàâåíñòâà

(T (φ+∆φ)− T (φ)) cos(∆φ/2) = −F,

(T (φ+∆φ) + T (φ)) sin(∆φ/2) = N.

Òàê êàê êàíàò ïðîñêàëüçûâàåò, F = µN , à òîãäà, îñòàâëÿÿ òîëüêî ñëàãàåìûå ïåðâîãî ïîðÿäêà
ìàëîñòè ïî ∆φ, ïîëó÷àåì

(T (φ+∆φ)− T (φ)) = F = −µ · 2T (φ) · (∆φ/2) + o(∆φ).

èëè, ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó dT/dφ = −µT . Ñîîòâåòñòâåííî, ðåøåíèå èìååò âèä T = T0e
−µφ. Ïîä-

ñòàâëÿÿ íà÷àëüíîå óñëîâèå T (6π) = T̂ , íàõîäèì T0 = T̂ e6πµ ≈ 500 · 535 = 267745 Í. ◀

Çàäà÷à 1.5. Òîò æå âîïðîñ, åñëè ñòîëá èìååò ôîðìó ïðÿìîãî öèëèíäðà, ñå÷åíèå êîòîðîãî �
ãëàäêàÿ âûïóêëàÿ ïëîñêàÿ êðèâàÿ.

Ðåøåíèå. Ïðåäûäóùåå ðåøåíèå äîñëîâíî ïåðåíîñèòñÿ íà ýòîò ñëó÷àé, åñëè â êà÷åñòâå êîîðäèíà-
òû φ âûáðàòü óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê íàøåé êðèâîé è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè
àáñöèññ. ◀
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Âûòåêàíèå æèäêîñòè èç ìàëîãî îòâåðñòèÿ (¾çàäà÷à î äûðÿâîì âåäðå¿)

Ïóñòü äàí ñîñóä èçâåñòíîé ôîðìû, òî åñòü èçâåñòíà ïëîùàäü ãîðèçîíòàëüíîãî ñå÷åíèÿ ñîñóäà
S(h) êàê ôóíêöèÿ âûñîòû h ðàñïîëîæåíèÿ ñå÷åíèÿ, îòñ÷èòûâàåìîé îò åãî äíà. Íà äíå èìååòñÿ
¾ìàëîå îòâåðñòèå¿. Íóæíî íàéòè çàêîí h(t) èçìåíåíèÿ óðîâíÿ æèäêîñòè â ñîñóäå ñ òå÷åíèåì
âðåìåíè t. Çà êàêîé ïðîìåæóòîê âðåìåíè T ñîñóä îïóñòååò?

Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü v(h)� ñêîðîñòü ñòðóè æèäêîñòè, âûòåêàþùåé èç îò-
âåðñòèÿ, ïðè âûñîòå óðîâíÿ æèäêîñòè â ñîñóäå h. Ïëîùàäü îòâåðñòèÿ σ ìàëà ïî ñðàâíåíèþ ñ
S(h). Ýòî äîïóùåíèå îáåñïå÷èâàåò ¾ïëàâíîå¿ (áåçâèõðåâîå) âûòåêàíèå æèäêîñòè èç ñîñóäà è ãà-
ðàíòèðóåò âûïîëíåíèå çàêîíà Òîððè÷åëëè:

v(h) = κ
√
2gh,

ãäå êîíñòàíòà κ ≃ 1 çàâèñèò îò ñâîéñòâ êîíêðåòíîé æèäêîñòè. Äàëüøå äëÿ ïðîñòîòû áóäåì
ïîëàãàòü κ = 1. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî h(t)�íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
âðåìåíè.

Âûðàçèì óáûëü îáúåìà æèäêîñòè â ñîñóäå ∆V çà ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè ∆t äâóìÿ
ñïîñîáàìè.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ∆V = S(h)∆h + o(∆h)� âûðàæåíèå îáúåìà æèäêîñòè, âûòåêøåé çà ìà-
ëîå ∆t êàê îáúåìà öèëèíäðà ñ ïëîùàäüþ îñíîâàíèÿ S(h) è âûñîòîé, ðàâíîé âåëè÷èíå ñíèæåíèÿ
óðîâíÿ ∆h < 0. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, −∆V = σ∆l + o(∆t) = σv(h)∆t + o(∆t)� âûðàæåíèå òîãî
æå îáúåìà ÷åðåç ñêîðîñòü ñòðóè è ïëîùàäü ñå÷åíèÿ îòâåðñòèÿ. Çíàê ìèíóñ âûáðàí ïîòîìó, ÷òî
∆V < 0 ( êîëè÷åñòâî æèäêîñòè óìåíüøàåòñÿ). Êðîìå òîãî, ìû ïðåíåáðåãàåì èçìåíåíèåì ñêî-
ðîñòè ñòðóè v(h) çà ìàëîå ∆t, òî åñòü, ðàññìàòðèâàåì âñå èçìåíåíèÿ âåëè÷èí ñ òî÷íîñòüþ äî
ïåðâîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè.

Èòàê, ó÷èòûâàÿ ïåðâûå ïîðÿäêè ïî ∆t è ∆h, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî:

S(h)∆h = −σv(h)∆t+ o(∆t).

Åñëè ïîäåëèòü îáå ñòîðîíû ýòîãî ðàâåíñòâà íà ∆t, òî â ïðåäåëå ∆t → 0 ïîëó÷àåì äèôôåðåíöè-
àëüíîå óðàâíåíèå1 íà h(t):  S(h)

dh

dt
= −σv(h) = −σ

√
2gh

h(0) = H,

(1)

ãäå H �íà÷àëüíûé óðîâåíü âîäû â ñîñóäå.
Ðàññìîòðèì ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äëÿ íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ ñëó÷àåâ.

Ïðèìåð 1. Ñîñóä ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðÿìîé öèëèíäð ïîñòîÿííîãî ñå÷åíèÿ: S(h) = S.
Äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1) íà h(t) çàïèøåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

h′(t)√
h

= −A, ãäå A =
σ

S

√
2g > 0.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî âñþ çàâèñèìîñòü îò h ìû ïåðåíåñëè â îäíó ñòîðîíó ðàâåíñòâà. Ïðî-
èíòåãðèðóåì òåïåðü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ ïî t â ïðåäåëàõ îò t = 0 äî ïðîèçâîëüíîãî ìîìåíòà
t > 0: ∫ t

0

h′(τ)√
h

dτ = −At.

Èç ôèçè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî âûñîòà óðîâíÿ æèäêîñòè â ñîñóäå h(t)�ìîíîòîííî óáû-
âàþùàÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè âåëè÷èíà. Ïîýòîìó â îïðåäåëåííîì èíòåãðàëå ìîæíî ïðîèçâåñòè
çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ: ïåðåéòè ê èíòåãðèðîâàíèþ ïî ôóíêöèè h. Ââîäèì íîâóþ
ïåðåìåííóþ èíòåãðèðîâàíèÿ y = h(τ), òîãäà dy = h′(τ)dτ è èíòåãðàë âû÷èñëÿåòñÿ ÿâíî:∫ t

0

h′(τ)√
h

dτ =

∫ h(t)

h(0)

dy
√
y
= 2

(√
h(t)−

√
h(0)

)
.

1Ìîæíî ïîäåëèòü íà ∆h, òîãäà â ïðåäåëå ∆h → 0 ïîëó÷èòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå íà t(h).
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Â èòîãå, ó÷èòûâàÿ h(0) = H è ïîäñòàâëÿÿ ÿâíûé âèä êîíñòàíòû A, ïîëó÷àåì îòâåò:

h(t) = H

(
1− σ

S

√
g

2H
t

)2

= H

(
1− t

T0

)2

, T0 =
S

σ

√
2H

g
.

Ïî ñìûñëó çàäà÷è ýòî âûðàæåíèå äàåò çàêîí èçìåíåíèÿ óðîâíÿ æèäêîñòè â èíòåðâàëå âðåìåíè
t ∈ [0, T0]. Âåëè÷èíà T0 ðàâíà âðåìåíè îïóñòîøåíèÿ ñîñóäà. Ïîñëå ìîìåíòà T0 óðîâåíü æèäêîñòè
îñòàåòñÿ íóëåâûì: h(t) = 0 äëÿ t > T0.

Îòìåòèì, ÷òî âûðàæåíèå
√

2H/g ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âðåìÿ ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ áåç íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè ñ âûñîòû H. Âðåìÿ âûòåêàíèÿ æèäêîñòè èç ñîñóäà áîëüøå ýòîãî çíà÷åíèÿ âî ñòîëüêî
ðàç, âî ñêîëüêî ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ñîñóäà ïðåâûøàåò ïëîùàäü îòâåðñòèÿ. Äàëåå ìû óáåäèìñÿ, ÷òî
ýòî âåñüìà îáùàÿ ñòðóêòóðà îòâåòà: âûáèðàÿ ñîñóäû ðàçíîé ôîðìû, ìû äëÿ âðåìåíè T0 ïîëíî-
ãî îïóñòîøåíèÿ ñîñóäà áóäåì ïîëó÷àòü ïðîèçâåäåíèå âðåìåíè ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ ñ íà÷àëüíîé
âûñîòû æèäêîñòè íà îòíîøåíèå õàðàêòåðíûõ ïëîùàäåé ñ íåêîòîðûì ïîïðàâî÷íûì ÷èñëîâûì
êîýôôèöèåíòîì, ó÷èòûâàþùèì ôîðìó ñîñóäà.

Ïðèìåð 2. Öèëèíäðè÷åñêàÿ öèñòåðíà (öèëèíäð ¾íà áîêó¿). Îáîçíà÷èâ áóêâàìè L è R äëèíó öè-
ñòåðíû è åå ðàäèóñ ñîîòâåòñòâåííî, èç ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè íàéäåì ïëîùàäü ãîðèçîíòàëüíîãî
ñå÷åíèÿ öèñòåðíû íà âûñîòå h îò íèæíåé åå òî÷êè:

S(h) = 2L
√
h(2R− h).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå â îáùåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (1), ïîëó÷àåì äëÿ óðîâíÿ æèä-
êîñòè â öèñòåðíå òàêóþ çàäà÷ó:

√
2R− h

dh

dt
= −σ

√
2g

L
, h(0) = H ≤ 2R.

Èíòåãðèðóåì îáå ÷àñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ ïî t îò íà÷àëüíîãî ìîìåíòà âðåìåíè äî ïðîèçâîëüíîãî
ïðîìåæóòî÷íîãî çíà÷åíèÿ t, ñëåâà äåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ y = h:∫ t

0

√
2R− h(τ)h′(τ) dτ =

∫ h(t)

h(0)

√
2R− y dy = −σ

√
2g

L
t.

Âû÷èñëÿÿ èíòåãðàë ïî y, ïîëó÷àåì îòâåò äëÿ h(t):

h(t) = 2R−
(
(2R−H)3/2 +

3σ
√
2g

2L
t

)2/3

.

Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ H = 2R (â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè öèñòåðíà ïîëíîñòüþ çàïîëíåíà)
íàøà ôîðìóëà óïðîùàåòñÿ:

h(t) = H

(
1−

(
t

T0

)2/3
)
, (2)

ãäå âðåìÿ T0 ïîëíîãî âûòåêàíèÿ æèäêîñòè èç öèñòåðíû äàåòñÿ ñëåäóþùèì âûðàæåíèåì:

T0 =
1

3

LH

σ

√
2H

g
.

Çàìåòèì, ÷òî ýòîò îòâåò îïÿòü èìååò óïîìÿíóòóþ âûøå ñòðóêòóðó: ÷èñëîâîé êîýôôèöèåíò (â
äàííîì ñëó÷àå 1/3) è ïðîèçâåäåíèå îòíîøåíèÿ õàðàêòåðíûõ ïëîùàäåé è âðåìåíè ñâîáîäíîãî
ïàäåíèÿ ñ âûñîòû H.

Îäíàêî ó ôîðìóëû (2) åñòü îñîáåííîñòü, ïîêàçûâàþùàÿ îãðàíè÷åííîñòü íàøåé ìîäåëè âûòå-
êàíèÿ æèäêîñòè: ñêîðîñòü ïîíèæåíèÿ óðîâíÿ æèäêîñòè â öèñòåðíå h′(t) ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè ïðè t → 0+, ÷òî ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ àáñóðäíî. Ïðè÷èíà ýòîãî â òîì, ÷òî ëþáàÿ
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ðåàëüíîãî ÿâëåíèÿ åñòü ðåçóëüòàò íåêîòîðûõ óïðîùåíèé è ïðåíåáðåæå-
íèé ¾íåñóùåñòâåííûìè¿ äåòàëÿìè. Êîíå÷íî, ó÷åñòü âñå ýòè äåòàëè íåâîçìîæíî, è óïðîùåíèÿ
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íåîáõîäèìû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàáîòàþùåé ìîäåëè. Îäíàêî, ïîñòðîèâ ìîäåëü ÿâëåíèÿ è ïîëó÷èâ
ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå, íàäî âñåãäà ïîìíèòü, ÷òî âûâîäû èç ýòîé ìîäåëè (ðåøåíèÿ óðàâíå-
íèÿ) ìîãóò èìåòü îãðàíè÷åííóþ ïðèìåíèìîñòü â ðåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå.




