
ÎÄÓ-2022. Ñåìèíàð �2

(13/16 ñåíòÿáðÿ)

Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Íà ýòîì ñåìèíàðå ìû áóäåì èçó÷àòü àâòîíîìíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ íà ïðÿìîé, òî
åñòü óðàâíåíèÿ âèäà

ẋ = f(x), (1)

ãäå ôóíêöèÿ f íåïðåðûâíà íà íåêîòîðîì (áûòü ìîæåò, íåîãðàíè÷åííîì) èíòåðâàëå I ⊂ R.
Íà÷í¼ì ñ ïàðû íàáëþäåíèé. Âî-ïåðâûõ, åñëè f(a) = 0 (òàêèå a íàçûâàþòñÿ îñîáûìè òî÷êàìè

óðàâíåíèÿ èëè âåêòîðíîãî ïîëÿ), òî x ≡ a�ðåøåíèå 1. Âî-âòîðûõ, åñëè x = φ(t)�ðåøåíèå, òî
x = φ(t+ c)� òîæå ðåøåíèå (ýòî îáùåå ñâîéñòâî àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé).

Ïóñòü x = x(t)�ðåøåíèå (1) è ïóñòü f(x(t0)) ̸= 0. Ðàññìîòðèì ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë
D ∋ x0 = x(t0), ãäå f íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ìàêñèìàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî åãî íåëüçÿ ðàñøèðèòü.
Ýòî çíà÷èò, ÷òî åñëè D = (a, b), òî ëèáî b = +∞, ëèáî b�êîíåö èíòåðâàëà I, ëèáî f(b) = 0.
Ïóñòü äëÿ îïðåäåë¼ííîñòè f |D > 0.

Òîãäà x−1(D)� îòêðûòîå ìíîæåñòâî, è ïóñòü J � åãî ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà, ñîäåðæàùàÿ t0.
Òîãäà íà J âåðíî, ÷òî dx(t)/dt = f(x(t))) > 0, òî åñòü x âîçðàñòàåò íà J . Ðàññìîòðèì ïîýòîìó
îáðàòíóþ ôóíêöèþ t = t(x). Òîãäà dt/dx = 1/f(x), à òîãäà, èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè, èìååì

t(x)− t(x0) =

∫ x

x0

dξ

f(ξ)
.

Åñëè îáîçíà÷èòü çà F (x) ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè 1/f(x) íà èíòåðâàëå D, òî ýòî ðàâåíñòâî ïåðå-
ïèñûâàåòñÿ êàê

t(x)− t0 = F (x)− F (x0).

Ôóíêöèÿ F ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, è x(t) òåïåðü îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ èç ðàâåíñòâà

F (x(t)) = F (x0) + t− t0. (2)

Ðàññóæäàÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî (ñ çàìåíîé ìîíîòîííî âîçðàñòàþùèõ ôóíêöèé íà ìîíî-
òîííî óáûâàþùèå), ïîëó÷èì, ÷òî òà æå ôîðìóëà (2) ñïðàâåäëèâà è íà èíòåðâàëå, ãäå f < 0.

Çàäà÷à 2.1. Íàéäèòå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé è ïîñòðîéòå ýñêèçû èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ:
(à) ẋ = x, (á) ẋ = x2, (â) ẋ = x2 + 1.

Ðåøåíèå. (à) Åñòü ðåøåíèå x ≡ 0, à òàêæå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ln |x(t)| = ln |x0| + t − t0. Òàêèì
îáðàçîì, ïîêà ðåøåíèå x(t) ïîëîæèòåëüíî, îíî çàäà¼òñÿ ðàâåíñòâîì x(t) = x0e

t−t0 . Íî ïðàâàÿ
÷àñòü îñòà¼òñÿ ïîëîæèòåëüíîé ïðè âñåõ t ∈ R, ïîýòîìó âñ¼ ðåøåíèå çàäà¼òñÿ ýòîé ôîðìóëîé. Òå
æå ðàññóæäåíèÿ ðàáîòàþò è äëÿ x0 < 0.
(á) Òå æå ðàññóæäåíèÿ äàþò x(t) = 1

C−t (ãäå C = t0 + (1/x0)). Íî íàäî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðà-
âàÿ ÷àñòü íå îïðåäåëåíà ïðè t = C. Ïîýòîìó äëÿ êàæäîãî C ýòà ôîðìóëà äà¼ò äâà îòäåëüíûõ
ðåøåíèÿ: íà (−∞, C) è (C,+∞). Ðàññóæäåíèå, ïîêàçûâàþùåå, ÷òî ëþáîå ðåøåíèå (êðîìå x ≡ 0)
çäåñü çàäà¼òñÿ ýòîé ôîðìóëîé, òàêîå: ïðàâàÿ ÷àñòü îñòà¼òñÿ ïîëîæèòåëüíîé íà (−∞, C), îäíàêî
â òî÷êó C è äàëåå ðåøåíèå ïðîäîëæèòüñÿ íå ìîæåò, ïîñêîëüêó limt→C−0 x(t) = +∞.
Îáÿçàòåëüíî îáðàòèòå âíèìàíèå ñòóäåíòîâ, ÷òî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü � íå ïðîñòî
C1, à äàæå àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà âñåé ïðÿìîé, ðåøåíèå ñóùåñòâóåò òîëüêî íà ïîëóïðÿìîé.
¾Óáåãàíèå íà áåñêîíå÷íîñòü¿ ðåøåíèé ïðè ïðèáëèæåíèè ê êîíöó èíòåðâàëà îïðåäåëåíèÿ� îá-
ùèé ôàêò, èçâåñòíûé êàê ¾òåîðåìà î ïðîäîëæåíèè ðåøåíèé äî ãðàíèöû êîìïàêòà¿; òî÷íàÿ å¼
ôîðìóëèðîâêà áóäåò íà ëåêöèè.
(â) Çäåñü âñ¼ òî æå ñàìîå, òîëüêî ïðîùå� ðåøåíèÿ èìåþò âèä x(t) = tg(t−C), ãäå t ∈ (C−π/2, C+
π/2).
Ýñêèçû èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 1. ◀
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Ðèñ. 1: Èíòåãðàëüíûå êðèâûå â çàäà÷å 2.1à�â

Ìîãóò ëè ñóùåñòâîâàòü ðåøåíèÿ, êîòîðûå íà ÷àñòè èíòåðâàëà îïðåäåëåíèÿ çàäàþòñÿ ôîðìó-
ëîé (2), à íà ÷àñòè �ôîðìóëîé x ≡ c, èëè æå ðåøåíèÿ, êîòîðûå íà ðàçíûõ ÷àñòÿõ èíòåðâàëà
çàäàþòñÿ ôîðìóëîé (2) äëÿ ðàçíûõ èíòåðâàëîâ çíàêîïîñòîÿíñòâà ïðàâîé ÷àñòè?

Ìû îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì, êîãäà f èìååò ëèøü èçîëèðîâàííûå íóëè. Ïðîäîëæèì ñíà÷àëà
âûøåïðèâåä¼ííûé àíàëèç ðåøåíèÿ íà èíòåðâàëå çíàêîïîñòîÿíñòâà (D = (a, b) è J � òàêèå æå,
êàê âûøå; f |D > 0).

Ðåøåíèå x(t) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì t ∈ J . Êàê îíî âåä¼ò ñåáÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê t∗ �ïðàâîìó
êîíöó J? Òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíû òàêèå âàðèàíòû (ñì. ðèñ. 2): (a) t∗ êîíå÷íî, x(t∗ − 0) ëåæèò
âíóòðè J , (b) t∗ êîíå÷íî, x(t∗−0) = b, (c) t∗ = +∞, limt→+∞ x(t) = b, (d) t∗ = +∞, limt→+∞ x(t) =
x̂ < b.

Ðèñ. 2: Âîçìîæíîå ïîâåäåíèå ðåøåíèÿ íà îòðåçêå çíàêîïîñòîÿíñòâà f

Ñëó÷àé (a) îòâå÷àåò èñêóññòâåííîìó óìåíüøåíèþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðåøåíèÿ (ìû âñåãäà
ìîæåì îãðàíè÷èòü ðåøåíèå íà ìåíüøèé èíòåðâàë). Ôîðìóëà (2) ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü ðåøåíèå
è äàëüøå. Ìû äàëüøå îáû÷íî ïîä ðåøåíèÿìè áóäåì ïîíèìàòü íåïðîäîëæèìûå ðåøåíèÿ� òå,
êîòîðûå íåëüçÿ ïðîäîëæèòü íà áîëüøèé èíòåðâàë (èëè, ýêâèâàëåíòíî, êîòîðûå íå ïîëó÷àþòñÿ
¾óêîðà÷èâàíèåì¿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ äðóãîãî ðåøåíèÿ).

Ñëó÷àé (d) íåâîçìîæåí: ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó ïðè t → +∞ â ôîðìóëå (2), ìû ïîëó÷èì F (x̂−0) =
+∞, íî F �íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ íà D ∋ x̂.

Â ñëó÷àÿõ (b) è (c) àíàëîãè÷íûé ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïðè t → t∗ − 0 äàñò íàì, ÷òî

F (b− 0) = F (x0) + t∗ − t0.

Èíûìè ñëîâàìè, â ñëó÷àå (b) íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë

F (b− 0)− F (x0) =

∫ b−0

x0

dξ

f(ξ)

ñõîäèòñÿ, à â ñëó÷àå (c) � ðàñõîäèòñÿ.
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Â ñëó÷àå (c) ðåøåíèå âïðàâî çà t∗ ïðîäîëæàòü óæå íåêóäà � t = +∞. Â ñëó÷àå (b) åñëè
òàêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, òî ìû ïî íåïðåðûâíîñòè ïîëó÷àåì, ÷òî x(t∗) = b. Èíûìè ñëîâàìè,
â ïîäñëó÷àÿõ (b.1) b = +∞ èëè (b.2) b� ãðàíèöà èíòåðâàëà I, ãäå îïðåäåëåíà ïðàâàÿ ÷àñòü f ,
ïðîäîëæàòü ðåøåíèå òîæå íåêóäà.

Ñëó÷àé (b.1) èìååò ìåñòî, êàê ìû âèäåëè, äëÿ ẋ = x2 +1, à ñëó÷àé (b.2) � äëÿ óðàâíåíèÿ ẋ =
1/
√
1− x2. Äëÿ íåãî ðåøåíèÿ èìåþò âèä x(t) = sin(t−c), ãäå t ∈ (c−π/2, c+π/2). Ñîîòâåòñòâåííî,

t∗ = c+ π/2 è x(t∗ − 0) = 1, îäíàêî 1 íå âõîäèò â îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ïðàâîé ÷àñòè.
Îñòà¼òñÿ åäèíñòâåííûé ïîäñëó÷àé (b.3) b ∈ I, f(b) = 0. Òîãäà x(t∗) = b, è íà êàêîì-òî îòðåçêå

(áûòü ìîæåò, èç îäíîé òî÷êè, à áûòü ìîæåò, è íà öåëîì ëó÷å) ñïðàâà îò t∗ ìû èìååò x(t) ≡ b.
×òî ìîæåò ïðîèçîéòè äàëüøå, çà ïðàâûì êîíöîì t∗∗ ýòîãî îòðåçêà?

Âî-ïåðâûõ, â äîñòàòî÷íî ìàëîé ïîëóîêðåñòíîñòè t∗∗ íå ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òî÷åê ñ x(t) < b:
ïî íåïðåðûâíîñòè â òàêèõ òî÷êàõ x(t) äîñòàòî÷íî áëèçêî ê b, à ýòî çíà÷èò, ÷òî íà èíòåðâàëå
(t − L, t), ãäå L = F (b − 0) − F (a + 0) − δ ñ ìàëûì δ ðåøåíèå óïðàâëÿåòñÿ ôîðìóëîé (2) è
ïîòîìó ¾æèâ¼ò¿ íà (a, b). Ïîñêîëüêó δ ìàëî, t∗∗ ∈ (t − L, t), è ìû ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ
b = x(t∗∗) ∈ (a, b) (çåë¼íûå ëèíèè íà ðèñ. 3) . Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, åñëè íà ñìåæíîì èíòåðâàëå
D′ = (b, c) çíàêîïîñòîÿíñòâà ïðàâîé ÷àñòè f |D′ < 0, ðåøåíèå íå ìîæåò âûéòè è â D′ (çåë¼íûå

ëèíèè íà ðèñ. 3). Îñòà¼òñÿ òîëüêî ñëó÷àé f |D′ > 0� òîãäà, åñëè
∫ b+δ
b dξ/f(ξ) ñõîäèòñÿ, âîçìîæíî

ïðîäîëæåíèå ðåøåíèÿ ïî ôîðìóëå (2) äëÿ èíòåðâàëà D′.

Ðèñ. 3: Íåâîçìîæíûå ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ èç îñîáîé òî÷êè

Ðàçáåð¼ì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ.

Çàäà÷à 2.2. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:
(à) ẋ = 3

3
√
x2, (á) ẋ = (3/2) 3

√
x.

Íàðèñóéòå, êàê ñåáÿ âåäóò èõ èíòåãðàëüíûå êðèâûå.

Ðåøåíèå. (à)
∫
dξ/3 3

√
ξ2 = 3

√
ξ, ïîýòîìó ïîêà x(t) ∈ (0,+∞), âåðíî 3

√
ξ = t − C1, òî åñòü x(t) =

(t − C1)
3 � à çíà÷èò, ýòî íàáëþäàåòñÿ íà ëó÷å (C1,∞). Òî÷íî òàê æå ïîêà x(t) ∈ (−∞, 0), îíî

óäîâëåòâîðÿåò x(t) = (t−C2)
3, è ýòî ïðîèñõîäèò íà (−∞, C2). Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå ñîñòûêî-

âûâàåòñÿ èç êóñêîâ òð¼õ âèäîâ: x ≡ 0 íà êàêèõ-òî ïðîìåæóòêàõ; x(t) = (t − a)3 íà ëó÷å (a,+∞)
èëè íà ëó÷å (−∞, a). Ïîëó÷àåì òàêèå âàðèàíòû: (i) x ≡ 0 ïðè t ∈ R, (ii) x = (t − a)3 ïðè t < a,
x = 0 ïðè t ≥ a, (iii) x = 0 ïðè t < a, x = (t− a)3 ïðè t ≥ a, (iv) x = (t− a)3 ïðè t < a, x = 0 ïðè
t ∈ [a, b], x = (t− a)3 ïðè t > b. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå a ≤ b� îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ñëó÷àé a = b
âîçìîæåí.
(á) Çäåñü F (ξ) = 3

√
ξ2, ðåøåíèå îïðåäåëåíî íà ëó÷å (c,+∞) è ðàâíî x(t) = ±(t − c)3/2. Ïîýòî-

ìó çäåñü âîçìîæíî ëèøü òîæäåñòâåííî íóëåâîå ðåøåíèå è ðåøåíèå âèäà x(t) = 0 ïðè t < c,
x(t) = ±(t− c)3/2 ïðè t ≥ c.

Ãðàôèêè íåêîòîðûõ èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 4 (öâåòîì ïîêàçàíî, êàê èíòå-
ãðàëüíûå êðèâûå ìîãóò ñîáèðàòüñÿ èç ¾êóñêîâ¿). ◀
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Ðèñ. 4: Èíòåãðàëüíûå êðèâûå â çàäà÷å 2.2à�á

Çàäà÷à 2.3. Îáúÿñíèòå, ïî÷åìó åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü f(x)�äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, òî âû-
øåîïèñàííûõ ñëîæíîñòåé íå âîçíèêàåò: èíòåãðàëû

∫
dξ/f(ξ) ðàñõîäÿòñÿ.

Ðåøåíèå. Âáëèçè òî÷êè b, ãäå f(b) = 0, âåðíî, ÷òî f(b+h) = 0+f ′(b)h+o(h), òî åñòü ñïðàâåäëèâà
îöåíêà |f(b+ h)| ≤ c|h|. Òîãäà |1/f(b+ h)| ≥ 1/c|h|, à èíòåãðàë îò 1/|h| ðàñõîäèòñÿ. ◀

Óñòîé÷èâîñòü

Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ïîâåäåíèå ðåøåíèé âáëèçè îñîáîé òî÷êè. Ýòî ïîâåäåíèå êðàéíå âàæíî
ïðè èññëåäîâàíèè ëþáîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ïðîèñõîäÿùåãî èç êàêîé-ëèáî ïðàê-
òè÷åñêîé çàäà÷è. Ñêàæåì, ìû âêëþ÷èëè ïðèáîð, è ïîñëå íåêîòîðîãî ¾ïðîãðåâà¿ îí ïðèø¼ë â
íåêîòîðîå ñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå � ýòî è åñòü îñîáàÿ òî÷êà íàøåãî âåêòîðíîãî ïîëÿ.1

Äëÿ ïðîñòîòû ìû äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé f ∈ C1, òàê ÷òî ó íàñ åñòü òåîðåìà
ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèé (èëè ïðåäûäóùàÿ çàäà÷à). È îïÿòü-òàêè îãðàíè÷èìñÿ
ñëó÷àåì èçîëèðîâàííûõ íóëåé.

� Åñëè ñëåâà îò a ôóíêöèÿ f ïîëîæèòåëüíà, à ñïðàâà îò a îíà îòðèöàòåëüíà, òî ðåøåíèÿ
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, áëèçêèìè ê a, ñòðåìÿòñÿ ê a ïðè t → +∞. Òàêèå ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþò óñòîé÷èâûìè (àòòðàêòîðàìè).

� Åñëè ñëåâà îò a ôóíêöèÿ f îòðèöàòåëüíà, à ñïðàâà îò a îíà ïîëîæèòåëüíà, òî òàêèå ðåøåíèÿ
ïðèáëèæàþòñÿ ê a, êîãäà t → −∞, à ïðè óâåëè÷åíèè t îíè óäàëÿþòñÿ îò t. Òàêèå ïîëîæåíèÿ
ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþò íåóñòîé÷èâûìè.2

� Åñëè ñ îáåèõ ñòîðîí îò a ôóíêöèÿ f îäíîãî çíàêà, òî â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêóþ
ïîëóîêðåñòíîñòü ïîïàëî íà÷àëüíîå óñëîâèå, áóäåò íàáëþäàòüñÿ îäíî èëè äðóãîå ïîâåäåíèå:
ñ îäíîé ñòîðîíû òðàåêòîðèè ïðèáëèæàþòñÿ ê a ïðè t → +∞, à ñ äðóãîé � ïðè t → −∞.
Òàêèå òî÷êè íàçûâàþò ïîëóóñòîé÷èâûìè.

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè îñîáûõ òî÷åê óäîáíî èçîáðàçèòü íà ïðÿìîé íóëè ôóíêöèè f (îíè æå
îñîáûå òî÷êè), à íà èíòåðâàëàõ ïîñòàâèòü ñòðåëî÷êè, ïîêàçûâàþùèå, â êàêóþ ñòîðîíó äâèæóòñÿ
òî÷êè ìåæäó íèìè (âïðàâî, åñëè f > 0, è âëåâî, åñëè f < 0). Òîãäà åñëè ñòðåëî÷êè ñ îáåèõ
ñòîðîí íàïðàâëåíû ê îñîáîé òî÷êå, îíà óñòîé÷èâà, åñëè ñ îáåèõ ñòîðîí îò íå¼ � íåóñòîé÷èâà,
à åñëè îäíà íàïðàâëåíà ê íåé, à äðóãàÿ îò íå¼, òî ïîëóóñòîé÷èâà. Òàêàÿ êàðòèíêà íàçûâàåòñÿ
ôàçîâûì ïîðòðåòîì ñèñòåìû: ëèíèè íà íåé (îòäåëüíî òî÷êè = íóëè f è èíòåðâàëû ìåæäó íèìè)
ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ (ýòè ïðîåêöèè íàçûâàþòñÿ ôàçîâûìè êðèâûìè èëè
òðàåêòîðèÿìè), à ñòðåëî÷êè óêàçûâàþò íàïðàâëåíèå ðîñòà t íà íèõ.

1Ðàçóìååòñÿ, ïðèáîð ìîæåò è íå âûéòè â ñòàáèëüíîå ñîñòîÿíèå � â í¼ì ìîãóò ïðîèñõîäèòü ïåðèîäè÷åñêèå êîëå-

áàíèÿ èëè åù¼ áîëåå ñëîæíûå ïðîöåññû. Ñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ� ëèøü ïåðâûé øàã â îïèñàíèè ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû.
2×àñòî, îñîáåííî â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè, íåóñòîé÷èâûìè èìåíóþò âñå îñîáûå òî÷êè, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ

óñòîé÷èâûìè. Äëÿ ýòîãî æå êëàññà òî÷åê èñïîëüçóþòñÿ íàçâàíèÿ óñòîé÷èâûå â îáðàòíîì âðåìåíè èëè ðåïåëëåðû.
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Ïðîäîëæàÿ àíàëîãèþ ñ ïðèáîðîì, ìû âèäèì, ÷òî îí íå ìîæåò îêàçàòüñÿ â ñîñòîÿíèè íåóñòîé-
÷èâîé îñîáîé òî÷êå: âåäü ñòîèò íàì ÷óòü-÷óòü íå ïîïàñòü íà÷àëüíûì óñëîâèåì â ýòó òî÷êó, êàê
ðåøåíèå óéä¼ò îò íå¼. Äëÿ ïîëóóñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, íà ïåðâûé âçãëÿä, òàêîé
ïðîáëåìû íå âîçíèêàåò: åñëè ìû ïîïàëè íà÷àëüíûì óñëîâèåì â ¾óñòîé÷èâóþ¿ ïîëóîêðåñòíîñòü,
ñîñòîÿíèå ïðèáîðà áóäåò ñòðåìèòñÿ ê ýòîé îñîáîé òî÷êå. Îäíàêî çäåñü åñòü äðóãàÿ ïðîáëåìà.

Çàäà÷à 2.4. Ïóñòü x�÷èñëåííîñòü êàêîé-ëèáî ïîïóëÿöèè (ñêàæåì, ðûá â îçåðå). Îáúÿñíèòå,
êàê áóäåò âåñòè ñåáÿ ÷èñëåííîñòü ïîïóëÿöèè ñ èçìåíåíèåì âðåìåíè â ñëåäóþùèõ ñëó÷àÿõ:
(à) ẋ = x (ñâîáîäíîå ðàçìíîæåíèå: ðîñò ïîïóëÿöèè ïðîïîðöèîíàëåí å¼ ÷èñëåííîñòè),
(á) ẋ = x− x2 (ðàçìíîæåíèå ñ êîíêóðåíöèåé çà ðåñóðñû� ëîãèñòè÷åñêàÿ ìîäåëü),
(â) ẋ = x− x2 − a (ôèêñèðîâàííàÿ êâîòà âûëîâà � èññëåäóéòå çàâèñèìîñòü îò a > 0).

Ðåøåíèå. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà íå íóæíî ðåøàòü óðàâíåíèå ñ ïîìîùüþ ôîð-
ìóëû (2). Ôàçîâûå ïîðòðåòû è ãðàôèêè èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5: ñâåðõó âíèç �
(á) (îíî æå (â) ïðè a = 0), (â) â ñëó÷àÿõ 0 < a < 1/4, a = 1/4, a > 1/4. ◀

Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê ìåíÿåòñÿ óñòîé÷èâîñòü ïîëîæåíèé ðàâíîâåñèÿ â ïîñëåäíåé çàäà÷å:
ïðè a < 1/4 åñòü äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå, êîòîðûå ïðè a = 1/4
ñëèâàþòñÿ â îäíî ïîëóóñòîé÷èâîå, êîòîðîå çàòåì èñ÷åçàåò. Òàêèì îáðàçîì, õîòÿ êâîòà, ñîîòâåò-
ñòâóþùàÿ a = 1/4, è äà¼ò íàèáîëüøèå óëîâû, ðèñêîâàííà: åñëè íåìíîãî îøèáèòüñÿ è ïðåâçîéòè
a = 1/4, ïîïóëÿöèÿ áóäåò èñòðåáëåíà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ñëåãêà ¾ïîøåâåëèòü¿ ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (íàïðèìåð, ïàðàìåòð a),
òî ïîëóóñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ ñòàíåò ÷åì-òî äðóãèì: ëèáî ðàñïàä¼òñÿ íà äâà ïîëî-
æåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå, ëèáî âîâñå èñ÷åçíåò. Ïîýòîìó îáû÷íî íåò ïðè÷èí
íàäåÿòüñÿ, ÷òî äèíàìèêà ðåàëüíîãî ¾ïðèáîðà¿ èìååò òàêèå ïîëóóñòîé÷èâûå îñîáûå òî÷êè� âåäü
óðàâíåíèå ëèøü ïðèáëèæ¼ííî îïèñûâàåò ïðîèñõîäÿùèå ïðîöåññû.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè a ̸= 1/4 ¾ìàëîå øåâåëåíèå¿ ïàðàìåòðà (è äàæå ¾øåâåëåíèå¿ âñåé
ïðàâîé ÷àñòè êàê ãëàäêîé ôóíêöèè!) íå ìåíÿåò ¾êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå ñèñòåìû¿: ëèáî òå æå
äâà ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå, ëèøü ñëåãêà ñäâèíóâøèåñÿ, ëèáî íè îäíî-
ãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à ïîïóëÿöèÿ ïðîñòî óìåíüøàåòñÿ â ðàçìåðå. Òàêèå ñèñòåìû íàçûâàþò
ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè � ñ ýòîãî ïîíÿòèÿ è íà÷àëàñü ñîâðåìåííàÿ òåîðèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñè-
ñòåì.
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Ðèñ. 5: Èíòåãðàëüíûå êðèâûå â çàäà÷å 2.4á�â
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