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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Ïóñòü ïðàâàÿ ÷àñòü äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, ðàçðåøåííîãî îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé

y′ = f(x, y)

èìååò ñïåöèàëüíûé âèä: f(x, y) = g(x)ϕ(y), ãäå ôóíêöèè g(x) ∈ C0[a, b] è ϕ(y) ∈ C0[c, d] �
íåïðåðûâíû íà óêàçàííûõ îòðåçêà. Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ f(x, y) íåïðåðûâíà êàê ôóíêöèÿ äâóõ ïå-
ðåìåííûõ â îáëàñòè G = [a, b]× [c, d]. Òàêîå óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ

ïåðåìåííûìè.
Õîä ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè óäîáíî ðàçáèòü íà 2 øàãà.

1 øàã. Ïðåæäå âñåãî, íóæíî âûÿñíèòü, åñòü ëè ó ôóíêöèè ϕ(y) êîðíè íà îòðåçêå [c, d], òî åñòü,
ñóùåñòâóåò ëè òî÷êà y1 ∈ [c, d] òàêàÿ, ÷òî ϕ(y1) = 0? Òàêèõ òî÷åê ìîæåò áûòü íåñêîëüêî. Åñ-
ëè êîðíè åñòü, òî y(x) = y1 = const � ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (èíòåãðàëüíàÿ
êðèâàÿ).

Äàëüøå íóæíî ðàññìàòðèâàòü îáëàñòè, ãäå ϕ(y) ̸= 0, íàïðèìåð, c ≤ y < y1 è y1 < y ≤ d, åñëè
êîðåíü åäèíñòâåííûé.

2 øàã. Â ãîðèçîíòàëüíîé ïîëîñå ìåæäó êîðíÿìè ôóíêöèè ϕ(y) (òî åñòü, â îáëàñòè, ãäå ϕ(y) ̸= 0)
íàøå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

1

ϕ(y)

dy

dx
= g(x). (1)

Ïóñòü G(x) � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè g(x):∫
g(x)dx = G(x) + C.

Òîãäà g(x) = dG(x)/dx.
Ïóñòü òàêæå Φ(y) � îäíà èç ïåðâîîáðàçíûõ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 1/ϕ(y):∫

dy

ϕ(y)
= Φ(y) + C.

Òîãäà ïî ïðàâèëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ñëîæíîé ôóíêöèè:

d

dx
Φ(y(x)) =

dΦ

dy

dy

dx
=

1

ϕ(y)

dy

dx
.

Èòàê, èñõîäíîå óðàâíåíèå (1) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå:

d

dx
Φ(y(x)) =

d

dx
G(x),

èç êîòîðîãî ñðàçó ñëåäóåò âûðàæåíèå äëÿ (íåÿâíîãî) ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (1):

Φ(y)−G(x) = C.

Ýòî ðàâåíñòâî çàäàåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ íà ïëîñêîñòè R2. Êîíêðåòíàÿ èí-
òåãðàëüíàÿ êðèâàÿ ñåìåéñòâà âûäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûì óñëîâèåì y(x0) = y0, ãäå x0 ∈ [a, b], à y0
ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç èíòåðâàëîâ, ãäå ϕ(y) ̸= 0. Íà÷àëüíûå äàííûå ôèêñèðóþò ïðîèçâîëüíóþ
êîíñòàíòó C:

C(x0, y0) = Φ(y0)−G(x0).
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Çàìåòèì, ÷òî âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ ìîæíî óïðîñòèòü. Ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (1) â âèäå

1

ϕ(y)
dy = g(x)dx.

Îáúåêòû, ñòîÿùèå â ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà íàçûâàþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè ôîðìà-
ìè è ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëèíåéíûå ôóíêöèè íà êàñàòåëüíûõ âåêòîðàõ â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà R2 (ñêàæåì, ôîðìà dy îòîáðàæàåò âåêòîð â åãî y-îâóþ êîîðäèíàòó). Íàøå óðàâíåíèå (1)
èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ðàâåíñòâî óêàçàííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì íà âåêòîðàõ, êàñàòåëüíûõ
ê èñêîìîé èíòåãðàëüíîé êðèâîé.

Ïðîèíòåãðèðóåì ýòè ôîðìû âäîëü èíòåãðàëüíîé êðèâîé:∫ y

y0

dy

ϕ(y)
=

∫ x

x0

g(x)dx ⇔ Φ(y)− Φ(y0) = G(x)−G(x0).

Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê ïðåæíåìó îòâåòó:

Φ(y)−G(x) = Φ(y0)−G(x0) = C(x0, y0).

Çäåñü èíòåãðàë îò äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìû âäîëü êðèâîé ïðåâðàùàåòñÿ â îáû÷íûé èíòåãðàë,
åñëè êðèâóþ ïàðàìåòðèçîâàòü: x = x(t), y = y(t)∫ y

y0

dy

ϕ(y)
−
∫ x

x0

g(x)dx =

∫ t

t0

ẏ(t)

ϕ(y(t))
− g(x(t))ẋ(t) dt.

Ôîðìóëà çàìåíû ïåðåìåííîé â èíòåãðàëå ïðè ýòîì ïîêàçûâàåò, ÷òî îò ïàðàìåòðèçàöèè ïðàâàÿ
÷àñòü íå çàâèñèò.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå êîíêðåòíûå ïðèìåðû.

Çàäà÷à 3.1. y′ − xy2 = 2xy.

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçîâàâ óðàâíåíèå ê âèäó

y′ = xy(y + 2),

ìû ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè c g(x) = x, ϕ(y) = y(y + 2). Ïðàâàÿ
÷àñòü óðàâíåíèÿ xy(y+2) íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ âî âñåõ ïëîñêîñòè R2, ÷àñòíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ ïî ïåðåìåííîé y ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà òîæå âî âñåé ïëîñêîñòè R2. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó (x0, y0) ∈ R2 ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ (òåîðåìà î
ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ).

1 øàã. Óðàâíåíèå ϕ(y) = 0 èìååò äâà ðåøåíèÿ y1 = 0 è y2 = −2. Ýòî äàåò äâå èíòåãðàëüíûå
êðèâûå: ãîðèçîíòàëüíûå ïðÿìûå y1(x) = 0 è y2(x) = −2. Òàêèì îáðàçîì, äàëüøå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ðåøåíèå èñõîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ â òðåõ îáëàñòÿõ y < −2, −2 <
y < 0 è y > 0. Â êàæäîé èç ýòèõ îáëàñòåé ïåðåìåííûå ðàçäåëÿþòñÿ:

dy

y(y + 2)
= x dx.

Ïðàâàÿ ÷àñòü èíòåãðèðóåòñÿ òðèâèàëüíî, à äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëà îò ëåâîé ÷àñòè åå íóæíî
ðàçëîæèòü â ñóììó ïðîñòûõ äðîáåé. Â èòîãå ïîëó÷àåì òàêîå âûðàæåíèå:

ln

∣∣∣∣ y

y + 2

∣∣∣∣+ ln|C| = x2.

Îòñþäà ïîëó÷àåòñÿ îòâåò â âèäå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé:

y(x) =
2

C exp(−x2)− 1
, C ̸= 0.
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Ê ýòîìó ñåìåéñòâó íóæíî íå çàáûòü äîáàâèòü íàéäåííûå íà ïåðâîì øàãó èíòåãðàëüíûå êðèâûå
y1(x) = 0 è y2(x) = −2. Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå y2(x) ìîæíî âêëþ÷èòü â ñåìåéñòâî, åñëè ðàñøèðèòü
äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ êîíñòàíòû C íà âñþ âåùåñòâåííóþ îñü. À âîò ðåøåíèå y1(x) íå ñîäåðæèòñÿ
â ñåìåéñòâå íè ïðè êàêîì êîíå÷íîì çíà÷åíèè êîíñòàíòû C. Èòàê, îòâåò â ýòîì ïðìåðå âûãëÿäèò
òàê

y(x) =
2

C exp(−x2)− 1
, C ∈ R ∪ y(x) = 0.

◀

Çàäà÷à 3.2. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ:

y′(x+ 1) + xy = 0. (2)

Ðåøåíèå. Çäåñü ìû âïåðâûå ñòàëêèâàåìñÿ ñ ïðèìåðîì òàê íàçûâàåìûõ îñîáûõ òî÷åê äèôôåðåí-
öèàëüíîãî óðàâíåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, â òî÷êå x = −1 äîëæíî ïðîèñõîäèòü ÷òî-òî íåîáû÷íîå:
åñëè äîïóñòèòü, ÷òî y′(−1) ñóùåñòâóåò, òî íàøå óðàâíåíèå ïðåâðàùàåòñÿ â ýòîé òî÷êå â àëãåáðàè-
÷åñêîå ðàâåíñòâî y(−1) = 0 è ýòîìó óñëîâèþ äîëæíû áóäóò óäîâëåòâîðÿòü âñå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ
(2), íåçàâèñèìî îò íà÷àëüíûõ äàííûõ Êîøè y(x0) = y0, êîòîðûå ìû âñåãäà ìîæåì íàëîæèòü.

×òîáû ðàçîáðàòüñÿ ñ ýòîé ïðîáëåìîé, ðàññìîòðèì ïîêà îáëàñòè, ãäå x ̸= −1, è ðàçðåøèì
óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé y′:

y′ = − xy

x+ 1
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ â îáëàñòÿõ x > −1 è
x < −1 âåùåñòâåííîé ïëîñêîñòè R2. Êðîìå òîãî, â ýòèõ æå îáëàñòÿõ ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà
÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïðàâîé ÷àñòè ïî ïåðåìåííîé y. Ïîýòîìó â ïîëóïëîñêîñòÿõ x > −1 è x <
−1 ñïðàâåäëèâà òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè è ÷åðåç ëþáóþ èõ òî÷êó ïðîõîäèò
åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ.

×òîáû âûÿñíèòü, ÷òî ïðîèñõîäèò íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = −1, ïåðåéäåì â äðóãóþ êàðòó,
òî åñòü, áóäåì ñ÷èòàòü íàøå óðàâíåíèå óðàâíåíèåì íà ôóíêöèþ x(y). Ïåðåïèøåì åãî â âèäå
óðàâíåíèÿ íà ïðîèçâîäíóþ dx/dy:

dx

dy
=

x+ 1

xy
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü òåðïèò ðàçðûâ íà îñÿõ ñèñòåìû êîîðäèíàò x = 0 è y = 0, à âîò ëó÷è {x = −1, y > 0}
è {x = −1, y < 0} ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè.

È, íàêîíåö, òî÷êà (−1, 0) � îñîáàÿ òî÷êà íàøåãî óðàâíåíèÿ: ïðàâàÿ ÷àñòü íå çàäàåò â ýòîé
òî÷êå íèêàêîãî íàïðàâëåíèÿ, óðàâíåíèå â ýòîé òî÷êå íå îïðåäåëåíî íè â îäíîé êàðòå.

1 øàã. Ðàññìàòðèâàåì óðàâíåíèå y′ = − xy
x+1 â îáëàñòè x > −1. Â ýòîé îáëàñòè åñòü êîðåíü ïî

êîîðäèíàòå y, êîòîðûé çàäàåò èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ â âèäå ëó÷à {y(x) = 0, x > −1}.
2 øàã. Â îáëàñòÿõ x > −1 è y > 0 èëè y < 0 ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå:

dy

y
= − xdx

x+ 1
= −

(
1− 1

x+ 1

)
dx.

Ýòî óðàâíåíèå ýëåìåíòàðíî èíòåãðèðóåòñÿ:

ln
∣∣∣ y
C

∣∣∣ = −x+ ln |x+ 1|, C ̸= 0

è ðåøåíèå ìîæíî âûðàçèòü â âèäå ÿâíîé ôóíêöèè y(x):

y(x) = C (1 + x) e−x.

Ðåøåíèå y(x) = 0 âêëþ÷àåòñÿ â ñåìåéñòâî, åñëè ðàñøèðèòü ìíîæåñòâî çíà÷åíèé êîíñòàíòû C,
äîïóñòèâ C = 0.

Â îáëàñòè x < −1 ñåìåéñòâî ðåøåíèé ïàðàìåòðèçóåòñÿ íåçàâèñèìîé êîíñòàíòîé C̃: y = C̃ (1+
x) e−x.
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Êðîìå òîãî, åñòü åùå 2 èíòåãðàëüíûå êðèâûå � âåðòèêàëüíûå ëó÷è

{x = −1, y > 0} è {x = −1, y < 0}.

Îòìåòèì, ÷òî â äàííîì ïðèìåðå ìîæíî íåïðåðûâíî ïðîäîëæèòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå èç îá-
ëàñòåé x > −1 è x < −1 â îñîáóþ òî÷êó è ïîëó÷èòü ðåøåíèå, îïðåäåëåííîå íà âñåé âåùåñòâåííîé
îñè:

y(x) =


C (1 + x) e−x, x > −1

0 x = −1

C̃ (1 + x) e−x, x < −1.

Ïðè C ̸= C̃ ýòà ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, íî íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x = −1. ßñíî òàêæå, ÷òî ýòî
ðåøåíèå íåâîçìîæíî çàôèêñèðîâàòü íà÷àëüíûìè äàííûìè çàäà÷è Êîøè y(x0) = y0, ïîñêîëüêó
èç-çà íàëè÷èÿ îñîáîé òî÷êè ó íàñ èìååòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ, êîìïîíåíòû
êîòîðûõ äàþò ðåøåíèå íàøåãî óðàâíåíèÿ â îäíîé èç îáëàñòåé x > −1 èëè x < −1. Íà÷àëüíûå
äàííûå òèïà Êîøè ôèêñèðóþò òîëüêî êîìïîíåíòû èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ, ïàðàìåòðèçîâàííûõ
C ïðè x0 > −1 èëè C̃ ïðè x0 < −1.

Â äàííîì ïðèìåðå ìîæíî ïîëó÷èòü äàæå ðåøåíèå, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîå íà âñåé
âåùåñòâåííîé îñè, åñëè âçÿòü C = C̃. Íî ýòî ðåøåíèå âñå ðàâíî âûäåëÿåòñÿ âòîðûì äîïîëíè-

òåëüíûì òðåáîâàíèåì äèôôåðåíöèðóåìîñòè â òî÷êå x = −1: ñàìî íàøå èñõîäíîå óðàâíåíèå (2)
íå íàêëàäûâàåò íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé íà çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé y′ â òî÷êå x = −1. ◀

Íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ â îñîáóþ òî÷êó íå âñåãäà âîçìîæíî, ÷òî
èëëþñòðèðóåòñÿ ñëåäóþùèì ïðèìåðîì.

Çàäà÷à 3.3. xy′ + y = 0.

Ðåøåíèå. Çäåñü îïÿòü íóæíî ðàçðåøèòü óðàâíåíèå îòíîñòåëüíî ïðîèçâîäíîé è ïðè ýòîì òîæå
âîçíèêíåò îñîáàÿ òî÷êà. Çàïèøåì äâå ôîðìû ýòîãî óðàâíåíèÿ â ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàòíûõ êàðòàõ
ïëîñêîñòè R2:

y′ = −y

x
, x′ = −x

y
.

Âèäíî, ÷òî íà÷àëî êîîðäèíàò (0, 0) � îñîáàÿ òî÷êà. Ðàçäåëÿåì ïåðåìåííûå:

y′

y
= −1

x
⇒ xy = C = const.

Â äîïîëíåíèå ê ïîëó÷åííîìó îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó ãèïåðáîë ñëåäóåò äîáàâèòü åùå 4
èíòåãðàëüíûå êðèâûå: ëó÷è îñåé êîîðäèíàò, íà êîòîðûå èõ ðàçáèâàåò îñîáàÿ òî÷êà (0, 0). ◀

Åñëè îñòàíåòñÿ âðåìÿ. Ðàññêàæèòå ïðî ñâÿçü óðàâíåíèé ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè è
àâòîíîìíûõ óðàâíåíèé. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = 1/g(x), ẏ = ϕ(y). (3)

Òîãäà òàì, ãäå ẋ ̸= 0, ïàðàìåòðè÷åñêè çàäàííàÿ êðèâàÿ (x(t), y(t)) çàäà¼ò êðèâóþ y = y(x). Ïðè
ýòîì

dy

dx
=

ẏ

ẋ
= g(x)ϕ(y).

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (3) íàõîäÿòñÿ êàê G(x(t)) = t−a, Φ(y(t)) = t−b, ÷òî ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ t äà¼ò
òó æå ôîðìóëó G(x)−Φ(y) = C. Íàïðèìåð, â ïîñëåäíåì ïðèìåðå èìååì ẋ = x, ẏ = −y, ðåøåíèÿ
èìåþò âèä x = x0e

t, y = y0e
−t, x = C/y. Îñîáûì ðåøåíèÿì ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèÿ

ñèñòåìû (3), ãäå îäíà èç êîîðäèíàò ïîñòîÿííà (è ðàâíà êàêîìó-òî íóëþ ñîîòâåòñòâóþùåé ïðàâîé
÷àñòè).
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