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Ëåêöèÿ 3. Ãðàôû íà ïîâåðõíîñòÿõ

Ïðåäìåòîì òîïîëîãè÷åñêîé òåîðèè ãðàôîâ ÿâëÿþòñÿ ãðàôû, âëîæåííûå â äâóìåðíûå
ïîâåðõíîñòè. Ìû îãðàíè÷èìñÿ, â îñíîâíîì, îðèåíòèðóåìûìè ïîâåðõíîñòÿìè.

Ãðàô, âëîæåííûé â îðèåíòèðóåìóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü, ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì íàáîð ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ñî ñòîðîíàìè
äëèíû 1. Êàæäûé èç ýòèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ îðèåíòèðîâàí � ïðè èçîáðàæåíèè íà
ðèñóíêàõ ìû âñåãäà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî îðèåíòàöèÿ ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè.

Ñêëåèâ ñòîðîíû ìíîãîóãîëüíèêîâ ïîïàðíî ñ ó÷åòîì îðèåíòàöèè, ïîëó÷èì îðèåíòèðóåìóþ
ïîâåðõíîñòü; âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêîâ ñêëåèâàþòñÿ â âåðøèíû ãðàôà íà ïîâåðõíîñòè,
èõ ñòîðîíû � â ðåáðà ãðàôà íà ïîâåðõíîñòè. ×òîáû òàêàÿ ñêëåéêà áûëà âîçìîæíà, îáùåå
÷èñëî ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêîâ äîëæíî áûòü ÷åòíûì.

Ñðåäè n-óãîëüíèêîâ ìîãóò âñòðå÷àòüñÿ 2-óãîëüíèêè è 1-óãîëüíèêè.
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Ëåêöèÿ 2. Ãðàôû íà ïîâåðõíîñòÿõ: îðèåíòèðóåìûå ïîâåðõíîñòè
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Òî÷íåå, ðå÷ü èäåò íå î öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå ðåáåð, à î öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå ïîëóðåáåð;
òàê, åñëè ðåáðî ÿâëÿåòñÿ ïåòëåé, òî îáà åãî êîíöà ó÷àñòâóþò â ýòîì öèêëè÷åñêîì
óïîðÿäî÷åíèè. Ïîëóðåáðà òàêæå íàçûâàþòñÿ ôëàãàìè. Ïîëóðåáåð â ãðàôå âäâîå áîëüøå,
÷åì ðåáåð � êàæäîìó ðåáðó ñîîòâåòñòâóþò äâà ïîëóðåáðà.

Theorem

Ïóñòü G � ãðàô, è ïóñòü â êàæäîé åãî âåðøèíå çàäàí öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê èíöèäåíòíûõ

åé ïîëóðåáåð. Òîãäà ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå âëîæåíèå ãðàôà G â îðèåíòèðóåìóþ
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Ëåêöèÿ 3. Ãðàôû íà ïîâåðõíîñòÿõ: öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê

Theorem

Ïóñòü G � ãðàô, è ïóñòü â êàæäîé åãî âåðøèíå çàäàí öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê èíöèäåíòíûõ
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ïîâåðõíîñòü, çàäàþùåå ýòîò öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîñòðîèì èñêîìîå âëîæåíèå, ò.å. èñêîìóþ ñêëåéêó
ìíîãîóãîëüíèêîâ. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå ïîëóðåáðî e1 ãðàôà G . Ïóñòü e2 � âòîðîå
ïîëóðåáðî òîãî æå ðåáðà e. Ïîëóðåáðî e2 èíöèäåíòíî íåêîòîðîé âåðøèíå ãðàôà G ;
ðàññìîòðèì ïîëóðåáðî f1, ñëåäóþùåå çà ïîëóðåáðîì e2 îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêîãî
ïîðÿäêà â ýòîé âåðøèíå. Ïðîäîëæèâ ýòîò ïðîöåññ, ìû ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ïîëóðåáåð (e1, f1, . . . ).

Íà êàêîì-òî øàãå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íà÷íåò ïîâòîðÿòüñÿ. Ïðè ýòîì ïåðâûì
ïîâòîðÿþùèìñÿ ïîëóðåáðîì áóäåò e1. Äåéñòâèòåëüíî, ïîëóðåáðî, ïðåäâàðÿþùåå ëþáîå
äàííîå ïîëóðåáðî, îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó íèêàêîå ïîëóðåáðî â
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, îòëè÷íîå îò e1, íå ìîæåò ñòàòü ïåðâûì ïîâòîðÿþùèìñÿ.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìàêñèìàëüíîé äëèíû áåç ïîâòîðåíèé îáðàçóåò öèêë èç ðåáåð ãðàôà.
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Ëåêöèÿ 3. Ãðàôû íà ïîâåðõíîñòÿõ: öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê
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Ëåêöèÿ 3. Ãðàôû íà ïîâåðõíîñòÿõ: ôîðìóëà Ýéëåðà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âëîæåííûé ãðàô çàäàí ñêëåéêîé ìíîãîóãîëüíèêîâ èëè âûáîðîì
öèêëè÷åñêîãî ïîðÿäêà ïîëóðåáåð â êàæäîé èç åãî âåðøèí. Êàê îïðåäåëèòü, â ïîâåðõíîñòü
êàêîãî ðîäà âëîæåí ýòîò ãðàô?

Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ äàåòñÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà. Äëÿ åå ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî ñíà÷àëà
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âëîæåííûé ãðàô ðàçðåçàåò � òàêæå ñâÿçíóþ � ïîâåðõíîñòü, íà êîòîðîé îí ëåæèò, íà
ìíîãîóãîëüíèêè � äèñêè. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V êîëè÷åñòâî âåðøèí â ãðàôå, ÷åðåç E
êîëè÷åñòâî åãî ðåáåð, ÷åðåç F êîëè÷åñòâî ìíîãîóãîëüíèêîâ, íà êîòîðûå îí ðàçðåçàåò
ïîâåðõíîñòü.

Theorem (ôîðìóëà Ýéëåðà)

Äëÿ ñâÿçíîãî âëîæåííîãî ãðàôà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

2− 2g = V − E + F ,

ãäå g � êîëè÷åñòâî ðó÷åê ïîâåðõíîñòè, â êîòîðóþ îí âëîæåí.
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Ëåêöèÿ 3. Ãðàôû íà ïîâåðõíîñòÿõ: çàäàíèå ïåðåñòàíîâêàìè

Ïóñòü F (G ) � ìíîæåñòâî ïîëóðåáåð ãðàôà G , |F (G )| = 2|E (G )|. Íàáîð ðåáåð ãðàôà G
çàäàåò ïåðåñòàíîâêó íà ìíîæåñòâå F (G ); ýòà ïåðåñòàíîâêà ïåðåâîäèò êàæäîå ïîëóðåáðî
âî âòîðîå ïîëóðåáðî òîãî æå ðåáðà. Îíà ÿâëÿåòñÿ èíâîëþöèåé áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê.
Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü åå α : F (G )→ F (G ), α2 = id. Ðåáðà ãðàôà G � ýòî îðáèòû
äåéñòâèÿ ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ïåðåñòàíîâêîé α, íà ìíîæåñòâå F (G ).

Åñëè â êàæäîé âåðøèíå ãðàôà G çàäàí öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê èíöèäåíòíûõ åé ïîëóðåáåð,
òî íà F (G ) çàäàíà ïåðåñòàíîâêà: îíà ïåðåâîäèò êàæäîå ïîëóðåáðî ãðàôà G â ñëåäóþùåå
çà íèì â âûáðàííîì öèêëè÷åñêîì ïîðÿäêå. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ýòó ïåðåñòàíîâêó
σ : F (G )→ F (G ). Âåðøèíû ãðàôà G � ýòî îðáèòû äåéñòâèÿ ãðóïïû, ïîðîæäåííîé
ïåðåñòàíîâêîé σ, ò.å. öèêëû â ðàçëîæåíèè ïåðåñòàíîâêè σ â ïðîèçâåäåíèå íåçàâèñèìûõ
öèêëîâ; âàëåíòíîñòè âåðøèí � ýòî äëèíû îðáèò.
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