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1. à) Íàéäèòå ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé íà ïëîñêîñòè ðàâíîìåðíî çà-

ðÿæåííûì äèñêîì ðàäèóñà R:

φ(z) =
1

π

∫
|ζ|≤R

log |z − ζ|d2ζ.

Óêàçàíèå: Óòîìèòåëüíîãî ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ìîæíî èçáåæàòü, åñëè âîñïîëü-

çîâàòüñÿ ñîîáðàæåíèÿìè ñèììåòðèè.

Óáåäèòåñü â íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà è åãî íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé

íà ãðàíèöå äèñêà.

á) Ïðè ïîïûòêå èíòåãðèðîâàíèÿ �â ëîá� âàì âñòðåòèòñÿ èíòåãðàë∫ 2π

0
log

(
a2 + b2 − 2ab cosφ

)
dφ.

Íàéäèòå åãî è äîâåäèòå ïðÿìîå âû÷èñëåíèå äî êîíöà.

2. Íàéäèòå ãàðìîíè÷åñêèå ìîìåíòû

tk = − 1

πk

∫
C\D

z−kd2z

äëÿ ñëåäóþùèõ îáëàñòåé D: à) äëÿ êðóãà ðàäèóñà R ñ öåíòðîì â òî÷êå a
(R > |a|); á) äëÿ ýëëèïñà ñ ïîëóîñÿìè a, b ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

3. Íàéäèòå ïîòåíöèàë âíóòðè ðàâíîìåðíî çàðÿæåííîãî ýëëèïñà ñ ïî-

ëóîñÿìè a, b.

4. Íàéäèòå ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ, ñîçäàâàåìûé ðàâíîìåðíî çàðÿ-

æåííîé îêðóæíîñòüþ ðàäèóñà R:

φ(z) =
1

π

∮
|ζ|=R

log |z − ζ||dζ|.

Óáåäèòåñü â íåïðåðûâíîñòè ïîòåíöèàëà è íàéäèòå ñêà÷îê åãî íîðìàëü-

íîé ïðîèçâîäíîé.

5. Íàéäèòå ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ

φ(z) =
1

π

∮
Γ
∂nζ

log |z − ζ||dζ|

â ñëó÷àå, êîãäà êîíòóð Γ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé à) îêðóæíîñòü ðàäèóñà R,
á) ïðîèçâîëüíóþ çàìêíóòóþ ãëàäêóþ êðèâóþ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé. Óáå-

äèòåñü â íåïðåðûâíîñòè íîðìàëüíîé ïðîèçâîäíîé ïîòåíöèàëà è íàéäèòå

åãî ñêà÷îê.



6. Êàêîâà äîëæíà áûòü ïëîòíîñòü çàðÿäîâ ρ(z) > 0 íà (ãëàäêîé)

ãðàíèöå îäíîñâÿçíîé êîìïàêòíîé îáëàñòè D, ÷òîáû ïîòåíöèàë âíóòðè D
áûë ïîñòîÿííûì?

7. Íàéäèòå àñèìïòîòèêó ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ íà áåñêîíå÷íîñòè.


