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Ïîòåíöèàë â ôèçèêå � ýòî âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ, ïðîèçâîäíûå êî-
òîðîé ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé êîìïîíåíòû âåêòîðà
íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ (ýëåêòðè÷åñêîãî èëè ãðàâèòàöèîííîãî). Ïîòåíöèàëû ýëåêòðè-
÷åñêèõ è ãðàâèòàöèîííûõ ïîëåé â ïóñòîòå óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ Ëàïëàñà, ò.å.
ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè. Îòñþäà âèäíà âàæíîñòü òåîðèè ïîòåíöèàëà
è åå ñâÿçü ñ òåîðèåé ãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé. Äëÿ ïðîñòîòû ìû ïîäðîáíî ðàññìîò-
ðèì òîëüêî ïîòåíöèàëû â äâóõ èçìåðåíèÿõ, ãäå àíàëèç îáëåã÷àåòñÿ òåñíîé ñâÿçüþ ñ
òåîðèåé ôóíêöèé êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî. Ñ òî÷êè çðåíèÿ òðåõìåðíîé êàðòèíû
äâóìåðíûå ïîòåíöèàëû ñîçäàþòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì çàðÿäîâ ñ ïëîòíîñòüþ, èíâàðè-
àíòíîé îòíîñèòåëüíî ñìåùåíèÿ âäîëü îñè z, ò.å. çàâèñÿùåé òîëüêî îò x è y.

Îáúåìíûå ïîòåíöèàëû. Òî÷å÷íûé çàðÿä e â äâóõ èçìåðåíèÿõ, íàõîäÿùèéñÿ â
òî÷êå z0, ñîçäàåò âîêðóã ñåáÿ ëîãàðèôìè÷åñêèé ïîòåíöèàë φ(z) = e log |z − z0|. Òî-
ãäà ïîòåíöèàë, ñîçäàâàåìûé îáëàñòüþ D, â êîòîðîé çàðÿä ðàñïðåäåëåí ñ ïëîòíîñòüþ
ρ(z), çàïèøåòñÿ êàê íåïðåðûâíàÿ ñóïåðïîçèöèÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ ïîòåíöèàëîâ, ñî-
çäàâàåìûõ âñåìè òî÷êàìè îáëàñòè:

φ(z) =
1

π

∫
D
ρ(ζ) log |z − ζ|2d2ζ.

Â âåùåñòâåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ, êîòîðûå èíîãäà áîëåå íàãëÿäíû, ýòà ôîðìóëà âûãëÿ-
äèò òàê:

φ(x, y) =
1

π

∫
D
ρ(x′, y′) log

(
(x−x′)2 + (y−y′)2

)
dx′dy′.
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Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáëàñòü D êîìïàêòíà, à ôóíêöèÿ ρ îãðàíè÷åíà è íå
áóäåì òðåáîâàòü åå íåïðåðûâíîñòè. Òîãäà èíòåãðàë ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü íà âñþ
ïëîñêîñòü, ðàññìàòðèâàÿ òî÷êè ãðàíèöû êàê òî÷êè ðàçðûâà ôóíêöèè ρ, ðàâíîé íó-
ëþ âíå D. Ëîãàðèôìè÷åñêàÿ îñîáåííîñòü ïîäûíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ ïðè ζ → z
èíòåãðèðóåìà, è èíòåãðàë õîðîøî îïðåäåëåí.

Ïîäåéñòâîâàâ îïåðàòîðîì Ëàïëàñà íà ïðàâóþ ÷àñòü è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî∆ log |z| =
2πδ(z), ïîëó÷èì:

∆φ(z) =


4ρ(z) åñëè z ∈ D,

0 åñëè z /∈ D.

Ìû âèäèì, ÷òî âíóòðè îáëàñòè ïîòåíöèàë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ïóàññîíà, à âíå
åå � óðàâíåíèþ Ëàïëàñà. Âíå îáëàñòè (ò.å. òàì, ãäå çàðÿäîâ íåò) ïîòåíöèàë ÿâëÿåòñÿ
ãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèåé. Ïðè |z| → ∞ îíà âåäåò ñåáÿ êàê

φ(z) =
Q

π
log |z|2 +O(1/z), |z| → ∞,

ãäå

Q =
∫
D
ρ(ζ)d2ζ

ïîëíûé çàðÿä, íàõîäÿùèéñÿ â îáëàñòè.

Ââåäåì òàêæå íàïðÿæåííîñòü ïîëÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì
ôîðìóëû äëÿ ïîòåíöèàëà ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà:

E(z) =
1

π

∫
D

ρ(ζ)d2ζ

z − ζ
=

1

2

(
Ex(x, y)− iEy(x, y)

)
,

ãäå

Ex(x, y) =
2

π

∫
D

ρ(x′, y′)(x− x′)

(x−x′)2 + (y−y′)2
dx′dy′,

Ey(x, y) =
2

π

∫
D

ρ(x′, y′)(y − y′)

(x−x′)2 + (y−y′)2
dx′dy′.

Åñëè òî÷êà z ëåæèò âíå îáëàñòè D, ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà ïî îáîèì
àðãóìåíòàì, è äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà çàêîííî. Ïîýòîìó âíå D
ìû èìååì E(z) = ∂zφ(z). Ñëó÷àé, êîãäà òî÷êà z íàõîäèòñÿ âíóòðè îáëàñòè, òðåáó-
åò ñïåöèàëüíîãî èññëåäîâàíèÿ. Ìû ïîêàæåì, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì
èíòåãðàëà çàêîííî è â ýòîì ñëó÷àå.

Òåîðåìà. Äëÿ âñåõ z ∈ C èìååì

E(z) = ∂zφ(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî óäîáíî ïðîâåñòè â âåùåñòâåííûõ îáîçíà÷åíèÿõ. Äî-
êàæåì, íàïðèìåð, ÷òî

Ex(x, y) = ∂xφ(x, y) â òîì ÷èñëå è åñëè z = x+ iy ∈ D.
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Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè òàêîå δ = δ(ε), ÷òî∣∣∣∣∣φ(x+ δx, y)− φ(x, y)

δx
− Ex(x, y)

∣∣∣∣∣ < ε åñëè |δx| < δ.

Çàêëþ÷èì òî÷êó (x, y) â äîñòàòî÷íî ìàëûé äèñê Bδ′ ðàäèóñà δ′ ñ öåíòðîì â òî÷êå
(x, y) è ðàçîáüåì èíòåãðàë äëÿ φ íà äâà ñëàãàåìûõ φ = φ1 + φ2, ãäå φ1 è φ2 ñîîò-
âåòñòâóþò èíòåãðèðîâàíèþ ïî Bδ′ è D \ Bδ′ ñîîòâåòñòâåííî. Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì
íà äâà ñëàãàåìûõ ðàçáèâàåòñÿ è èíòåãðàë äëÿ Ex: Ex = E(1)

x + E(2)
x . Âûáîð δ′ áóäåò

ñäåëàí â äàëüíåéøåì.

Îöåíèì∣∣∣∣∣φ(x+ δx, y)− φ(x, y)

δx
− Ex(x, y)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣φ2(x+ δx, y)− φ2(x, y)

δx
− E(2)

x (x, y)

∣∣∣∣∣
+
∣∣∣E(1)

x (x, y)
∣∣∣+ ∣∣∣∣∣φ1(x+ δx, y)− φ1(x, y)

δx

∣∣∣∣∣
è ïîêàæåì, ÷òî êàæäîå èç ñëàãàåìûõ â ïðàâîé ÷àñòè ìîæíî ñäåëàòü ìåíüøå ÷åì
ε/3. Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ýòî ñîâñåì ïðîñòî. Ò.ê. òî÷êà (x, y) ëåæèò âíå îáëàñòè
D \ Bδ′ , äèôôåðåíöèðîâàíèå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà çàêîííî, è äëÿ ëþáîãî ε ìîæíî
íàéòè òàêîå δ′′, ÷òî∣∣∣∣∣φ2(x+ δx, y)− φ2(x, y)

δx
− E(2)

x (x, y)

∣∣∣∣∣ < ε

3
åñëè |δx| < δ′′.

Îöåíèì âòîðîå ñëàãàåìîå:

∣∣∣E(1)
x (x, y)

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ 2π
∫
Bδ′

ρ(x′, y′)(x− x′)

(x−x′)2 + (y−y′)2
dx′dy′

∣∣∣∣∣ ≤ C
∫
Bδ′

dx′dy′√
(x− x′)2 + (y − y′)2

= C
∫ δ′

0

∫ 2π

0

rdrdθ

r
= 2πCδ′ <

ε

3
.

Íàêîíåö, ðàçáåðåìñÿ ñ òðåòüèì ñëàãàåìûì

S1 :=

∣∣∣∣∣φ1(x+ δx, y)− φ1(x, y)

δx

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1

πδx

∫
Bδ′

ρ(x′, y′) log
ℓ21(x

′, y′)

ℓ2(x′, y′)
dx′dy′

∣∣∣∣∣ ,
ãäå

ℓ1(x
′, y′) =

√
(x+ δx− x′)2 + (y − y′)2,

ℓ(x′, y′) =
√
(x− x′)2 + (y − y′)2.

Â òðåóãîëüíèêå ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (x, y), (x′, y′), (x+δx, y) ñòîðîíû èìåþò äëèíû
ℓ, ℓ1 è |δx|. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû èìååì

|ℓ1 − ℓ| ≤ |δx|.

Âîñïîëüçîâàâøèñü íåðàâåíñòâîì

| log t| ≤ |t− t−1| ïðè t > 0,

3



ìîæåì çàïèñàòü ∣∣∣log ℓ1
ℓ

∣∣∣ ≤ 2
|ℓ1 − ℓ|√

ℓ1ℓ
,

÷òî äàåò ñëåäóþùóþ îöåíêó äëÿ S1:

S1 ≤
2

π

∫
Bδ′

|ρ(x′, y′)|√
ℓ1ℓ

dx′dy′ ≤ 1

π

∫
Bδ′

|ρ(x′, y′)|
( 1
ℓ1

+
1

ℓ

)
dx′dy′,

ãäå ìû âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì

ab ≤ 1

2
(a2 + b2).

Ïðîäîëæàÿ öåïî÷êó íåðàâåíñòâ, ïèøåì:

S1 ≤ C

(∫
Bδ′

dx′dy′

ℓ
+
∫
Bδ′

dx′dy′

ℓ1

)
.

Ïåðâûé èíòåãðàë, î÷åâèäíî, ðàâåí 2πδ′. Âû÷èñëèòü òî÷íî âòîðîé èíòåãðàë çàòðóä-
íèòåëüíî, íî åãî ìîæíî îöåíèòü:∫

Bδ′

dx′dy′

ℓ1
≤
∫
B′
2δ′

dx′dy′

ℓ1
= 4πδ′,

ãäå B′
2δ′ � äèñê ðàäèóñà 2δ′ ñ öåíòðîì â òî÷êå (x + δx, y). Îòñþäà âèäíî, ÷òî ïðè

ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå δ′ ìîæíî îáåñïå÷èòü íåðàâåíñòâî S1 ≤ 6πCδ′ < ε/3. Âçÿâ
δ = min (δ′, δ′′), ïîëó÷èì òî, ÷òî õîòåëè äîêàçàòü.

Òåîðåìà. Åñëè ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ρ(z) ÿâëÿåòñÿ îãðàíè÷åííîé, îáúåìíûé ïî-
òåíöèàë φ(z) è åãî ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì íåïðå-
ðûâíû âåçäå â ïëîñêîñòè, â òîì ÷èñëå íà ãðàíèöå îáëàñòè D.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà. Â äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå ðàâíîìåðíî ñõîäÿùå-
ãîñÿ èíòåãðàëà. Èíòåãðàë

I(z) =
∫
D
F (z, ζ)f(ζ)d2ζ

íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèìñÿ â òî÷êå z0, åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 ìîæíî íàéòè
òàêîå δ, ÷òî

|Iδ(z)| =
∣∣∣∣∫

Dδ

F (z, ζ)f(ζ)d2ζ
∣∣∣∣ < ε

äëÿ ëþáîé òî÷êè z, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîé äî z0 ìåíüøå δ, è äëÿ ëþáîé îáëàñòè
Dδ, ñîäåðæàùåé òî÷êó z0 è èìåþùåé äèàìåòð, ìåíüøèé ëèáî ðàâíûé δ. Ñ ïîìîùüþ
ïðèåìà, àíàëîãè÷íîãî òîìó, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí ïðè äîêàçàòåëüñòâå ïðåäû-
äóùåé òåîðåìû, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî èíòåãðàë, ðàâíîìåðíî ñõîäÿùèéñÿ â òî÷êå z,
åñòü íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â ýòîé òî÷êå. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
èíòåãðàëû äëÿ ïîòåíöèàëà è íàïðÿæåííîñòè ïîëÿ ÿâëÿþòñÿ ðàâíîìåðíî ñõîäÿùè-
ìèñÿ. Ïîäðîáíîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî íàéòè â êíèãå [6].
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Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà. Âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé � ñëó÷àé ïî-
ñòîÿííîé ïëîòíîñòè ρ(z) = 1. Òîãäà

φ(z) =
1

π

∫
D
log |z − ζ|2d2ζ.

Ïîëüçóÿñü ðàçëîæåíèåì ëîãàðèôìà

log
(
1− ζ

z

)
+ log

(
1− ζ̄

z̄

)
= −2Re

∑
k≥1

1

k

(ζ
z

)k
,

íàéäåì ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà â îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè:

φ(z) = t0 log |z|2 − 2Re
∑
k≥1

1

k
vkz

−k,

ãäå

t0 =
ïëîùàäü îáëàñòè D

π
,

à âåëè÷èíû

vk =
1

π

∫
D
ζkd2ζ

íàçûâàþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ìîìåíòàìè îáëàñòè D. Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïî-
òåíöèàëà çàêëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè ôîðìû îáëàñòè èç çíàíèÿ åå ïëîùàäè è
âñåõ ãàðìîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ (ò.å. èç çíàíèÿ ïîëÿ, êîòîðîå ðàâíîìåðíî çàðÿæåííàÿ
îáëàñòü ñîçäàåò âíå ñåáÿ). Îáðàòíàÿ çàäà÷à òåîðèè ïîòåíöèàëà (â åå òðåõìåðíîé
âåðñèè) èìååò ïðèëîæåíèÿ â ãåîôèçèêå. Â îáùåì ñëó÷àå îíà íå èìååò àëãîðèòìè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ. Áîëåå òîãî, ðåøåíèå ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííî, ò.å. ñóùåñòâóþò
ãåîìåòðè÷åñêè ðàçíûå îáëàñòè ñ îäèíàêîâûìè ìîìåíòàìè. Íî ïðè íåêîòîðûõ ïðåä-
ïîëîæåíèÿõ ðåøåíèå åäèíñòâåííî. Íàïðèìåð, èçâåñòåí òàêîé ðåçóëüòàò Ï.Ñ. Íîâè-
êîâà: åñëè äâå îãðàíè÷åííûå îáëàñòè çâåçäíû îòíîñèòåëüíî îáùåé òî÷êè è ñîçäàþò
ðàâíûå ïîòåíöèàëû âíå ñåáÿ, òî îíè ñîâïàäàþò1. Êðîìå òîãî, èìååòñÿ óòâåðæäåíèå
î ëîêàëüíîé åäèíñòâåííîñòè îáëàñòè, èìåþùåé çàäàííûå ìîìåíòû (ñì. íèæå).

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ∈ D. Êðîìå òîãî áóäåì ïðåäïî-
ëàãàòü, ÷òî îáëàñòü D îäíîñâÿçíà. Íàéäåì ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà âíóòðè îáëàñòè
â îêðåñòíîñòè òî÷êè 0. Ïèøåì:

φ(z) =
1

π

∫
BR

log |z − ζ|2d2ζ − 1

π

∫
BR\D

log |z − ζ|2d2ζ ≡ φ0(z)− φ1(z),

ãäå BR � äèñê íàñòîëüêî áîëüøîãî ðàäèóñà R, ÷òî âñÿ îáëàñòü D öåëèêîì ïîìåùàåòñÿ
âíóòðè íåãî. Çäåñü

φ0(z) =
1

π

∫
|ζ|≤R

log |z − ζ|2d2ζ.

Ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà Ëàïëàñà íà ýòó ôóíêöèþ äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ 4. Ïðèíèìàÿ
âî âíèìàíèå ñîîáðàæåíèÿ ñèììåòðèè ïðè âðàùåíèè îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò,
çàêëþ÷àåì, ÷òî åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ � ýòî |z|2 + const. Îòñþäà íàõîäèì:

φ0(z) = |z|2 + 1

π

∫
|ζ|≤R

log |ζ|2d2ζ.

1Îáëàñòü íàçûâàåòñÿ çâåçäíîé îòíîñèòåëüíî òî÷êè z0, åñëè âìåñòå ñ êàæäîé ñâîåé òî÷êîé z îíà
ñîäåðæèò îòðåçîê, èõ ñîåäèíÿþùèé.
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Ìîæíî, ðàçóìååòñÿ, ïîëó÷èòü òîò æå ðåçóëüòàò è ïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì. Ôóíê-

öèÿ φ1(z) =
1

π

∫
BR\D

log |z − ζ|2d2ζ ãàðìîíè÷åñêàÿ â D; åå ðàçëîæåíèå ìîæíî ïîëó-

÷èòü íåïîñðåäñòâåííî, ðàçëàãàÿ ëîãàðèôì:

φ1(z) =
1

π

∫
BR\D

log |ζ|2d2ζ + 2Re
∑
k≥1

tkz
k,

ãäå

tk = − 1

πk

∫
C\D

ζ−kd2ζ, k ≥ 1

ÿâëÿþòñÿ ãàðìîíè÷åñêèìè ìîìåíòàìè âíåøíîñòè îáëàñòè D. Îáúåäèíÿÿ ýòè ôîðìó-
ëû, ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå ïîòåíöèàëà âíóòðè îáëàñòè â íà÷àëå êîîðäèíàò:

φ(z) = |z|2 + v0 − 2Re
∑
k≥1

tkz
k,

ãäå

v0 =
1

π

∫
D
log |ζ|2d2ζ.

Îòìåòèì, ÷òî èíòåãðàëû, îïðåäåëÿþùèå ìîìåíòû t1 è t2 ÿâëÿþòñÿ ôîðìàëüíî ðàñ-
õîäÿùèìèñÿ íà áåñêîíå÷íîñòè. Èõ íàäî ðåãóëÿðèçîâàòü, óñëîâèâøèñü ïåðâûì ïðî-
âîäèòü èíòåãðèðîâàíèå ïî óãëó â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òîãäà âêëàä îò âíåø-
íîñòè áîëüøîãî êðóãà, öåëèêîì îõâàòûâàþùåãî îáëàñòü D, ðàâåí íóëþ.

Ìîìåíòû âíåøíîñòè (âìåñòå ñ ïëîùàäüþ) ñëóæàò õàðàêòåðèñòèêàìè îáëàñòè,
àëüòåðíàòèâíûìè ìîìåíòàì âíóòðåííîñòè vk. Ïî òåîðåìå Ñòîêñà èõ ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê êîíòóðíûå èíòåãðàëû

t0 =
1

2πi

∮
∂D

z̄dz, tk =
1

2πik

∮
∂D

z−kz̄dz, k ≥ 1.

Ïðî {vk} è {tk} ãîâîðÿò êàê î âçàèìíî äîïîëíèòåëüíûõ íàáîðàõ ìîìåíòîâ. Åñëè
çàäàíû ìîìåíòû vk è ïëîùàäü, ìîìåíòû âíåøíîñòè ïðè èçìåíåíèè ôîðìû îáëàñòè
ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè îò íèõ, è íàîáîðîò. Äëÿ ìîìåíòîâ âíåøíîñòè ìîæíî òî÷íî òàê
æå ïîñòàâèòü îáðàòíóþ çàäà÷ó òåîðèè ïîòåíöèàëà. Îòìåòèì, ÷òî t0, v0 âåùåñòâåííû,
à tk, vk ïðè k ≥ 1 âîîáùå ãîâîðÿ êîìïëåêñíû.

Ìîæíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå âàæíûå ñîîòíîøåíèÿ:

∂vj
∂tk

=
∂vk
∂tj

(ñì. ñòàòüþ [7]). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ôóíêöèÿ F =
F (t0, t1, t2, . . .) òàêàÿ, ÷òî

vj =
∂F

∂tj
.

Ýòà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì äâîéíûì èíòåãðàëîì ïî îáëàñòè D:

F = − 1

π2

∫
D

∫
D
log
∣∣∣z−1 − ζ−1

∣∣∣ d2zd2ζ,
ãäå ïðàâóþ ÷àñòü íàäî ïîíèìàòü êàê ôóíêöèþ ìîìåíòîâ t0, t1, t2, . . ..
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Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî âñåõ ñîäåðæàùèõ 0 îäíîñâÿçíûõ îãðàíè÷åííûõ îáëà-
ñòåé D ñ àíàëèòè÷åñêîé ãðàíèöåé. Îêàçûâàåòñÿ, â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò
â ýòîì áåñêîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ìîæíî âçÿòü ïëîùàäü îáëàñòè D è ãàðìî-
íè÷åñêèå ìîìåíòû tk îáëàñòè C \ D. Òî÷íåå, êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ t0, {Re tk},
{Im tk} èëè t0, {tk}, {t̄k}. Òàêàÿ âîçìîæíîñòü îñíîâàíà íà ðåçóëüòàòå î ëîêàëüíîé
åäèíñòâåííîñòè îáëàñòè ñ çàäàííûìè ìîìåíòàìè, êîòîðûé áóäåò äîêàçàí íèæå.

Òåîðåìà. Ëþáàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ D(t) îáëàñòè D = D(0), ñî-
õðàíÿþùàÿ âñå âåëè÷èíû tk (ò.å. òàêàÿ, ÷òî ∂ttk = 0 äëÿ âñåõ k ≥ 0), òðèâèàëüíà:
D(t) = D(0).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü D(t) � äåôîðìàöèÿ ñ âåùåñòâåííûì ïàðàìåòðîì t. Çàäàäèì
çàìêíóòóþ êðèâóþ γ(t) = ∂D(t) ïàðàìåòðè÷åñêè z(σ, t) = x(σ, t) + iy(σ, t) (0 ≤ σ <
2π) è îïðåäåëèì íîðìàëüíóþ ñêîðîñòü äåôîðìàöèè Vn(z) = δn(z)/δt, z ∈ γ. Ïóñòü

τ⃗ =

(
dx

|dz|
,
dy

|dz|

)
, n⃗ =

(
dy

|dz|
,− dx

|dz|

)

êàñàòåëüíûé è íîðìàëüíûé åäèíè÷íûå âåêòîðû ê êðèâîé γ, à U⃗ = (xt, yt) � ñêîðîñòü
òî÷êè êðèâîé (ïðîèçâîäíûå çäåñü áåðóòñÿ ïðè ïîñòîÿííîì σ). Òîãäà èìååì

Vn = (n⃗, U⃗) =
dyxt

|dz|
− dxyt

|dz|
=

dσ

|dz|
(xtyσ − xσyt).

Â òåðìèíàõ z, z̄ çàïèøåì ýòó ôîðìóëó â âèäå

Vn =
dσ

2i|dz|
(z̄tzσ − z̄σzt).

Ðàññìîòðèì èíòåãðàë òèïà Êîøè

C(a) =
1

2πi

∮
γ

z̄ dz

z − a
.

Çíà÷åíèÿ ýòîé ôóíêöèè ïðè a ∈ D è a ∈ C \ D îáîçíà÷èì ñîîòâåòñòâåííî C+(a) è
C−(a). Ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèé C± â ðÿä Òåéëîðà â 0 è ∞ èìåþò âèä

C+(z) =
∑
k≥1

ktkz
k−1, C−(z) = −t0

z
−
∑
k≥1

vkz
−k−1,

ãäå

vk =
1

π

∫
D
zk d2z =

1

2πi

∮
γ
zkz̄ dz

äîïîëíèòåëüíûé íàáîð ãàðìîíè÷åñêèõ ìîìåíòîâ (ìîìåíòû âíóòðåííîñòè).

Íàéäåì ïðîèçâîäíóþ ïî t ôóíêöèè C(a) ïðÿìûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì:

2πi∂tC(a) =
∫ 2π

0

(
z̄tzσ + z̄zσ,t

z − a
− z̄ztzσ

(z − a)2

)
dσ

=
∫ 2π

0

(
z̄tzσ + z̄zσ,t

z − a
dσ + z̄ztd

( 1

z − a

))

=
∫ 2π

0

z̄tzσ − ztz̄σ
z − a

dσ.

7



Èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ ñêîðîñòè íîðìàëüíîé äåôîðìàöèè êðèâîé çàïèøåì ðå-
çóëüòàò â âèäå

∂tC(a) =
1

π

∫
∂D

Vn(z)|dz|
z − a

,

ãäå Vn(z) ∈ R. Ñîãëàñíî ôîðìóëàì Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ, ñêà÷îê ôóíêöèè ∂tC íà
ãðàíèöå ðàâåí

∂tC
+(z)− ∂tC

−(z) = 2i
Vn(z)

τ(z)
,

ãäå τ(z) = dz/|dz| = iν(z) = i
|w′(z)|w(z)

w′(z)
� åäèíè÷íûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê êðèâîé

γ, ïðåäñòàâëåííûé êàê êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Çäåñü w(z) � êîíôîðìíîå îòîáðàæåíèå
âíåøíîñòè îáëàñòè D íà âíåøíîñòü åäèíè÷íîãî êðóãà.

Â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè 0, â êîòîðîé |a| < |z| äëÿ âñåõ z ∈ γ,
ìîæíî ðàçëîæèòü ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå äëÿ ïðîèçâîäíîé ∂tC

+ è ïî÷ëåííî
ïðîèíòåãðèðîâàòü:

∂tC
+(a) =

∂

∂t

(
1

2πi

∞∑
k=0

ak
∮
γ
z−k−1z̄dz

)
=

∞∑
k=1

k(∂ttk)a
k−1 = 0,

ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ ∂ttk = 0 äëÿ âñåõ k ≥ 1. Îòñþäà â ñèëó åäèíñòâåííîñòè
àíàëèòè÷åñêîãî ïðîäîëæåíèÿ çàêëþ÷àåì, ÷òî ∂tC

+ = 0 âåçäå â îáëàñòè D. Ïîýòîìó
èç ôîðìóëû äëÿ ñêà÷êà âèäèì, ÷òî

2i
Vn(z)

τ(z)
= 2

Vn(z)w
′(z)

|w′(z)|w(z)
ÿâëÿåòñÿ ãðàíè÷íûì çíà÷åíèåì àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè h(z) := −∂tC

−(z) â îáëàñòè
Dc. Ïðè ýòîì ðàçëîæåíèå â îêðåñòíîñòè ∞

h(z) = ∂tC
−(z) =

∂tt0
z

+O(z−2) = O(z−2)

ïîêàçûâàåò, ÷òî h(z) èìååò â ∞ íîëü êàê ìèíèìóì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîñêîëüêó

w′(z) ̸= 0 â Dc, ôóíêöèÿ g(z) := h(z)
w(z)

w′(z)
ãîëîìîðôíà â ýòîé îáëàñòè, èìååò âåùå-

ñòâåííûå ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ 2
Vn(z)

|w′(z)|
è ðàâíà 0 â ∞. Ìíèìàÿ ÷àñòü ýòîé ôóíêöèè

ãàðìîíè÷íà â C \ D è ðàâíà 0 íà ãðàíèöå. Â ñèëó åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è
Äèðèõëå îíà ðàâíà 0 â C \ D. Ñëåäîâàòåëüíî, g(z) ïðèíèìàåò ÷èñòî âåùåñòâåííûå
çíà÷åíèÿ, à, çíà÷èò, ðàâíà êîíñòàíòå. Óñòðåìèâ z → ∞, âèäèì, ÷òî êîíñòàíòà ðàâíà
0. Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî Vn(z) = δn(z)/δt = 0, ÷òî è îçíà÷àåò îòñóòñòâèå
äåôîðìàöèè.

Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ � ýòî ïîòåíöèàë, ñîçäà-
âàåìûé çàðÿæåííîé ëèíèåé Γ íà ïëîñêîñòè. Áóäåì ñ÷èòàòü êîíòóð Γ ãëàäêèì, çà-
ìêíóòûì è îãðàíè÷èâàþùèì êîìïàêòíóþ îäíîñâÿçíóþ îáëàñòü D. Èíòåãðàëüíîå
ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

φ(z) =
1

π

∮
Γ
ρ(ξ) log |z − ξ|2|dξ|,
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ãäå |dξ| = ds � ýëåìåíò äëèíû âäîëü êîíòóðà. Ôóíêöèÿ ρ � ëèíåéíàÿ ïëîòíîñòü çàðÿ-
äîâ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà îãðàíè÷åíà è íåïðåðûâíà íà êîíòóðå. Ñëó÷àè ðàçðûâíîé
ôóíêöèè ρ èëè íåçàìêíóòîãî êîíòóðà íåñêîëüêî ñëîæíåå, ò.ê. òðåáóþò äîïîëíèòåëü-
íîãî àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ïîòåíöèàëà âáëèçè òî÷åê ðàçðûâà èëè êîíöîâ.

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ φ(z) ãàðìîíè÷åñêàÿ âåçäå âíå êîíòóðà. Íà ñàìîì êîíòóðå
èìååòñÿ îñîáåííîñòü, íî ôóíêöèÿ φ(z) íåïðåðûâíà, ò.å. φ(z+) = φ(z−) = φ(z), ãäå
z ∈ Γ, à z± íåîãðàíè÷åííî ïðèáëèæàåòñÿ ê òî÷êå êîíòóðà z ñîîòâåòñòâåííî èçíóò-
ðè è ñíàðóæè. Ìû íå áóäåì ñòðîãî äîêàçûâàòü ýòî óòâåðæäåíèå. Èíòóèòèâíî îíî
ïîíÿòíî èç òîãî, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ èìååò âñåãî ëèøü èíòåãðèðóåìóþ
îñîáåííîñòü â ñîâïàäàþùèõ òî÷êàõ íà êîíòóðå, è ïîòîìó âñå ðàâíî, ñ êàêîé ñòîðîíû
ìû ïðèáëèæàåìñÿ ê êîíòóðó èëè âîîáùå òî÷êà z ëåæèò íà íåì.

Îäíàêî, ïðîñòðàíñòâåííûå ïðîèçâîäíûå ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ òåðïÿò ðàç-
ðûâ íà êîíòóðå. Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, íîðìàëüíûå ïðîèçâîäíûå ∂n±φ(z) âíóòðè
è ñíàðóæè, ãäå âåêòîð íîðìàëè ñ÷èòàåòñÿ íàïðàâëåííûì íàðóæó â îáîèõ ñëó÷àÿõ.
Ìû èìååì:

∂n±φ(z) =
2

π
Re

[
ν(z)∂z

∮
Γ
ρ(ξ) log |z± − ξ|2|dξ|

]

=
2

π
Re

∮
Γ

ν(z)ρ(ξ)|dξ|
z± − ξ

=
2

π
Im

∮
Γ

ν(z)ρ(ξ)dξ

ν(ξ)(ξ − z±)
,

ãäå òî÷êà z ëåæèò íà êîíòóðå, ν(z) � åäèíè÷íûé âåêòîð íîðìàëè, ïðåäñòàâëåííûé
êàê êîìïëåêñíîå ÷èñëî. Â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ìû âîñïîëüçîâàëèñü òåì, ÷òî dξ =
−iν(ξ)|dξ|. Ïîýòîìó

∂n+φ(z)− ∂n−φ(z) =
2

π
Im

[∮
Γ

ν(z)ρ(ξ)dξ

ν(ξ)(ξ − z+)
−
∮
Γ

ν(z)ρ(ξ)dξ

ν(ξ)(ξ − z−)

]
.

Òåïåðü ìîæíî ïðèìåíèòü ôîðìóëó Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ∮
Γ

ν(z)ρ(ξ)dξ

ν(ξ)(ξ − z+)
−
∮
Γ

ν(z)ρ(ξ)dξ

ν(ξ)(ξ − z−)
= 2πiρ(z)

è íàéòè:
∂n+φ(z)− ∂n−φ(z) = 4ρ(z).

Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ � ýòî ïîòåíöèàë, ñîçäà-
âàåìûé ëèíèåé Γ, çàïîëåíííîé ýëåêòðè÷åñêè íåéòðàëüíûìè äèïîëÿìè ñ íåêîòîðîé
(íåïðåðûâíîé) ïëîòíîñòüþ ρ. Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïîòåíöèàëà äâîéíîãî
ñëîÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

φ(z) =
1

π

∮
Γ
ρ(ξ)∂nξ

log |z − ξ|2|dξ|.

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ φ(z) ãàðìîíè÷åñêàÿ âåçäå âíå êîíòóðà.

Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ èìååò ñêà÷îê íà êîíòóðå. ×òîáû åãî íàéòè, íàïèøåì:

φ(z) =
2

π
Re

∮
Γ

ρ(ξ)ν(ξ)|dξ|
ξ − z

=
2

π
Re

∮
Γ

iρ(ξ)dξ

ξ − z
= − 2

π
Im

∮
Γ

ρ(ξ)dξ

ξ − z
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è âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé Ñîõîöêîãî-Ïëåìåëÿ. Ìû ïîëó÷èì:

φ(z+)− φ(z−) = −4ρ(z).

Âìåñòå ñ òåì íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà íà êîíòóðå. Â ñàìîì äåëå,

∂n±φ(z) = − 2

π
∂n±Im

∮
Γ

ρ(ξ)dξ

ξ − z±
=

2

π
∂sRe

∮
Γ

ρ(ξ)dξ

ξ − z±
,

ãäå ∂s � ïðîèçâîäíàÿ âäîëü êîíòóðà è ìû âîñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿìè Êîøè-Ðèìàíà.
Òîãäà

∂n+φ(z)− ∂n−φ(z) =
2

π
Re

[
∂s

∮
Γ

ρ(ξ)dξ

(ξ − z+)
− ∂s

∮
Γ

ρ(ξ)dξ

(ξ − z−)

]

=
2

π
Re
(
∂s(2πiρ(z))

)
= 0.

Íåôîðìàëüíîå îáñóæäåíèå ïîòåíöèàëà äâîéíîãî ñëîÿ ìîæíî íàéòè â êíèãå [8].

Â òðåõ èçìåðåíèÿõ ïîòåíöèàëû ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ îïðåäåëÿþòñÿ êàê èíòå-
ãðàëû ïî çàðÿæåííîé ïîâåðõíîñòè, âëîæåííîé â òðåõìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, ïðè÷åì
âìåñòî ëîãàðèôìà â êà÷åñòâå ÿäðà âõîäèò ôóíêöèÿ 1/|x⃗1 − x⃗2| (ôóíêöèÿ Ãðèíà
îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå). Ñâîéñòâà îáúåìíîãî ïîòåíöèàëà è ïîòåíöèàëîâ
ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ êà÷åñòâåííî ïîõîæè íà òî, ÷òî ïðîèñõîäèò â äâóìåðèè. Òàê,
îáúåìíûé ïîòåíöèàë íåïðåðûâåí íà ãðàíèöå îáëàñòè âìåñòå ñî ñâîèìè ïåðâûìè ïðî-
èçâîäíûìè, ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ íåïðåðûâåí íà ïîâåðõíîñòè, à åãî íîðìàëüíàÿ
ïðîèçâîäíàÿ èñïûòûâàåò ñêà÷îê. Ïîòåíöèàë äâîéíîãî ñëîÿ ðàçðûâåí íà ïîâåðõíî-
ñòè, à åãî íîðìàëüíàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíà. Áîëåå ïîäðîáíî ïðî ïîòåíöèàëû
ïðîñòîãî è äâîéíîãî ñëîÿ â ïðîñòðàíñòâå ìîæíî ïî÷èòàòü â êíèãàõ [4, 5, 6].

Òåîðèÿ ïîòåíöèàëà â ðàçìåðíîñòè 1. Âñå îñíîâíûå óòâåðæäåíèÿ òåîðèè ïî-
òåíöèàëà èìåþò ñìûñë è â ðàçìåðíîñòè d = 1 (íà ïðÿìîé). Ýòîò ïðèìåð õîòÿ è
äîñòàòî÷íî òðèâèàëåí, íî ïîó÷èòåëåí.

Îïåðàòîð Ëàïëàñà â îäíîì èçìåðåíèè � ýòî ïðîñòî îïåðàòîð âçÿòèÿ âòîðîé ïðî-
èçâîäíîé ∂2

x. Ôóíêöèÿ Ãðèíà ýòîãî îïåðàòîðà � ýòî ìîäóëü ðàçíîñòè êîîðäèíàò äâóõ
òî÷åê íà ïðÿìîé, ïîñêîëüêó

∂2
x|x− y| = 2δ(x− y).

Ýòà ôóíêöèÿ â îäíîì èçìåðåíèè çàìåíÿåò ñîáîé ëîãàðèôì. Ãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè
� âñå ëèíåéíûå ôóíêöèè âèäà αx+ β. Îäíîñâÿçíàÿ îáëàñòü D � ýòî ïðîñòî îòðåçîê
[a, b]. Çàäà÷à Äèðèõëå ñòàâèòñÿ òàê: íàéòè ãàðìîíè÷åñêóþ (ò.å. ëèíåéíóþ) ôóíêöèþ
f íà îòðåçêå [a, b] òàêóþ, ÷òî f(a) = ha, f(b) = hb, ãäå ha, hb � çàäàííûå ÷èñëà.
Î÷åâèäíî, ðåøåíèå äàåòñÿ ôîðìóëîé

f(x) =
ha − hb

a− b
x+

ahb − bha

a− b
.

Ôóíêöèÿ Ãðèíà îïåðàòîðà ∂2
x ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè Äèðèõëå (ò.å. ñèììåòðè÷íàÿ

ôóíêöèÿ G(x, y) òàêàÿ, ÷òî ∂2
xG(x, y = 2δ(x − y), G(x, y) = 0 åñëè õîòÿ áû îäíà èç

òî÷åê x, y ñîâïàäàåò ñ a èëè b) äàåòñÿ ÿâíîé ôîðìóëîé

G(x, y) = |x− y|+ 2(xy + ab)

b− a
− b+ a

b− a
(x+ y).

10



Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå âûðàæàåòñÿ ÷åðåç íåå ôîðìóëîé

f(x) =
1

2

(
hb∂yG(x, y)

∣∣∣
y=b

− ha∂yG(x, y)
∣∣∣
y=a

)
,

êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïîñðåäñòâåííûé îäíîìåðíûé àíàëîã ñîîòâåòñòâóþùåé
ôîðìóëû â äâóõ è áîëåå èçìåðåíèÿõ.

Îáúåìíûé ïîòåíöèàë âûðàæàåòñÿ èíòåãðàëîì

φ(x) =
∫ b

a
ρ(y)|x− y|dy,

òàê ÷òî

∂2
xφ(x) =


2ρ(x), x ∈ [a, b],

0, x /∈ [a, b].

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî îáúåìíûé ïîòåíöèàë è åãî ïåðâàÿ ïðîèçâîäíàÿ íåïðåðûâíû íà
âñåé ïðÿìîé. Ïîòåíöèàë ïðîñòîãî ñëîÿ çàïèøåòñÿ â âèäå

φ(x) = ρa|x− a|+ ρb|x− b|.

Î÷åâèäíî, ÷òî îí íåïðåðûâåí, à åãî ïðîèçâîäíàÿ èñïûòûâàåò ñêà÷îê íà êîíöå îò-
ðåçêà:

∂xφ(x)
∣∣∣
x=b+0

= ρa + ρb, ∂xφ(x)
∣∣∣
x=b−0

= ρa − ρb,

è àíàëîãè÷íî â òî÷êå a. Íå ïðåäñòàâëÿåò òðóäà òàêæå çàïèñàòü àíàëîã ïîòåíöèàëà
äâîéíîãî ñëîÿ.
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