
Íàïîìèíàíèå: êîìáèíàòîðèêà è ïðîñòåéøèå �îðìóëû

◦ Ïðîñòåéøèå áàçîâûå �îðìóëû
� Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé. Ïóñòü |A| îáîçíà÷àåò ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå A.
Òîãäà äëÿ (êîíå÷íîãî) ñåìåéñòâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ Ai, i = 1, 2, . . . n âûïîëíåíî:
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Äîêàçàòåëüñòâî ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèåé ïî ïîäñ÷åòó âõîæäåíèé êàæäîãî ýëåìåíòà èç

⋃n
i=1 Ai â ìíî-

æåñòâà èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà.

� Òàáëèöû ñâîéñòâ: ïóñòü èìååòñÿ k ñïèñêîâ, â êàæäîì òàêîì ñïèñêå ïåðå÷èñëåíî Nk õàðàêòåðèñòèê, íàäî

ñîñ÷èòàòü ñêîëüêî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ íàáîðà õàðàêòåðèñòèê (ïî îäíîé èç êàæäîãî ñïèñêà). Íàïðèìåð,

åñëè ñïèñêîâ äâà, òî âàðèàíòû óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ïîçèöèé â ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöå � ýòî äàåò

îòâåò N1 ·N2. Ìíîãîìåðíûé àíàëîã ýòîãî ïîäõîäà äàåò îòâåò N1 ·N2 · . . . Nk.

� �àçìåùåíèÿ: ñêîëüêî ñïîñîáîâ ïîñòðîèòü n ñîëäàò â øåðåíãó äëèíû k. Äëÿ ïðàâîãî �ëàíãà åñòü n
âàðèàíòîâ, ñëåäóþùåå ïî ïîðÿäêó ìåñòî çàïîëíÿåòñÿ n − 1 ñïîñîáàìè èòä. Âñåãî âàðèàíòîâ ïîëó÷àåòñÿ

n · (n− 1) · (n− 2) · . . . (n− k + 1), ÷òî òðàäèöèîííî îáîçíà÷àåòñÿ êàê Ak
n.

� Ïåðåñòàíîâêè �àçìåùåíèÿ ñ n = k òðàäèöèîííî íàçûâàþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè, îáîçíà÷àþòñÿ
∏

n = n!, ãäå
ïî îïðåäåëåíèþ 0! = 1.

� Ñî÷åòàíèÿ: ñêîëüêî ñïîñîáîâ ñîáðàòü èç n ñîëäàò âçâîä â k ÷åëîâåê. ßñíî, ÷òî òàêîé âçâîä ìîæíî ïî-

ñòðîèòü â øåðåíãó

∏

k ñïîñîáàìè, îòêóäà âûòåêàåò ÷èñëî ñïîñîáîâ �îðìèðîâàíèÿ âçâîäà

Ak
n

∏

k
= n!

k!(n−k)! ,

îíî íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé èëè áèíîìèàëüíûì êîý��èöèåíòîì, îáîçíà÷àëîñü ðàíåå êàê Ck
n, íî â

ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå
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◦ Íåêîòîðûå ïðèìåðû
Ïåðåñòàíîâêè ðàçíîòèïíûõ îáúåêòîâ èëè ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè

Ïóñòü èìåþòñÿ ïðåäìåòû k ðàçëè÷íûõ òèïîâ. Ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ìîæíî ñäåëàòü â ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè èç n1 ïðåäìåòîâ ïåðâîãî òèïà, n2 ïðåäìåòîâ âòîðîãî òèïà, . . . , nk ïðåäìåòîâ k -ãî òèïà? ×èñëî ýëåìåíòîâ
â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíî n =

∑k
i=1 nk. Ïîñêîëüêó ðàçëè÷èìû ýëåìåíòû òîëüêî ïî èõ òèïàì, òî îáùåå ÷èñëî

ïåðåñòàíîâîê áóäåò ìåíüøå

∏

n: íåêîòîðûå ïåðåñòàíîâêè íàäî îòîæäåñòâèòü. Â ñàìîì äåëå, îäíîòèïíûå ïðåä-

ìåòû ìîæíî ïåðåñòàâëÿòü ìåæäó ñîáîé è ýòî äàñò íåîòëè÷èìóþ îò èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Äëÿ ðàçíûõ

òèïîâ ýòî ìîæíî äåëàòü íåçàâèñèìî è òàêèõ ¾âíóòðåííèõ¿ ïåðåñòàíîâîê áóäåò ñîîòâåòñòâåííî n1! â ïåðâîì òèïå,

n2! âî âòîðîì èòä. Òàêèì îáðàçîì îáùåå ÷è
ëî äåéñòâèòåëüíî ðàçëè÷íûõ ïåðåñòàíîâîê ïîëó÷èòñÿ òàêèì:

(n1 + n2 + . . .+ nk)!

n1! · n2! · . . . · nk!

�àçëîæåíèÿ øàðîâ ïî ÿùèêàì. �àçëè÷èìûå è íåðàçëè÷èìûå îáúåêòû

Ïóñòü èìåþòñÿ n øàðîâ è k 6 n ÿùèêîâ, ìû ñîáèðàåìñÿ ñîñ÷èòàòü êîëè÷åñòâî êîí�èãóðàöèé, êîãäà âñå øàðû

ðàçëîæåíû ïî ÿùèêàì. Ñîâåðøåííî î÷åâèäíî, ÷òî ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî äîãîâîðèòüñÿ, êàêèå êî�èãóðàöèè

ñëåäóåò ñ÷èòàòü ðàçíûìè, ýòî ïðèâîäèò ê ñëåäóþùùèì çàäà÷àì ñ ðàçíûìè óñëîâèÿìè:

1. Âñå ÿùèêè ðàçëè÷èìû ìåæäó ñîáîé è âñå øàðû ðàçëè÷èìû ìåæäó ñîáîé. Óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî

ìîæíî ïðîíóìåðîâàòü ïðåäìåòû è òîãäà äëÿ êàæäîãî øàðà âîçíèêàåò ðîâíî k âîçìîæíîñòåé, ïî �îðìóëå
òàáëèö îáùåå ÷èñëî ðàñêëàäîê áóäåò kn

2. Âñå ÿùèêè ðàçëè÷èìû ìåæäó ñîáîé, à âñå øàðû íåðàçëè÷èìû ìåæäó ñîáîé. Ìîæíî çàêîäèðî-

âàòü êàæäóþ òàêóþ ðàñêëàäêó ñõåìàòè÷åñêîé êàðòèíêîé: ïàëî÷êè, îáîçíà÷àþùèå ñòåíêè ïëîòíî ñòîÿùèõ

ÿùèêîâ ñëåâà íàïðàâî è øàðû ìåæäó íèìè. Äîñòàòî÷íî óêçàòü òîëüêî k− 1 ñòåíêó � ñàìàÿ ëåâàÿ è ñàìàÿ

1

êðîìå òîãî äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x ïîëàãàþò

(

x

k

)

=
x(x−1)(x−2)...(x−k+1)

k!

1



ïðàâàÿ ñòåíêè íè÷åãî íå ïðèáàâëÿþò ê çíàíèþ î ðàñêëàäêå. À òåïåðü, åñëè øàðû òîæå íàðèñîâàòü ïàëî÷-

êàìè, íî ïîìåíüøå ðàçìåðîì, òî ïîëó÷èòñÿ òàêàÿ, íàïðèìåð, êàðòèíêà, êîäèðóþùàÿ ðàñêëàäêó 3,7,2,0,4

øåñòíàäöàòè îäèíàêîâûõ øàðîâ ïî ïÿòè ðàçëè÷èìûì (ïî èõ ïîðÿäêó) ÿùèêàì:

|||
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∣

∣|||||||
∣

∣

∣||
∣

∣

∣

∣

∣

∣||||

Â îáùåì ñëó÷àå âñåãî ïàëî÷åê n + k − 1 è èç íèõ k − 1 äëèííûõ. Â
åãî òàêèõ êàðòèíîê (è ðàñêëàäîê!)

ïîëó÷àåòñÿ

(

n+k−1
k−1

)

.

3. Âñå ÿùèêè íåðàçëè÷èìû ìåæäó ñîáîé è âñå øàðû íåðàçëè÷èìû ìåæäó ñîáîé. Çäåñü âñå êîäè-

ðóåòñÿ ÷èñëîì ñïîñîáîâ ðàçáèåíèÿ ÷èñëà n íà íå áîëåå, ÷åì k 6 n íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ, ïîðÿäîê êîòîðûõ

íåâàæåí. Ïîýòîìó âñÿêîìó òàêîìó ðàçáèåíèþ n = n1 + n2 + . . . + nj ìîæíî ñîïîñòàâèòü êàðòèíêó: j 6 k
âûðîâíåííûõ ïî ëåâîé ãðàíèöå ãîðèçîíòàëüíûõ ïîëîñîê (êàæäàÿ èç íåêîòîðîãî ÷èñëà êëåòî÷åê, âñåãî

êëåòî÷åê n), íàðèñîâàííûõ äðóã ïîä äðóãîì â ïîðÿäêå (íåñòðîãîãî) óáûâàíèÿ äëèí

2

. Òàêàÿ êàðòèíêà ñì.

�èñ.1 èç êëåò÷àòûõ ïîëîñîê íàçûâàåòñÿ äèàãðàììîé Þíãà. Íàñ èíòåðåñóåò ïîäñ÷åò âñåõ òàêèõ òàáëè÷åê 


îáùèì ÷èñëîì êëåòîê n è ÷èñëîì ñòðîê íå áîëåå k.

�èñ. 1: Ïðèìåð äèàãðàììû Þíãà

Ïåðâûì äåëîì çàìåòèì, ÷òî êàæäóþ òàêóþ òàáëè÷êó ìîæíî òðàíñïîíèðîâàòü � ñòðîêè ïî ïîðÿäêó âû-

ïèñàòü ñòîëáöàìè � òîãäà îïÿòü ïîëó÷èòñÿ äèàãðàììà Þíãà èç n êëåòîê óæå ñ ëþáûì (åñòåñòâåííî, íå

ïðåâîñõîäÿùèì n) êîëè÷åñòâîì ñòðîê, íî ó êîòîðîé äëèíà ëþáîé ñòðîêè òåïåðü íå ïðåâîñõîäèò k. Ìû ñâå-

ëè èñõîäíóþ çàäà÷ó ê ïîäñ÷åòó p(n, k) � êîëè÷åñòâà ðàçáèåíèé ÷èñëà n íà ñëàãàåìûå, êàæäîå èç êîòîðûõ

íå ïðåâîñõîäèò k. Ïðîäîëæåíèå âû÷èñëåíèé 
 äèàãðàììàìè Þíãà ñì. â ðàçäåëå ìåòîäîâ .

4. Âñå ÿùèêè íåðàçëè÷èìû ìåæäó ñîáîé, à âñå øàðû ðàçëè÷èìû ìåæäó ñîáîé. Òî åñòü ðå÷ü èäåò

î ïîäñ÷åòå êîëè÷åñòâà íåóïîðÿäî÷åííûõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà {1, 2, . . . n} íà íå áîëåå ÷åì k ïîäìíîæåñòâ.
Êîëè÷åñòâî ðàçáèåíèé {1, 2, . . . n} â òî÷íîñòè íà i íåïóñòûõ ìíîæåñòâ ìîæåò áûòü ÿâíî óêàçàíî, îíî

íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà è îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ êàê

{

n
i

}

. Ïîýòîìó â íàøåé çàäà÷å

ïðî ðàçëîæåíèå ðàçëè÷èìûõ øàðîâ â íåðàçëè÷èìûå ÿùèêè îêîí÷àòåëüíûé îòâåò äàåòñÿ ñóììîé ÷èñåë

Ñòèðëèíãà

{

n
i

}

ïî i îò åäèíèöû äî k. ßâíîå âû÷èñëåíèå ÷èñåë Ñòèðëèíãà ñì. äàëåå ðàçäåëå ìåòîäîâ .

◦ Ìåòîäû âû÷èñëåíèé

�åêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ. Òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ

Áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû èìåþò ìíîãî òîæäåñòâ è ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé, íàïðèìåð:

(

n

r

)

=

(

n− 1

r − 1

)

+

(

n− 1

r

)

Ýòî ñîîòíîøåíèå ïîðîæäàåò âîçìîæíîñòü âû÷èñëÿòü áèíîìèàëüíûå êîý��èöèåíòû ïîñëåäîâàòåëüíî âûïèñûâàÿ

çíà÷åíèÿ, âûäàâàåìûå ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì, â òðåóãîëüíóþ òàáëèöó (òðåóãîëüíèê Ïàñêàëÿ), ñòðîêè

êîòîðîé ïðèíÿòî íóìåðîâàòü îò íóëÿ.

1
1 1

1 2 1
1 3 3 1

1 4 6 4 1
. . . . . . . . .
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�ðàíöóçñêèå ìàòåìàòèêè ïðåäïî÷èòàþò ðèñîâàòü èõ ïî âîçðàñòàíèþ
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Èç òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ âîçìîæíî âû÷èñëèòü è ìíîæåñòâî äðóãèõ î÷åíü ïîëåçíûõ êîìáèíàòîðíûõ �îðìóë.

Èíäóêöèåé ïî íîìåðó ñòðîêè íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî â òðåóãîëüíèêå Ïàñêàëÿ k ñòîÿò êîý��èöèåíòû ìíîãî÷ëå-

íà (a+ b)n ïîñëåäîâàòåëüíî âîçðàñòàþùèå êàê ðàç â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèåì. Â ÷àñòíîñòè,

ïðè a = b = 1 âîçíèêàåò òîæäåñòâî:
(

n

0

)

+

(

n

1

)

+ . . .+

(

n

n

)

= 2n

Â äîêîìïüþòåðíóþ ýïîõó ïîñëåäîâàòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïðè áîëüøèõ n, r áèíîìèàëüíûõ êîý��èöèåíòîâ
(

n
r

)

äàæå è ñ ïîìîùüþ òðåóãîëüíèêà Ïàñêàëÿ ïðåäñòàâëÿëè òðóäíîñòü, ïîýòîìó âîçíèêëè àñèìïòîòè÷åñêèå �îðìóëû

äëÿ �àêòîðèàëîâ, äàþùèå ïðèáëèçèòåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïî �îðìóëå

(

n
k

)

= n!
k!(n−k)! . ×àñòî âñòðå÷àåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêàÿ �îðìóëà Ñòèðëèíãà, îáúÿñíåíèå êîòîðîé ïðèâåäåíî â ðàçäåëå ïðî áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè

Â ìàòåìàòèêå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñëåäóþùèé ïðèåì äëÿ âû÷èñëåíèé. Ïóñòü a0, a1, a2, . . . � ïðîèçâîëüíàÿ ÷èñëî-

âàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an}. Ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä
∑∞

n=0 anq
n
îò ïåðåìåííîé q íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé

�óíêöèåé äëÿ ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàïðèìåð, äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èç îäíèõ åäèíèö åå ïðîèçâîäÿùàÿ

�óíêöèÿ ãåîìåòðè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ � �îðìàëüíûé ðÿä äëÿ

1
1−q , à äëÿ (êîíå÷íîé ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áèíîìè-

àëüíûõ êîý��èöèåíòîâ

(

n
0

)

,
(

n
1

)

. . .
(

n
n

)

ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ åñòü (1+q)n èòï. ßâíîå çíàíèå âèäà ïðîèçâîäÿùåé
�óíêöèè ïîçâîëÿåò äè��åðåíöèèðîâàíèåì íàõîäèòü åå ðÿä Ìàêëîðåíà, êîý��èöèåíòû êîòîðîãî äàäóò èñõîä-

íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ìû ïðèìåíèì ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè ê ïîñòàâëåííûì âûøå çàäà÷àì î ðàçëîæåíèÿõ

øàðîâ â ÿùèêè, áîëüøå ïðèìåðîâ íàéäåòñÿ, íàïðèìåð, â êíèãå Ñ.Ëàíäî "Ëåêöèè ïî êîìáèíàòîðèêå".

Äèàãðàììû Þíãà. Ïîäñ÷åò ÷èñëà p(n, k) äëÿ ðàçáèåíèé

Ìû ñîñðåäîòî÷èìñÿ íà âû÷èñëåíèè ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè Pk(q) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {p(n, k)} ñ �èêñèðî-
âàííûì k. ßñíî ÷òî P1(q) =

1
1−q ïîòîìó ÷òî êàæäîå ÷èñëî åäèíñòâåííûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ â ñóììó åäèíèö.

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèòü ÷èñëî n â ñóììó ñëàãàåìûõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ðàâíî äâóì

� ýòî ëèáî 1, åñëè n ÷åòíî, ëèáî 0, åñëè n íå÷åòíî. ×åðåäîâàíèå åäèíèö è íóëåé îòâå÷àåò ïðîèçâîäÿùåé �óíê-

öèè

1
1−q2 , à P2(q) = P1(q)

1−q2 . Äåéñòâèòåëüíî, ðàñêðîåì ñêîáêè, íî íå áóäåì ïîêà ïðèâîäèòü ïîäîáíûå ÷ëåíû â

ïðîèçâåäåíèè ðÿäîâ

(1 + q + q2 + q3 + . . .)(1 + q2 + q4 + q6 + . . .)

Êàæäîå ñëàãàåìîå ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê èìååò âèä qrq2s è êàæäîìó òàêîìó ñëàãàåìîìó ìîæíî ñîïîñòàâèòü

ðàçáèåíèå ÷èñëà r + 2s â ñóììó r åäèíèö è s äâîåê. À ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ êîý��èöèåíò ïðè

qn îêàæåòñÿ êàê ðàç p(n, 2). �àññóæäàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ Pk(q) =
∑

n p(n, k)q
n
ðàâíà

1

(1 − q)(1− q2) . . . (1 − qk)
=

k
∏

m=1

(1− qm)
−1

Ïîñëåäîâàòåëüíûì äè��åðåíöèèðîâàíèåì ïðàâîé ÷àñòè ìû íàéäåì åå ðÿä Ìàêëîðåíà è òåì ñàìûì íåîáõîäèìûé

êîý��èöèåíò p(n, k) � äîñòàòî÷íî ñëîæíûé ïóòü!

Âû÷èñëåíèå ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà

�àññìîòðèì Y � âñå ýïèìîð�íûå îòîáðàæåíèÿ f ìíîæåñòâà S1 = {1, 2, . . . n} íà ìíîæåñòâî S2 = {1, 2, . . . k}.
Êàæäîå òàêîå îòîáðàæåíèå äåëèò S1 â òî÷íîñòè íà k êóñêîâ Pi òàê, ÷òî f(Pi) = i. ßñíî, ÷òî ïîñêîëüêó ïîðÿäîê

êóñêîâ íàì íå âàæåí, òî èñêîìûõ îòîáðàæåíèé áóäåò k!

{

n
k

}

= |Y |. Ñ äðóãîé ñòîðîíû ïî �îðìóëå òàáëèö âñå (òî

åñòü óæå íå îáÿçàòåëüíî ýïèìîð�íûå) òàêèèå �óíêöèè ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî X èç â òî÷íîñòè kn ýëåìåíòîâ,

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî òåõ èç íèõ, êîòîðûå â îáðàçå íå ñîäåðæàò j ÷åðåç Xj . Ïîíÿòíî, ÷òî Y =
⋂k

j=1(X \Xj), à
ïîòîìó

|Y | = |X −
k
⋃

j=1

Xj | = kn − |
k
⋃

j=1

Xj |

Ïðè ýòîì ÿñíî, ÷òî |Xj | = (k − 1)n è îïÿòü-òàêè ïî �îðìóëå òàáëèö

∑

16i1<i2<...<ij6k

|Xi1 ∩Xi2 ∩ . . .Xij | =
(

k

j

)

(k − j)n

3



Ïðèìåíÿÿ �îðìóëó âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé ïîëó÷àåì

k!

{

n
k

}

= |Y | = kn −





k
∑

j=1

(−1)j+1

(

k

j

)

(k − j)n



 =
k
∑

j=0

(−1)j
(

k

j

)

(k − j)n

îòêóäà óæå è ïîëó÷àåòñÿ èòîãîâàÿ �îðìóëà

{

n
k

}

= |Y | = 1

k!

k
∑

j=0

(−1)j
(

k

j

)

(k − j)n

� Àñèìïòîòèêè è �îðìóëà Ñòèðëèíãà

Íà÷åðòèì ãðà�èê �óíêöèè y = lnx è çàìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà In = ln 2 + ln 3 + . . . + 1
2 lnn âûðàæàåò �îðìóëó

òðàïåöèé äëÿ èíòåãðàëüíîé ñóììû, îöåíèâàþùåé ïëîùàäü ïîä ãðà�èêîì �óíêöèè y = lnx íà îòðåçêå [1, n].
Ýòà èíòåãðàëüíàÿ ñóììà ïî ïîñòðîåíèþ ìåíüøå ïëîùàäè ïîä êðèâîé íà îòðåçêå [1, n]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ

1 < k < n ÷èñëî ln k â òî÷íîñòè ðàâíî ïëîùàäè òðàïåöèè, îáðàçîâàííîé îñüþ àáöèññ, âåðòèêàëüíûìè ïðÿìûìè

x = k− 1
2 , x = k+ 1

2 è çàæàòûì ìåæ íèìè îòðåçêîì êàñàòåëüíîé ê ãðà�èêó â òî÷êå (k, ln k) � ñäåëàéòå ðèñóíîê
âñåõ óïîìÿíóòûõ �èãóð ñàìè! Ïîýòîìó

ln
[

(n− 1)!
]

=

n−1
∑

k=1

ln k >

∫

[ 32 ,n− 1
2 ]

lnx dx è

∫

[n− 1
2 ,n]

lnx dx <
lnn

2
=⇒ In >

∫

[ 32 ,n]

lnx dx

Èìååì íåðàâåíñòâà 
 îïðåäåëåííûìè èíòåãðàëàìè îò ëîãàðè�ìè÷åñêîé �óíêöèè, êîòîðûå âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî

òàê êàê

∫

lnx dx = x lnx− x,

∫

[ 32 ,n]

lnx dx < In <

∫

[1,n]

lnx dx

(

n+
1

2

)

lnn− n+
3

2

(

1− ln
3

2

)

< lnn! <

(

n+
1

2

)

lnn− n+ 1

n(n+
1
2 )e−n · β < n! < n(n+

1
2 )e−n · e

β <
n!

n(n+ 1
2 )e−n

< e

äëÿ β = exp
(

3
2

(

1− ln 3
2

))

≃ 1.23586. Òî åñòü ìû óêàçàëè âûðàæåíèå òîãî æå ïîðÿäêà âåëè÷èíû, ÷òî è n!, èáî

èõ îòíîøåíèå ëåæèò ìåæäó 1.23 è 2.7183. Íåñêîëüêî áîëåå äåòàëüíûå ðàññóæäåíèÿ ïîêàçûâàþò (ñì. íàïðèìåð

Â.Ôåëëåð "Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ òîì 1, îòêóäà è âçÿòî ïðèâîäèìîå âûøå ðàññóæ-

äåíèå ), ÷òî ýòî îòíîøåíèå ñ ðîñòîì n áûñòðî ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó, ðàâíîìó

√
2π ≃ 2.507 � âîçíèêàåò �îðìóëà

Ñòèðëèíãà äëÿ àñèìïòîòèêè çíà÷åíèÿ �àêòîðèàëà. Ñ åå ïîìîùüþ, íàïðèìåð, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî

(

2n
n

)

∼ 22n√
πn
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1 Ïðåäâàðèòåëüíî î òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Èìååòñÿ çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ó÷åáíèêîâ ïî Òåîðèè Âåðîÿòíîñòåé è íèêàê íåëüçÿ ñêàçàòü, ÷òî âñå îíè êîïèðóþò

äðóã äðóãà, õîòÿ íàáîð îñíîâíûõ òåì îáû÷íî ïðàêòè÷åñêè íåèçìåíåí. Êàê ïðàâèëî â íèõ â íà÷àëå ïðåäñòàâëå-

íû ñþæåòû ýëåìåíòàðíîé (êîíå÷íîé è äèñêðåòíîé) òåîðèè ñ (êàê áû âçÿòûìè èç ðåàëüíîñòè) èíòåðïðåòàöèÿìè

åå ïðèìåíåíèé, äàëåå îáñóæäàþò ïðåäåëüíûå ñëó÷àè íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ìîäåëåé, òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûå

êîíñòðóêöèè� àëãåáðû ïîäìíîæåñòâ è òåîðèþ ìåðû, òåîðèþ èíòåãðàëà Ëåáåãà íà ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé, ðàçáîð

îñíîâíûõ ïðèìåðîâ ñõîäèìîñòåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ ìîäåëåé. Êðîìå òîãî, â Òåîðèþ Âåðîÿòíîñòåé

÷àñòî âêëþ÷àþò �ðàãìåíòû Ìàòåìàòè÷åñêîé Ñòàòèñòèêè. Ïðè ýòîì çàâèñèìîñòè îò âêóñîâ àâòîðà ó÷åáíèêà

óïîð â èçëîæåíèè äåëàåòñÿ ëèáî íà èíòåðïðåòàöèÿõ (è òàêèì îáðàçîì êóðñ ïðèîáðåòàåò êàê áû èíæåíåðíî-

ïðèêëàäíîé õàðàêòåð � ñì. íàïðèìåð èçâåñòíûé êóðñ äëÿ ñëóøàòåëåé Àêàäåìèè èì. Æóêîâñêîãî Å.Ñ.Âåíòöåëü

�Òåîðèÿ Âåðîÿòíîñòåé�), ëèáî íà àáñòðàêòíûõ, ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèÿõ î ïðîñòðàíñòâàõ ñ ìåðîé

(ñì. íàïðèìåð, À.À.Áîðîâêîâ "Òåîðèÿ Âåðîÿòíîñòåé"). Ïðè íà÷àëüíîì èçó÷åíèè òàêàÿ ðàçíèöà â ïîäõîäàõ,

ìîæåò ñïðîâîöèðîâàòü âîñïðèÿòèå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê ÷èñòî-àáñòðàêòíîãî, �îðìàëüíîãî çíàíèÿ èëè, íà-

ïðîòèâ, êàê íàáîðà ýìïèðè÷åñêè-ýâðèñòè÷åñêèõ ðåöåïòîâ, êîòîðûå íåïîíÿòíî êàê âûñòðàèâàòü ëîãè÷åñêè.

Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ðàçóìíûì ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ, ïðîÿñíÿþùèõ õîòÿ áû íåêîòîðûå ñóùåñòâóþùèå

ðàñõîæäåíèÿ âî âçãëÿäàõ íà ïðåäìåò. Â öåëîì îò òåîðèè âåðîÿòíîñòåé (ïî èñòîðè÷åñêîé òðàäèöèè) æäóò ñîäåð-

æàòåëüíûõ è ïîíÿòíûõ èíòåðïðåòàöèé â ðàçíûõ îáëàñòÿõ ÷åëîâå÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè ñ îäíîé ñòîðîíû, è â òî æå

âðåìÿ ñòðîãîãî â ðàìêàõ òðàäèöèîííûõ òðåáîâàíèé ê ìàòåìàòè÷åñêèì ñþæåòàì èçëîæåíèÿ. Ïðè ðàññìîòðåíèè

êîíå÷íûõ è äèñêðåòíûõ ìîäåëåé ñäåëàòü ýòî áûëî ñðàâíèòåëüíî ïðîñòî, íî îêàçàëîñü íåâîçìîæíûì îäíèìè

òîëüêî êîíå÷íûìè âåðîÿòíîñòíûìè ìîäåëÿìè ïðåäñòàâèòü, íàïðèìåð, ðåçóëüòàòû èçìåðåíèé ðåàëüíûõ �èçè-

÷åñêèõ ïðîöåññîâ. Ïåðåõîä îò êîíå÷íûõ ìîäåëåé ê èñïîëüçóþùèì àêòóàëüíûå áåñêîíå÷íîñòè îêàçàëñÿ âåñüìà

òðóäîåìêèì è íåêîòîðûé ïðîãðåññ áûë äîñòèãíóò ëèøü ê 30-ì ãîäàì ÕÕ âåêà.

Íåîäíîçíà÷íîñòü âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè ìèðà

Åñëè ìû ïîñìîòðèì ÷óòü âíèìàòåëüíåé íà ïðîáëåìó èçìåðåíèé ðåàëüíûõ �èçè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, òî ëåãêî óâè-

äèì îáñòîÿòåëüñòâà, êîòîðûå ïîñëóæèëè ïðè÷èíîé òîìó, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóþò ðàçëè÷íûå òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé, ïðè÷åì êîëè÷åñòâåííûå âûâîäû â êàæäîé èç ýòèõ òåîðèé èíîãäà íå âïîëíå äàæå ÿñíî êàê ñðàâ-

íèâàòü. Âî-ïåðâûõ, âîçìîæíûå ðàçíî÷òåíèÿ ñîñòîÿò â �îðìàëèçàöèè ñàìîãî ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè: îòíîñèòñÿ

ëè îíî ê åäèíè÷íîìó èçìåðåíèþ èëè èìååò ñìûñë ëèøü äëÿ ïîòåíöèàëüíî áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èçìåðåíèé. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ïðèäàòü è ñòðîãèé ñìûñë äðóãîìó îáùåóïîòðåáèòåëüíîìó òåðìèíó � íåçà-

âèñèìîñòè èçìåðåíèé. Âòîðîå îáñòîÿòåëüñòâî ñîñòîèò â òîì, ÷òî â îêðóæàþùåì ìèðå äëÿ �èçè÷åñêèõ òåî-

ðèé âñåãäà ïðèíÿòû ìàñøòàáíûå îãðàíè÷åíèÿ � òàê, íàïðèìåð, ïî÷òè âñå ñîãëàñíû, ÷òî �èçè÷åñêèå îïèñàíèÿ

ìèêðîìèðà ñïåöè�è÷íû è ýòè îòëè÷èÿ íå óäàåòñÿ îïèñàòü êàê ïðîñòîé äîïîëíèòåëüíûé íàáîð íàñòðàèâàåìûõ

ïàðàìåòðîâ â åäèíîé îáùåé òåîðèè. Âîçíèêàåò ñëåäóþùèé âîïðîñ î ñòðîåíèè òåîðèè: à ìîæíî ëè íàäåÿòüñÿ,

÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ìàòåìàòè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè è íåçàâèñèìîñòè äîëæíû áûòü îäèíàêîâûìè âî

âñåõ ñëó÷àÿõ, íå çàâèñåòü îò ìàñøòàáà îïèñûâàåìîãî ðåàëüíîãî ýêñïåðèìåíòà?

Ïîêà ÷òî ïðîñòî ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå ñîâðåìåííûå íàïðàâëåíèÿ, âûðîñøèå èç èñòîðè÷åñêîãî îáùåèíòóè-

òèâíîãî ïîäõîäà â îáëàñòè êîíå÷íûõ ìîäåëåé:

� àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä À.Í.Êîëìîãîðîâà (êîòîðûé åäèíñòâåííî è áóäåò â öåíòðå íàøåãî âíèìàíèÿ â

äàëüíåéøåì), â êîòîðîì âåðîÿòíîñòü ïîíèìàåòñÿ êàê íåîòðèöàòåëüíàÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ìåðà 0 6 P 6 1
íà ïîäõîäÿùåì ìíîæåñòâå, à íåçàâèñèìîñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîîòíîøåíèå íà âîçíèêàþùèå ÷èñëîâûå

çíà÷åíèÿ.

� �ðèêâåíòèñòñêèé (÷àñòîòíûé) ïîäõîä �èõàðäà �îí Ìèçåñà, êîòîðûé îñíîâàòåëüíî (õîòÿ è íåÿâíî) èñïîëü-

çóåòñÿ â Ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå. Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûå òåîðåìû êîëìîãîðîâñêîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ

àêñèîìàìè äëÿ �ðèêâåíòèñòîâ. �àñõîæäåíèå �ðèêâåíòèñòîâ ñ êîëìîãîðîâñêîé òåîðèåé â îáùèõ ÷åðòàõ

êàñàåòñÿ âîïðîñà, ê ÷åìó äîëæíà îòíîñèòüñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ ìåðà 0 6 P 6 1: ê ïîâòîðåíèÿì ýêñïå-

ðèìåíòà èëè ê åäèíè÷íîìó ýêñïåðèìåíòó.

� ýâðèñòè÷åñêèé è ñâîáîäíûé îò êàêîé-ëèáî òðàäèöèîííî ïîíèìàåìîé àêñèîìàòèêè áàéåñèàíñêèé ïîäõîä

3

,

êîòîðûé îäíàêî æå â êîíêðåòíûõ çàäà÷àõ ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè èíîãäà áûñòðî ïðèâîäèò ê îòâåòàì.

3

Â êîòîðîì äîïóñòèìî äåëàòü êîëè÷åñòâåííûå âåðîÿòíîñòíûå óòâåðæäåíèÿ íå òîëüêî î äàííûõ â èçìåðåíèÿõ, ïîäâåðæåííûõ

ñëó÷àéíûì âîçäåéñòâèÿì. Íàïðèìåð, �ðàçû òèïà ¾Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Àëüáåðò Ýéíøòåéí âûïèë ÷àøêó ÷àÿ 1 àâãóñòà, 1948 ã.

ñîñòàâëÿåò 0,35¿ ñ÷èòàþòñÿ îñìûñëåííûìè, òàê êàê îòðàæàþò ÷àñòíóþ ñèëó âåðû â èñòèííîñòü ïðåäëîæåíèÿ.
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� êâàíòîâàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé, êîòîðàÿ �àêòè÷åñêè (íî íåÿâíî) èçíà÷àëüíî èñïîëüçîâàëàñü â ïðèëîæå-

íèÿõ ê çàäà÷àì ìèêðîìèðà, íî, êàê îêàçàëîñü, ýòà òåîðèÿ íå ñâîäèìà ê êîëìîãîðîâñêîé àêñèîìàòèêå è ïî

ñóùåñòâó åé ïðîòèâîðå÷èò.

� ýêçîòè÷åñêèå íåêîëìîãîðîâñêèå òåîðèè, â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìàÿ ìåðà P íå îáÿçàòåëüíî âåùåñòâåí-

íîçíà÷íàÿ, à íàïðèìåð, êîìïëåêñíîçíà÷íàÿ èëè p-àäè÷åñêàÿ.

Äëÿ îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî êîëìîãîðîâñêàÿ òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîäåðæàòåëüíî ñîñòîèò

èç ìàòåìàòè÷åñêèõ óòâåðæäåíèé òåîðèè ìåðû P ïðèìåíèòåëüíî ê àêñèîìàòè÷åñêè ââåäåííîìó ïîíÿòèþ íåçà-

âèñèìîñòè.

Íåîáõîäèìîñòü òåîðèè

Ñàìî ïî ñåáå ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè èñòîðè÷åñêè êàçàëîñü èíòóèòèâíî ÿñíûì è èñïîëüçîâàëîñü äëÿ õàðàêòåðèñòè-

êè ðàçíûõ âîçìîæíûõ ñèòóàöèé � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ¾îöåíêà øàíñîâ¿. Îäíàêî æåëàíèå èìåòü òàêóþ õàðàêòå-

ðèñòèêó â ÷èñëåííîì âûðàæåíèè, ñ ñàìîãî íà÷àëà ïîðîæäàåò òðóäíîñòè, èçâåñòíûå ïîä íàçâàíèåì ïàðàäîêñîâ

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïðîèëëþñòðèðóåì òàêóþ ñèòóàöèþ ñëåäóþùèì èíòóèòèâíî ïîíÿòíûì (íî ïî âàðèàíòàì

îòâåòîâ ïàðàäîêñàëüíûì) âîïðîñîì: Â äâóõ êàðìàíàõ ñëó÷àéíî ëåæàò äâå ìîíåòû, êàêîâà âåðîÿòíîñòü ÷òî

ìîíåò â êàðìàíàõ ïîðîâíó

Ïîäñ÷åò âñåõ øàíñîâ â ýêñïåðèìåíòå ¾ìîíåòû â êàðìàíàõ¿ óêàçûâàåò íà êàê ìèíèìóì äâà ðàçíûõ ïîäõîäà:

ñì. ëåâóþ è ïðàâóþ êàðòèíêó íà �èñ.2: Èíòóèòèâíûé ïîäõîä ê îöåíêå ¾âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ìîíåò ïîðîâíó¿

�èñ. 2: Äâà ñïîñîáà ïîäñ÷åòà øàíñîâ â ýêñïåðèìåíòå ¾ìîíåòû â êàðìàíàõ¿

ñâÿçàí ñî ñðàâíåíèåì êîëè÷åñòâà øàíñîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ¾áëàãîïðèÿòíîå¿ ñîáûòèe, ñ êîëè÷åñòâîì âñåõ ¾øàíñîâ¿

. Îäíàêî çäåñü êðîåòñÿ ÿâíàÿ íåîäíîçíà÷íîñòü ÷èñëåííîãî îòâåòà: àïðèîðè íåÿñíî, êàêóþ èìåííî ìîäåëü ¾âñåõ

øàíñîâ¿ ñëåäóåò èçáðàòü äëÿ ïðèâåäåííîé ñëîâåñíîé �îðìóëèðîâêè. Âàæíûé âûâîä:

÷èñëåííûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè èìåþò ñìûñë òîëüêî â ïðèâÿçêå ê êîíêðåòíî âûáðàííîé ìîäåëè, à ñàìî ïî ñåáå

óòâåðæäåíèå î ÷èñëåííîì çíà÷åíèè âåðîÿòíîñòè ñìûñëà íå èìååò. Òàêèì îáðàçîì íåîáõîäèìà ïðàâèëî ñîçäàíèÿ

âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé. Çà�èêñèðîâàííîå ìíîæåñòâî ¾øàíñîâ¿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåí-

òàðíûõ ñîáûòèé äàííîãî ýêñïåðèìåíòà, â åãî âûáîðå îáû÷íî èìååòñÿ íåêîòîðûé ïðîèçâîë (ñðàâíèòå ñ

èçâåñòíûì âîïðîñîì êàêîé ñòîðîíîé âûïàäàåò ìîíåòà ïðè ïîäáðàñûâàíèè: øóòíèêè ïðåäëàãàþò ðàññìàòðèâàòü

ñëó÷àè âñòàâàíèÿ ìîíåòû íà ðåáðî è çàâèñàíèÿ ìîíåòû â âîçäóõå).

Èíòåðïðåòàöèè òåîðèè

Èñòîðè÷åñêè òàê óæ ñëîæèëîñü, ÷òî óòâåðæäåíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â ïðèëîæåíèÿõ.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàññìîòðåíèÿõ ïîäáèðàþò ïîäõîäÿùóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü, òî åñòü

ïðîñòðàíñòâî ñ ìåðîé òàêîå, ÷òî âîçìîæíû êîëè÷åñòâåííûå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ.

Âîïðîñ îá îïòèìàëüíîì ïîäáîðå òàêîé ìîäåëè íå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ òåîðèè, íî â ðàìêàõ âûáðàííîé ìîäåëè ìîæíî
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ñòàâèòü êîëè÷åñòâåííûé âîïðîñ î âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâèÿ ìîäåëè è ðåàëüíîñòè: ýòî, âîîáùå ãîâîðÿ, òðå-

áóåò äîïîëíèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ (èçìåðåíèé), à ñàìè ìåòîäû ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ ñîñòàâëÿþò îòäåëüíóþ

äèñöèïëèíó, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ Ìàòåìàòè÷åñêîé Ñòàòèñòèêîé.

Ïðè èçëîæåíèè ëþáîé òåîðèè âîçíèêàåò ñïèñîê îñíîâíûõ ïîíÿòèé. Ïëàí ýòîãî ââîäíîãî êóðñà òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîñëåäèòü çà �îðìóëèðîâêàìè, íà÷àâ ñ äîñòàòî÷íî ïðîñòûõ èíòóèòèâíî ÿñíûõ

ìîäåëåé è ïîñòåïåííî äîïîëíÿÿ ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ äî áîëåå îáùèõ ñëó÷àåâ. Ìîæíî íàäåÿòüñÿ, ÷òî

íà ýòîì ïóòè ñâÿçü àêñèîìàòè÷åñêè ââîäèìûõ ïîíÿòèé ñ èíòóèòèâíûì èõ ïîíèìàíèåì (âîçíèêøåì åùå äî âñÿ-

÷åñêèõ òåîðèé â ïðîöåññå ïðàêòè÷åñêîé äåÿòåëüíîñòè) ñòàíåò áîëåå ïîíÿòíà. Â íà÷àëå èçëîæåíèÿ ìû êîñíåìñÿ

êðàòêî ìåòîäîâ ýëåìåíòàðíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîòîðàÿ âî ìíîãîì ñîñòîèò èç óòâåðæäåíèé êîìáèíàòîðèêè,

âçÿòûõ â ñî÷åòàíèè ñ ïîíÿòèåì íåçàâèñèìîñòè.
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2 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è èõ ñâÿçü ñ èíòóèöèåé

2.1 ◦ Êëàññè÷åñêèå ìîäåëè â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé
Êëàññè÷åñêèå ìîäåëè âîçíèêëè íà îñíîâå (íåîáñóæäàåìîé) âåðû, ÷òî ëþáîé ýêñïåðèìåíò ìîæíî îïèñàòü â òåð-

ìèíàõ ðàâíîçíà÷íûõ àëüòåðíàòèâ ω1, ω2, . . . ωN , íàçûâàåìûõ ýëåìåíòàðíûìè èñõîäàìè äàííîãî îïûòà âñå

ýëåìåíòàðíûå èñõîäû ñîñòàâëÿþò ìíîæåñòâî Ω. Â ýòîé ñõåìå ñîáûòèÿìè A, B èòä íàçûâàþò ïîäìíîæåñòâà â Ω,
ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùèå èç îäíîãî èñõîäà íàçûâàþò ýëåìåíòàðíûìè, à Ω � ïðîñòðàíñòâîì ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Íàèáîëåå óÿçâèìûì ìåñòîì çäåñü ÿâëÿåòñÿ èìåííî ñèììåòðèÿ âñåõ àëüòåðíàòèâ, íåïîíÿòíî, íàñêîëüêî èäåÿ

ðàâíîçíà÷íîñòè àëüòåðíàòèâ ïðèìåíèìà ê ðåàëüíîñòè. Âïðî÷åì, èìååòñÿ íàáîð ïðèìåðîâ ïðîñòðàíñòâ ýëåìåí-

òàðíûõ ñîáûòèé, ïî ïîâîäó êîòîðûõ â îáùåñòâå äàâíî ñëîæèëîñü ñîãëàñèå, â ÷àñòíîñòè ìíîãî òàêèõ ïðèìåðîâ

â �1,�2 �ëàâû 1, òîì 1 êíèãè Â.Ôåëëåð �Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ�, ýòîò ìàòåðèàë

íàñòîÿòåëüíî ðåêîìåíäóåòñÿ äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî îçíàêîìëåíèÿ, õîòÿ áû ïîâåðõíîñòíîãî.

Çàìå÷àíèå î �îðìóëàõ êîìáèíàòîðèêè

Âî-ïåðâûõ, ñëåäóåò ñ ñàìîãî íà÷àëà ïîíèìàòü, ÷òî íå äëÿ âñåõ âîîáùå ñèòóàöèé áûâàåò êîðîòêàÿ �îðìóëà,

ïîçâîëÿþùàÿ áûñòðî âû÷èñëÿòü êîëè÷åñòâî âñåõ ìûñëèìûõ âàðèàíòîâ. Äàëåå, åñëè òàêàÿ �îðìóëà è ñóùåñòâó-

åò, òî åå îáîñíîâàíèå ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî òðóäîåìêî. Âûâîä çäåñü òàêîé, ÷òî íåîáõîäèìî çíàòü íåñêîëüêî

áàçîâûõ ïðèíöèïîâ êîìáèíàòîðèêè è ñîîòâåòñòâóþùèõ �îðìóë, à òàêæå ÷åòêî ïîíèìàòü, êàê èìåííî �îðìóëû

ìîãóò áûòü ïðèìåíåíû.

Îáçîð ýòèõ áàçîâûõ ñëó÷àåâ ñîäåðæèòñÿ â ðàçäåëå , ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îí ïîíàäîáèòñÿ íà óïðàæíåíèÿõ.

Êëàññè÷åñêàÿ ñõåìà ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé

Îïðåäåëåíèå Ïóñòü Ω � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ñèñòåìà A ïîäìíîæåñòâ â Ω íàçûâàåòñÿ àëãåáðîé, åñëè

Ω ∈ A

A ∈ A =⇒ A ∈ A

A,B ∈ A =⇒ A
⋃

B ∈ A, A⋂B ∈ A

Â êëàññè÷åñêîé ñõåìå ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü âñå ïîäìíîæåñòâà â Ω, îíè îáðàçóþò àëãåáðó ñîáûòèé, â êî-

òîðîé î÷åíü ÷àñòî äëÿ îïåðàöèé ∪ è ∩ ïðèíÿòû

4

îáîçíà÷åíèÿ + è · è ñîîòâåòñòâåííî òåðìèíû ñóììà è ïðî-

èçâåäåíèå, äîïîëíåíèå A íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèåì, à ïóñòîå ìíîæåñòâî � íåâîçìîæíûì. Äâà

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ íåñîâìåñòíûìè ñîáûòèÿìè, íàáîð íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé â ñóì-

ìå äàþùèõ âñå Ω íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ãðóïïîé ñîáûòèé èëè ðàçáèåíèåì. Èíîãäà óïîòðåáëÿþò èçâåñòíûå äëÿ

ìíîæåñòâ îïåðàöèè A \B è A△B ìåæäó ñîáûòèÿìè A,B íî íå ââîäÿ íèêàêèõ ñïåöèàëüíûõ òåðìèíîâ ïðè ýòîì.

Ìåæäó îïåðàöèÿìè èìååòñÿ ìíîãî ñîîòíîøåíèé, âûòåêàþùèõ èç ñîîòíîøåíèé äëÿ îïåðàöèé ñ ïîäìíîæå-

ñòâàìè. Äëÿ äàëüíåéøåãî íàì âàæíî óïîìÿíóòü äâà èç íèõ:

A ·
(

⊕

i

Bi

)

=
⊕

i

(A · Bi) è A+
∏

i

Bi =
∏

i

(A+Bi)

Âñå ñîáûòèÿ â êëàññè÷åñêîé ñõåìå ñîñòàâëÿþò áóëåâó àëãåáðó

5

. Îïèñàíèå ðàçëè÷íûõ êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ

Ω (íàçûâàåìûõ ÷àùå ïðîñòðàíñòâàìè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé) ñâÿçàíî â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå â îñíîâíîì ñ

�îðìóëàìè êîìáèíàòîðèêè.

Ñõåìà ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé

Îïðåäåëåíèå Ïóñòü A � àëãåáðà ïîäìíîæåñòâ Ω. Íåîòðèöàòåëüíàÿ �óíêöèÿ ìíîæåñòâ 0 6 µ(A) 6 ∞ íàçû-

âàåòñÿ êîíå÷íî-àääèòèâíîé ìåðîé, çàäàííîé íà A, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A è B èç

A µ(A) + µ(B) = µ(A
⋃

B). Ïðè µ(Ω) = 1 îíà íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíîé ìåðîé è îáîçíà÷àåòñÿ ÷àùå êàê P .

4

Ñ îáîçíà÷åíèåì + ó ðàçíûõ àâòîðîâ ñëåäóåò áûòü ïðåäåëüíî àêêóðàòíûì, ïîñêîëüêó íåêîòîðûå èñïîëüçóþò åãî ëèøü äëÿ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìåæäó ñîáîé ïîäìíîæåñòâ, à ñòàëî áûòü íåêîòîðûå ñîîòíîøåíèÿ ìîãóò èìåòü ñêðûòûé îãðàíè÷èòåëüíûé ñìûñë

5

ýòî îçíà÷àåò íàëè÷èå òîæäåñòâ òåîðèè ìíîæåñòâ äëÿ óêàçàííûõ îïåðàöèé
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Àáñòðàãèðóÿñü, ñêàæåì, ÷òî òðàäèöèîííîå ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè � îíà íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñò-

íûì ïðîñòðàíñòâîì � ñîñòîèò â çàäàíèè òðîéêè (Ω,A, P ) îáúåêòîâ: ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâΩ, àëãåáðû
ñîáûòèé-ïîäìíîæåñòâ A, âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà àëãåáðå A. Âûäåëåíèå íà ñëîâå òðàäèöèîííîå âàæíî: ñ ðàç-

âèòèåì íàóêè âûÿñíèëîñü, ÷òî èíòóèòèâíî ïîíÿòíàÿ â êîíå÷íîì ñëó÷àå ñõåìà íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèÿõ

6

, äàëåå

ìû åùå âåðíåìñÿ ê âîïðîñó î ðàçíûõ ñõåìàõ è òåì ñàìûì ðàçíûõ òåîðèÿõ âåðîÿòíîñòåé.

Â êëàññè÷åñêîé ñõåìå èç N èñõîäîâ ñîáûòèþ A ïðèïèñûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü 0 6 P (A) = m/N 6 1, ãäå 0 6

m = |A| � ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, ñîñòàâèâøèõ ñîáûòèå A. Íå÷åòêîñòü îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ïîðîæäàåò
òàê íàçûâàåìûå ¾ïàðàäîêñû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé¿, êîãäà ÷èñëåííûå îöåíêè âåðîÿòíîñòåé äëÿ îäíîãî è òîãî æå

ñëîâåñíîãî îïèñàíèÿ â ðàçíûõ ìîäåëÿõ ðàçëè÷àþòñÿ. Âåðîÿòíîñòíûå îïèñàíèÿ ñîçäàþò îïðåäåëåííûå ñëîæíîñòè

è â èíòåðïðåòàöèè òàêèõ ïîíÿòèé, êàê òèïè÷íîå, ëó÷øå-õóæå è ò ï.

Ïðèìåð

�àññìîòðèì êóáèêè, íà ãðàíÿõ êîòîðûõ ñëåäóþùèå ÷èñëà: [4, 4, 4, 4, 0, 0], [3, 3, 3, 3, 3, 3], [2, 2, 2, 2, 6, 6], [1, 1, 1, 5, 5, 5].
Çàìåòèì, ÷òî ïåðâûé êóáèê ïðè ïàðíîì áðîñàíèè ñî âòîðûì âûèãðûâàåò â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ, òî åñòü

îí ¾ëó÷øå¿ âòîðîãî, âòîðîé ¾ëó÷øå¿ òðåòüåãî, òðåòèé ¾ëó÷øå¿ ÷åòâåðòîãî, à ÷åòâåðòûé � ¾ëó÷øå¿ ïåðâîãî!

Çàìåòèì, ÷òî â òåðìèíå ¾ëó÷øå¿ èñïîëüçîâàíû ëèøü ðåçóëüòàòû ìîäåëè äëÿ ïàð êóáèêîâ, êîòîðûå â îáùåì íå

îïðåäåëÿþò ìîäåëü äëÿ âñåõ ÷åòûðåõ êóáèêîâ.

Çàìå÷àíèå î íåêëàññè÷åñêèõ ñõåìàõ

Íåóäîáñòâî êëàññè÷åñêîé ñõåìû çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ðàâíîâåðîÿòíûå ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ íåïîíÿòíî êàê

îïðåäåëèòü â ÿâíî ëèøåííûõ ñèììåòðèè ñèòóàöèÿõ òèïà áðîñàíèé íåðîâíîé èãðàëüíîé êîñòè, êðèâîé ìîíåòû è

ò. ï. Äðóãèì îãðàíè÷åíèåì ïðèëîæåíèé êëàññè÷åñêîé ñõåìû ïîñëóæèëî òî, ÷òî íà ïðàêòèêå áûëî íåîáõîäèìî

ðàçáèðàòüñÿ ñ èçìåðåíèÿìè ÷èñëîâûõ ( è âåêòîðíûõ) âåëè÷èí, òî åñòü êîãäà êîíå÷íîñòü êëàññè÷åñêîé ìîäåëè

îêàçûâàåòñÿ ñëèøêîì îãðàíè÷èòåëüíîé. Ýòî ïîðîäèëî ðÿä áîëåå ñëîæíûõ ïîäõîäîâ ê ïîíÿòèþ ïðîñòðàíñòâà

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé è ñõåìå çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé. Çäåñü âñòðå÷àþòñÿ ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè,

êîòîðûå ðàçðåøèìû ëèøü â ðàìêàõ àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Îá ýòîì ðå÷ü ïîéäåò äà-

ëåå, à ïîêà îãðàíè÷èìñÿ îáùåèíòóèòèâíûìè ïîÿñíåíèÿìè. ×òîáû êàê-òî îïðåäåëèòüñÿ ñ òåðìèíîëîãèåé áóäåì â

ýòîì êóðñå íàçûâàòü ðàññìàòðèâàåìûå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ¾òðàäèöèîííûìè¿, ÷òîáû îòëè÷àòü èõ îò ¾êëàñ-

ñè÷åñêèõ¿, òî åñòü òàêèõ, ãäå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî êîíå÷íî è ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ ðàâíîâåðîÿòíû. Âîò

äâå èíòóèòèâíî ÿñíûå ìîäè�èêàöèè êëàññè÷åñêîé ìîäåëè.

Äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî Çäåñü èñïîëüçóþòñÿ è íåñèììåòðè÷íîñòü è (âîçìîæíàÿ) áåñêî-

íå÷íîñòü.

1. Èñõîäû â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå îòíûíå íå îáÿçàòåëüíî ðàâíîâåðîÿòíû: âåðîÿòíîñòíîå ïðî-

ñòðàíñòâî Ω ñîñòîèò èç èñõîäîâ ω ∈ Ω, ó êàæäîãî îïðåäåëåíà âåðîÿòíîñòü p(ω) > 0 òàê, ÷òî ñóììà

âñåõ âåðîÿòíîñòåé ðàâíà åäèíèöå. Ïðè ýòîì êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ ¾îòíîøå-

íèå ÷èñëà èñõîäîâ â ñîáûòèè ê ÷èñëó âñåõ èñõîäîâ¿ áîëåå íå ðàáîòàåò, à âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ⊂ Ω
âû÷èñëÿþò ïî �îðìóëå

P (A) =
∑

ω∈A

p(ω)

2. Èñõîäû èíäåêñèðîâàíû êîíå÷íûì èëè áåñêîíå÷íûì ïîäìíîæåñòâîì íàòóðàëüíûõ ÷èñåë N, ñóììà â

ïîñëåäíåì ñëó÷àå áåðåòñÿ êàê ñóììà ñõîäÿùåãîñÿ ðÿäà ñ ïîëîæèòåëüíûìè ÷ëåíàìè.

Òèïè÷íûé ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ � ïîñòðîåíèå âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè äëÿ ýêñïåðèìåíòà ñ ïîäáðàñûâàíèåì

ìîíåòû äî ïåðâîãî (èëè k-ãî) âûïàäåíèÿ ãåðáà. Òàêîé ýêñïåðèìåíò êîäèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ íåêî-

òîðîé äëèíû, êîòîðàÿ çàêàí÷èâàåòñÿ âûïàäåíèåì ãåðáà, ïîñêîëüêó äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæåò áûòü

ëþáîé � Ω óæå íå êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ñðàçó ÿñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðàâèëî âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

áóäåò èíûì, íå ñâîäÿùèìñÿ ê ïðîñòîìó ïîäñ÷åòó êîëè÷åñòâà èñõîäîâ â ñîáûòèè. Â òðàäèöèîííîì äèñêðåò-

íîì ïîäõîäå ïðåäïîëàãàåòñÿ íåîáõîäèìûì èçíà÷àëüíî çàäàòü âåðîÿòíîñòè pi âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé

òàê, ÷òîáû ðÿä

∑∞
i=1 pi ñõîäèëñÿ áû ê åäèíèöå. Ïîñêîëüêó ëþáîå ñîáûòèå A ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ âèäà

{ωik}, òî åãî âåðîÿòíîñòü îïðåäåëÿåòñÿ ñóììîé
∑

k pik .

6

Íàïðèìåð, â àêñèîìàòè÷åñêîì ïîäõîäå âàæíî, ÷òî àëãåáðà A ÿâëÿåòñÿ âäîáàâîê è σ-àëãåáðîé è äëÿ ëþáûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ

Ai ∩Aj = ∅ ïîäìíîæåñòâ â A1, A2, . . . ∈ A âûïîëíåíî

∑∞
i µ (Ai) = µ

(
⋃

i Ai

)

, òàêàÿ ìåðà íàçûâàåòñÿ σ-àääèòèâíîé.
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�åîìåòðè÷åñêèå âåðîÿòíîñòè Äðóãîé âàðèàöèåé êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå

âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω ãåîìåòðè÷åñêîãî îáúåêòà è òåõ ñîáûòèé, êîòîðûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè, â ñõåìå âû÷èñëåíèé âåðîÿòíîñòåé èñïîëüçîâàòü õàðàêòåðèñòèêè òèïà äëèíû-

ïëîùàäè-îáúåìà. Ýòî ïðèìåð òàê íàçûâàåìûõ ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé , êîòîðûå çàîäíî ÿâëÿþòñÿ

è íåäèñêðåòíûìè. Íî çäåñü âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ðàññìàòðèâàòü ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùèå èç òåõ íåïóñòûõ

ïîäìíîæåñòâ â Ω, ó êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü íóëåâàÿ: íàïðèìåð ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå èç åäèíñòâåííîé òî÷êè. Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ïðè òàêîì ïîäõîäå íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ëåãêî íàõîäèòü ÷èñëåííûå îòâåòû ê âîïðîñàì

âðîäå:

� Íàéòè âåðîÿòíîñòü, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå íàïðàâëåíèå ñîñòàâëÿåò ñ âåðòèêàëüþ óãîë áîëüøèé 60◦?

2.2 ◦ Çàâèñèìîñòü è íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé. Ñâÿçü ñ èíòóèöèåé

Âòîðûì âàæíåéøèì äëÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîíÿòèåì ñëóæèò íåçàâèñèìîñòü, îíî îïðåäåëåíî äëÿ ñîáûòèé

� ýëåìåíòîâ ñåìåéñòâà A. Êîíêðåòíî, äëÿ êîíå÷íîãî íàáîðà èíäåêñîâ I = {i1, i2, . . . in} íåçàâèñèìîñòü â ñîâî-

êóïíîñòè ñîáûòèé {Ai}{i∈I} îçíà÷àåò âûïîëíåíèå òîæäåñòâ P (Aj1 )P (Aj2 ) . . . P (Ajk ) = P (Aj1 ∩Aj2 ∩ . . . Ajk) äëÿ
ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà J ⊂ I èíäåêñîâ j ∈ J . Ýòî îïðåäåëåíèå, íà ïåðâûé âçãëÿä, âûãëÿäèò çàãàäî÷íî, ïîýòî-

ìó ñíà÷àëà ðàññìîòðèì åãî íà îòíîñèòåëüíî ïðîñòîì ïðèìåðå äâóõ ñîáûòèé A1 A2 êîíå÷íîãî âåðîÿòíîñòíîãî

ïðîñòðàíñòâà Ω. Ñ ÷åãî áû äâóì ñîáûòèÿì ëåæàòü â Ω òàê, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü èõ îáùåé ÷àñòè ðàâíÿëàñü áû

ïðîèçâåäåíèþ? Ñëåäóþùèå ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî èíòóèöèÿ çäåñü êàçàëîñü áû íå ïðè ÷åì: ñðàâíèòå îòâåòû

â ñëåäóþùèõ çàäà÷àõ ïðî ýêñïåðèìåíòû ñ èãðàëüíûìè êóáèêàìè (ñ öè�ðàìè íà ãðàíÿõ îò 1 äî 6) è òåòðàýäðàìè

(ñ öè�ðàìè íà ãðàíÿõ îò 1 äî 4, ïîêàçàíèÿ âûáèðàþòñÿ ïî íèæíåé ãðàíè.).

Ïðèìåðû

ÑîáûòèåA � ÷åòíîå ÷èñëî î÷êîâ, ñîáûòèåB � ÷èñëî î÷êîâ êðàòíî òðåì. Âîïðîñ îäèí è òîò æå äëÿ âñåõ âàðèàíòîâ:

çàâèñèìû ëè A è B? Âàðèàíòû óñëîâèé:

� Î÷êè ñ÷èòàþòñÿ ïðè áðîñàíèè îäíîãî êóáèêà.

� Î÷êè ñ÷èòàþòñÿ ïðè áðîñàíèè îäíîãî òåòðàýäðà.

� Î÷êè ñ÷èòàþòñÿ â ñóììå ïðè áðîñàíèè äâóõ êóáèêîâ.

� Î÷êè ñ÷èòàþòñÿ â ñóììå ïðè áðîñàíèè äâóõ òåòðàýäðîâ.

� Î÷êè ñ÷èòàþòñÿ â ñóììå ïðè áðîñàíèè êóáèêà è òåòðàýäðà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû: ðàññìîòðèì òåïåðü îïûòû ïî çäðàâîìó ñìûñëó íåçàâèñèìûå: íàïðèìåð, â îäíîé êîìíàòå

áðîñàþò èãðàëüíóþ êîñòü, à â äðóãîé � òåòðàýäð è ðàññìàòðèâàþòñÿ ñîáûòèÿ, îòíîñÿùèåñÿ èìåííî ê ðàçíûì

êîìíàòàì. Êëàññè÷åñêèå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äëÿ îïûòà â êàæäîé êîìíàòå (Ω1, PΩ1) è (Ω2, PΩ2 ) õîðîøî
èçâåñòíû, à ñîñòàâíîé îïûò, êàê è â ïðèìåðàõ âûøå, åñòåñòâåííî îïèñàòü êëàññè÷åñêèì âåðîÿòíîñòíûì ïðî-

ñòðàíñòâîì Ω1 × Ω2, â ýòîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ (ωi, ωj) âñå îäèíàêîâûå è, êàê íåñëîæíî

âèäåòü, ðàâíû

1
24 òî åñòü ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé äëÿ ωi è ωj, âû÷èñëåííûõ ñîîòâåòñòâåííî â (Ω1, PΩ1) è

(Ω2, PΩ2). Âòîðàÿ ìûñëü: ìîäåëü äëÿ ïðîèñõîäÿùåãî â ïåðâîé (èëè âòîðîé) êîìíàòå ìîæíî âû÷èñëÿòü òàêæå

è â ïðîñòðàíñòâå Ω1 × Ω2, îáðàùàÿ âíèìàíèå òîëüêî íà ïåðâûé èëè òîëüêî íà âòîðîé ýëåìåíò ïàðû (ωi, ωj),
÷òî è ïîêàæåò �îðìàëüíî ïîíÿòóþ íåçàâèñèìîñòü. Òðåòüå ñîîáðàæåíèå, ÷òî ðàññìàòðèâàòü ïðîèçâåäåíèå âåðî-

ÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ è ïðîèçâåäåíèå ìåð â ïðèíöèïå âîçìîæíî è â áîëåå îáùåì, ÷åì êëàññè÷åñêèé ïîäõîä

ñëó÷àå: èíòóèòèâíûé ñìûñë íåçàâèñèìîñòè â òàêèõ ìîäåëÿõ áóäåò â ñîãëàñèè ñ �îðìàëüíûì ñâîéñòâîì. Âûâîä

òóò òàêîé, ÷òî äëÿ èíòóèòèâíî ïîíèìàåìîé íåçàâèñèìîñòè ýêñïåðèìåíòîâ íóæíî ñîçäàòü âåðîÿòíîñòíóþ ìîäåëü

ñ �îðìàëüíî ïðîâåðÿåìîé íåçàâèñèìîñòüþ.

� Óïðàæíåíèå: ñëåäóåò ëè èç ïîïàðíîé íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé A, B, C èõ íåçàâèñèìîñòü â ñîâîêóïíîñòè?

Ïðèâåäèòå êîíêðåòíûé ïðèìåð âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà è òðåõ ñîáûòèé, îáîñíîâûâàþùèõ îòâåò.

Ôîðìàëüíîå îïðåäåëåíèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè

Ñîáûòèÿ â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå âûäåëÿþòñÿ óñëîâèÿìè. Ïðè ðàññìîòðåíèè íåñêîëüêèõ ñîáûòèé âîç-

íèêàåò òàêæå ïîíÿòèå óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè: äëÿ ñîáûòèÿ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòè B óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ

ñîáûòèÿ A ïðè óñëîâèè ñîáûòèÿ B íàçûâàåòñÿ ÷èñëî P (A|B) = P (AB)
P (B) .
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2.3 ◦ Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ñâÿçü ñ èíòóèöèåé
Ýêñïåðèìåíòû, äëÿ êîòîðûõ ïðèìåíÿþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå îïèñàíèÿ, ñâÿçàíû êàê ïðàâèëî ñ ÷èñëîâûìè èçìåðå-

íèÿìè, è îñíîâíûì îáúåêòîì äëÿ âåðîÿòíîñòíîãî îïèñàíèÿ èçìåðåíèé ñëóæèò ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Åå ìîæíî

îïðåäåëèòü äâóìÿ ýêâèâàëåíòíûìè ñïîñîáàìè:

1. ×èñëîâàÿ �óíêöèÿ ξ íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω

2. Ñòðóêòóðà âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà íà ìíîæåñòâå Ω, ñîñòîÿùåì èç ÷èñåë.

ßñíî, ÷òî âòîðàÿ �îðìóëèðîâêà âûòåêàåò èç ïåðâîé: äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî ÷èñåë âèäà ξ(ω),
ω ∈ Ω è ñîïîñòàâèòü êàæäîìó ÷èñëó âåðîÿòíîñòü åãî ïðîîáðàçà â Ω, ïåðâàÿ �îðìóëèðîâêà ïîëó÷àåòñÿ èç âòî-

ðîé ïðè ïîìîùè òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ Ω → Ω. Ïðè ýòîì ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî óêàçàííûå îïðåäåëåíèÿ

èñïîëüçóþòñÿ â äèñêðåòíîì ñëó÷àå áåç îãðàíè÷åíèé, íî â áîëåå îáùåé ñèòóàöèè (íàïðèìåð, ïåðâàÿ �îðìóëè-

ðîâêà â ñëó÷àå ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé) áóäóò óòî÷íåíû. Ïîêà îãðàíè÷èì ñåáÿ ïðåäñòàâëåíèåì ñâÿçè ñ.â.

è âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà êàðòèíêîé �èñ.4

Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ââîäèòñÿ ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî, åñëè çàìåíèòü ýëåìåíòû-÷èñëà íà ýëåìåíòû-

âåêòîðû �èêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè. Íàêîíåö, âîçìîæåí âûáîð êîìïëåêñíîçíà÷íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó-

÷àéíûõ âåêòîðîâ, åñëè íå îãîâîðåíî ñïåöèàëüíî, òî ïîäðàçóìåâàþòñÿ âåùåñòâåííîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû.

�àñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåêòîðîâ

Èìåþòñÿ äâà îñíîâíûõ ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ñòðóêòóðû âåðîÿòíîñòåé, ñâÿçàííûõ ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ:

1. Â äèñêðåòíîì ñëó÷àå óêàçûâàþò òàáëèöó çíà÷åíèé è èõ âåðîÿòíîñòåé, íàïðèìåð:

ξ 0 . . . k . . . n
(

n
0

)

qn . . .

(

n
k

)

pkqn−k
. . .

(

n
n

)

pn

Çäåñü èñïîëüçîâàíû ïàðàìåòðû 0 6 p, q 6 1, p + q = 1, n > 0, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñ.â. èçâåñòíà ïîä íà-

çâàíèåì áèíîìèàëüíîé èëè áåðíóëëèåâñêîé. Òàêàÿ òàáëèöà íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû.

� Óïðàæíåíèå: äëÿ áèíîìèàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ n = 3, p = 1
2 çàïîëíèòå òàáëèöó ðàñïðåäåëå-

íèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

(

ξ − 3
2

)2
.

2. Ñåìåéñòâî âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé P (ξ 6 x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê �óíêöèþ àðãóìåíòà x, ïðèíèìàþùóþ
çíà÷åíèÿ íà îòðåçêå [0, 1] è âäîáàâîê ìîíîòîííî íåóáûâàþùóþ (ïîòîìó ÷òî ïðè x1 < x2 P (ξ 6 x1) 6 P (ξ 6
x2)) � ýòà �óíêöèÿ íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è îáîçíà÷àåòñÿ

Fξ(x).

� Óïðàæíåíèå: äëÿ áèíîìèàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ n = 3, p = 1
3 íàðèñóéòå ãðà�èê åå �óíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñëó÷àéíûé âåêòîð, î÷åâèäíî, îïðåäåëÿåò ïàðó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí-êîîðäèíàò è â äèñêðåòíîì ñëó÷àå åãî ìîæíî

îïèñàòü ñîîòâåòñòâóþùåé òàáëèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ

β \ α −1 0 +1
−1 1/8 1/12 1/8
0 1/12 1/6 1/12
+1 1/8 1/12 1/8

Ñ ïîìîùüþ ýòîé òàáëèöû ìîæíî âîññòàíîâèòü òàáëèöû ðàñïðåäåëåíèÿ ñ.â. êîîðäèíàò, à òàêæå íåêîòîðûõ

äðóãèõ, ñ íèìè ñâÿçàííûõ. Âîò ñïèñîê îáÿçàòåëüíûõ óïðàæíåíèé äëÿ ïîíèìàíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé òåõíèêè.

� Íàéòè âåðîÿòíîñòü P (α = β).

� Íàéòè âåðîÿòíîñòü P (α 6 β).

� Íàéòè ðàñïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ñ êîìïîíåíòàìè α+ β è α− β.
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×òîáû ïîíÿòü ñìûñë �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fα,β(x, y) äâóìåðíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ξ, η äîñòàòî÷íî ðàñ-
ñìîòðåòü ñåìåéñòâî ñîáûòèé {α 6 x} ∩ {β 6 y}/

� Óïðàæíåíèå: äëÿ ïðèâåäåííîãî âûøå ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (α, β) óêàçàòü âñå òî÷êè íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè
Fα,β(x, y) → R.

Ñâÿçè âåðîÿòíîñòíîé òåîðèè ñ åñòåñòâîçíàíèåì

Âîïðîñ î òîì, êàêèå âåðîÿòíîñòíûå ìîäåëè ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü äëÿ îïèñàíèé ïðèðîäíûõ ïðîöåññîâ ÷åðåçâû-

÷àéíî âàæåí è äàëåêî íå ïðîñò. Íàïðèìåð, â êëàññè÷åñêîé ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå, ñîçäàííîé Ìàêñâåëëîì è

Áîëüöìàíîì, îáúåêòû ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷èìûìè äðóã îò äðóãà. Òàê ñåáÿ âåäóò, íàïðèìåð, ìîëåêóëû ãàçà. Ýòî

ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ñòàòèñòè÷åñêèå �îðìóëû Ìàêñâåëëà-Áîëüöìàíà äëÿ âåðîÿòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ ÷àñòèö

ñ çàäàííûìè ýíåðãèÿìè âûâîäèëèñü èç ìîäåëè, èñïîëüçóþùåé ÷èñëî ñïîñîáîâ äëÿ ðàçëîæåíèÿ n ðàçëè÷íûõ

øàðîâ ïî k ðàçëè÷èìûì ÿùèêàìè.

Â àòîìíîé è ñóáàòîìíîé �èçèêå ìèêðîìèðà âñå îêàçàëîñü ñëîæíåå: íàïðèìåð, �îòîíû è àòîìíûå ÿäðà â

èçìåðåíèÿõ òðåáóþò èíîé ìîäåëè. Îíà ðàçðàáîòàíà Ýéíøòåéíîì è Áîçå, â åå îñíîâå ëåæèò âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà

ðàçëîæåíèÿ n íåðàçëè÷èìûõ ÷àñòèö-øàðîâ ïî k ðàçëè÷èìûì îáëàñòÿì-ÿùèêàìè, ãîâîðÿ êîðî÷å, â ñòàòèñòèêå

Áîçå-Ýéíøòåéíà ÷àñòèöû ñ÷èòàþòñÿ íåðàçëè÷èìûìè äðóã îò äðóãà. Äðóãèå ÷àñòèöû ìèêðîìèðà � íàïðèìåð,

ýëåêòðîíû� îêàçàëèñü è íåðàçëè÷èìû è âäîáàâîê ïîä÷èíåíû îãðàíè÷èòåëüíîìó ïðàâèëó, ÷òî â îäíîì ÿùèêå

(òóò, êîíå÷íî æå, íàäî åùå îáúÿñíèòü ÷òî èìåííî â òåîðèè ýëåìåíòàðíûõ ÷àñòèö ñ÷èòàåòñÿ ¾ÿùèêîì¿, íî íàø

êóðñ íå ïî �èçèêå è ïîòîìó ýòà òåìà çäåñü íå ðàññìàòðèâàåòñÿ) íå ìîæåò íàõîäèòüñÿ áîëåå îäíîé ÷àñòèöû �

ýòè ïðàâèëà îïðåäåëÿþò ñòàòèñòèêó Ôåðìè-Äèðàêà.

Çàäà÷è ïðîâåðêè ñîîòâåòñòâèÿ ðåàëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ è òîé èëè èíîé ìîäåëè ñîñòàâëÿþò ïðåäìåò Ìàòå-

ìàòè÷åñêîé Ñòàòèñòèêè, à â Òåîðèè Âåðîÿòíîñòåé â îñíîâíîì ðàññìàòðèâàþòñÿ óæå çàäàííûå ìîäåëè è äëÿ

íèõ âûâîäÿòñÿ ïðàâèëà èñ÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé. Ýòî çàìå÷àíèå ñòîèò ïîìíèòü ïðè ïåðâîì èçó÷å-

íèè ïðåäìåòà: äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû ïðåäëîæèòü ìîäåëü äëÿ ðåàëüíîé ñèòóàöèè òðåáóåòñÿ äîñòàòî÷íî äëèííîå

è âñåñòîðîíåå èññëåäîâàíèå, ïîýòîìó ïîïóëÿðíûå ðàññóæäåíèÿ òèïà ¾ðàçúÿñíåíèÿ ïàðàäîêñà Ìîíòè-Õîëëà¿

(ñì. íàïðèìåð, https://ru.wikipedia.org/wiki/Ïàðàäîêñ_Ìîíòè_Õîëëà) ïî ñóùåñòâó îòíîøåíèÿ ê ðåàëüíîñòè

èìåþò íå áîëüøå, ÷åì ðàññìîòðåííûé âûøå ïðèìåð ñ ìîíåòàìè è êàðìàíàìè.

� Ñîäåðæàòåëüíûé ïðèìåð: ñèììåòðè÷íîå äèñêðåòíîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Âàæíàÿ äëÿ ïðèëîæåíèé ìîäåëü (îäíîìåðíîãî) ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì: ðàññìàòðè-

âàþòñÿ êîíå÷íûå ñóììû â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí, ïðèíèìàþùèõ ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè 1/2 äâà çíà÷åíèÿ +1 è −1, íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé ñóìì Sn = ξ1 + · · ·+ ξn. Ïîñëåäîâàòåëüíûå öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñóìì Sk óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü íà

ãðà�èêå äâèæåíèÿ ÷àñòèöû ïî ïðÿìîé 0Y èç òî÷êè íîëü â äèñêðåòíûå ìîìåíòû âðåìåíè, òî åñòü êàê ëîìàíóþ

ëèíèþ, âûõîäÿùóþ èç íà÷àëà êîîðäèíàò è â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = 1, 2, . . . ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó ñ

öåëî÷èñëåííîé îðäèíàòîé y, òàêèì ÷åðåç âðåìÿ t ÷àñòèöà îêàæåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå y îñè 0Y −t 6 y 6 t. Ïî
ïîñòðîåíèþ âñå ïóòè èç tøàãîâ ðàâíîâåðîÿòíû è èìåþò âåðîÿòíîñòü 2−t

, òàê ÷òî ýòà ìîäåëü êëàññè÷åñêàÿ. Òàêàÿ

òðàåêòîðèÿ îòðàæàåò äâèæåíèå ÷àñòèöû, ïîäâåðãàþùåéñÿ ñëó÷àéíûì âîçäåéñòâèÿì (ïåðåìåùåíèå çà îäèí øàã

âíèç èëè ââåðõ), ó ýòîé êàçàëîñü áû ïðîñòîé ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ, òåì íå ìåíåå, ìíîãî ïðîòèâîðå÷àùèõ èíòóèöèè

ñâîéñòâ; â ÷àñòíîñòè, ñâîéñòâà äîëè âðåìåíè, êîòîðîå íàóãàä âûáðàííàÿ òðàåêòîðèÿ ïðîâîäèò â ïîëîæèòåëüíîé

è ñîîòâåòñòâåííî â îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè îñè 0Y .
Êîëè÷åñòâî N(t, y) ïóòåé âåäóùèõ èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó y ìîæíî ÿâíî âû÷èñëèòü: äåéñòâèòåëüíî,

ðàçíîñòü k − l êîëè÷åñòâà øàãîâ ââåðõ è âíèç ðàâíà y, à ñóììà k + l = t.

� Ïðîâåðüòå, ÷òî �îðìóëà äëÿ ÷èñëà ïóòåé N(t, y) èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó y ýòî Ck
k+l = Cl

k+l.

Ïîñìîòðèì òåïåðü íà òå ïóòè, êîòîðûå âåäóò â òî÷êó y > 0 è âäîáàâîê â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè t = 1, 2, . . .
ïðèíèìàþò ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå, èõ áóäåò óæå ìåíüøå N(t, y): âî-ïåðâûõ, ìû çíàåì, ÷òî íà ïåðâîì

øàãó ïóòü èäåò â òî÷êó +1, âî âòîðûõ, íàäî åùå íå ó÷èòûâàòü òå ïóòè êîòîðûå ïåðåñåêàëè àáöèññó y = 0.

Ëåììà

Ïóòåé èç òî÷êè ñ êîîðäèíàòàìè (1, 1) â òî÷êó (t, y) õîòÿ áû ðàç ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 0 ñòîëüêî æå, ñêîëüêî
è âñåõ ïóòåé èç (−1, 1) â òî÷êó (t, y).

Äîêàçàòåëüñòâî Îòðàçèì ñèììåòðè÷íî êàê íà �èñ.3 ÷àñòü ïóòè äî åãî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ íà àáöèññó, ýòî

çàäàåò òðåáóåìóþ áèåêöèþ.
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−2

−1

0

1

2

3

4

�èñ. 3: Áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ïóòåé, õîòÿ áû ðàç ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 0, ïðîõîäÿùèõ èç òî÷êè ñ êîîðäè-

íàòàìè (t1, 1) â òî÷êó (t2, 4) è âñåõ âîîáùå ïóòåé èç òî÷êè (t1,−1) â òî÷êó (t2, 4)

Òàêèì îáðàçîì, èñêîìûõ ¾ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûõ¿ ïóòåé áóäåò

N(t− 1, y − 1)−N(t− 1, y + 1) = Ck−1
k+l−1 − Ck+1

k+l−1 =
k − l

k + l
Ck

k+l =
y

t
N(t, y)

Ïóñòü òåïåðü t = 2n ÷åòíîå ÷èñëî, òîãäà, ðàññóæäåíèå ñ óêàçàííîé áèåêöèåé ïîêàçûâàåò, ÷òî

� êîëè÷åñòâî ïóòåé èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó 2n, 0 
î ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûìè âíóòðåííèìè âåðøèíàìè

áóäåò

1
nC

n−1
2n−2. Ïîäñêàçêà:

1
2n−1C

n−1
2n−1 = 1

2n−1C
n
2n−1 = 1

nC
n−1
2n−2.

� êîëè÷åñòâî ïóòåé èç íà÷àëà êîîðäèíàò â òî÷êó 2n, 0 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âíóòðåííèìè âåðøèíàìè áóäåò
1

n+1C
n
2n. Ïîäñêàçêà: óäàëèòå èç ðàññìîòðåííîãî â ïðåäûäóùåé çàäà÷å ïóòè åãî ïåðâûé è ïîñëåäíèé ñåãìåíò

è ïåðåíåñèòå íà÷àëî êîîðäèíàò â òî÷êó (1, 1) � ýòî äàñò ïóòè äëèíû 2n−2 ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âíóòðåííèìè
âåðèøèíàìè, êîòîðûõ ïî ïðåäûäóùåé çàäà÷å â òî÷íîñòè

1
nC

n−1
2n−2, îñòàëîñü ïîìåíÿòü îáîçíà÷åíèÿ.

� Âîçìîæíûå ïðèìåíåíèÿ ìåòîäîâ

�àçîáðàííûå ìåòîäû íåïîñðåäñòâåííîãî ïîäñ÷åòà âåðîÿòíîñòåé ïðè îäíîìåðíîì ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àéíîì áëóæ-

äàíèè ïîçâîëÿþò îáúÿñíèòü ðÿä íà ïåðâûé âçãëÿä ñòðàííûõ ñâîéñòâ. Âàì ïðåäëàãàåòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåð-

íîãî ýêñïåðèìåíòà ìåòîäîì Ìîíòå-Êàðëî óâèäåòü îäèí èç òàêèõ êàê áû êîíòðèíòóèòèâíûõ ý��åêòîâ. Íàïðè-

ìåð, êàçàëîñü áû åñòåñòâåííûì ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè ñèììåòðè÷íîì áëóæäàíèè òèïè÷íûå äîëè âðåìåíè,

ïðèõîäÿùèåñÿ íà ïðåáûâàíèè â ïîëîæèòåëüíîé è îòðèöàòåëüíîé ÷àñòè ïðÿìîé áóäóò ïðèìåðíî ðàâíûìè äëÿ

áîëüøèíñòâà òðàåêòîðèé. Ïîïðîáóåì ïðîâåðèòü ýòî, ñãåíåðèðîâàâ íà êîìïüþòåðå áîëüøîå ÷èñëî N òðàåêòîðèé

äëèíû M ∼ 100, N ≫ M è óêàçàâ äëÿ êàæäîé ÷èñëî M+ òåõ ìîìåíòîâ âðåìåíè, êîãäà ýòà òðàåêòîðèÿ áûëà

ïîëîæèòåëüíà. Èíòóèöèÿ ñèììåòðèè ïîäñêàçûâàåò, ÷òî îáû÷íàÿ òðàåêòîðèÿ ñêîðåå âñåãî ïðèìåðíî ïîëîâèíó

âðåìåíè ïðîâîäèò â ïîëîæèòåëüíîé ïîëóïðÿìîé, ïðîâåðèì, òàê ëè ýòî, ðàçáèâ âîçìîæíûé èíòåðâàë (0,M) íà

ñåãìåíòû â ÷èñëå, ñêàæåì

[√
N
3

]

è äëÿ êàæäîãî ñåãìåíòà óêàçàâ êîëè÷åñòâî ñãåíåðèðîâàííûõ òðàåêòîðèé ñî

çíà÷åíèåì M+ â ýòîì ñåãìåíòå. Ýòà ïðîöåäóðà íàçûâàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ãèñòîãðàììû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ

íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, åé îáû÷íî ñîïîñòàâëÿþò ñòîëá÷àòóþ äèàãðàììó. Óêàçàííîå èíòóèòèâíîå ñîîáðàæåíèå

óêàçûâàåò, ÷òî ñðåäíèé ñòîëáèê ãèñòîãðàììû äîëæåí áû îêàçàòüñÿ âûøå ïðî÷èõ, íî ïðîäåëàéòå ýòîò ýêñïåðè-

ìåíò ñàìè è ðåçóëüòàò âàñ óäèâèò: èç íåãî ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî íàóãàä âûáðàííàÿ òðàåêòîðèÿ ãîðàçäî áîëüøå âðåìåíè

ïðîâîäèò â êàêîé-òî îäíîé èç ïîëîâèí, à òðàåêòîðèé ñ ¾èíòóèòèâíî î÷åâèäíûì¿ ïîâåäåíèåì îòíîñèòåëüíî ìàëî.

×àñòè÷íîå îáúÿñíåíèå ýòîãî �åíîìåíà (îí íàçûâàåòñÿ Çàêîíîì àðêñèíóñà) ïåðåíåñåíî â óïðàæíåíèÿ, ìû íå

áóäåì çäåñü ïðèâîäèòü àíàëèòè÷åñêîãî äîêàçàòåëüñòâà

7

.

7

Äîêàçàòåëüñòâî îáùåãî çàêîíà àðêñèíóñà ìîæíî ïîñìîòðåòü â ó÷åáíèêàõ Øèðÿåâà èëè Ôåëëåðà
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3 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è íåçàâèñèìîñòü

3.1 ◦ Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
Íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì èñõîäå ωk ñ.â. îòâå÷àåò êîíêðåòíîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå ξ(ωk), äëÿ çíà÷åíèÿ c ∈ R

âîçíèêàþò ñîáûòèÿ âèäà Ac = {ω|ξ(ω) = c}. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ âñåãî äâà çíà÷åíèÿ (êàê

ïðàâèëî, ýòè çíà÷åíèÿ âûáèðàþòñÿ êàê {0, 1}), íàçûâàåòñÿ áèòîì èëè èíäèêàòîðîì. ×àùå âñåãî åå îáîçíà÷àþò

1A, A = {ω|1A(ω) = 1}. Ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íîå èëè ñ÷åòíîå ÷èñëî çíà÷åíèé ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñâÿçàíà ñ
èíäèêàòîðàìè î÷åâèäíîé �îðìóëîé:

ξ(ω) =
∑

{ck∈ξ(Ω),k∈N}
1{ξ=ck}

Òàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ äèñêðåòíûìè, â äàëüíåéøåì áóäóò îïðåäåëåíû è ñ.â. íå ÿâëÿþùèåñÿ

äèñêðåòíûìè.

R

Ω

�èñ. 4: Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ : Ω → R ïîðîæäàåò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé âèäà {ξ = a} â Ω

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ââîäèòñÿ ïîíÿòèå âåêòîðíîçíà÷íîé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ : Ω → Y = Rn
,

ñì. �èñ. 5. ßñíî, ÷òî êîìïîçèöèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è (ëþáîé) �óíêöèè g : R → R çàäà-

åò äèñêðåòíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó η = g(ξ), òàêèå ñëó÷àéíûå âåëÅñëè äè÷èíû íàçûâàþòñÿ �óíêöèîíàëüíî

çàâèñèìûìè.

� Âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ äèñêðåòíàÿ ñ.â. η = g(ξ), ïðèíèìàþùàÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíà êàê êîìïîçèöèÿ η = g(ξ), ãäå ξ îïðåäåëåíà íà êëàññè÷åñêîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå?

Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ

Äëÿ ïîäìíîæåñòâà U ⊂ R åãî ïðîîáðàç ξ−1(U) ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ìîæíî åùå îáîçíà-

÷àòü êàê P (ξ ∈ U). Ñ�îðìóëèðóåì, ÷òî åñòü íåçàâèñèìîñòü äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â òåðìèíàõ ïðîîáðàçîâ

ïîäìíîæåñòâ U ⊂ R: 
ëó÷àéíûå âåëè÷èíû β1 : Ω → R β2 : Ω → R íàçûâàþòñÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ

ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ U, V ⊂ R íåçàâèñèìû ñîáûòèÿ β−1
1 (U) è β−1

2 (V ). Àíàëîãè÷íîå îïðåäåëåíèå âûáèðàþò è äëÿ
ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ, ðàññìàòðèâàÿ ïðîîáðàçû ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ U, V ⊂ Rm

.

Ñîâîêóïíàÿ íåçàâèñèìîñòü íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îïðåäåëÿåòñÿ äàëåå î÷åâèäíûì îáðàçîì: ðàññìîò-

ðåíèåì ãðóïïîâîé íåçàâèñèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîîîáðàçîâ. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ìîäåëè

íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé èçìåðåíèé è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � ïðîåêöèé íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñåìåéñòâà ñîìíî-

æèòåëåé (îòâå÷àþùèõ îòäåëüíîìó èçìåðåíèþ) çàâåäîìî âûïîëíåíà: äåëî â òîì, ÷òî �îðìóëà ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ

âåðîÿòíîñòåé ïðîîáðàçîâ ïîëîæåíà â îñíîâó ýòîé ìîäåëè. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà

ïåðâûé âçãëÿä äîâîëüíî ñèëüíûì óñëîâèåì, ê òîìó æå âîçíèêàåò îòäåëüíîå òðåáîâàíèå, ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí äîëæíû ñîâïàäàòü. Ñ ýòèì âòîðûì òðåáîâàíèåì ìîæíî ëåãêî ñïðàâèòü-

ñÿ, ïîëàãàÿ, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ îäíîâðåìåííîãî ðàññìîòðåíèÿ íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí β1, β2, . . . βm
íåîáõîäèìî ïðèíÿòü, ÷òî çàäàí ñëó÷àéíûé âåêòîð

~β : Ω → Rm
, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî óêàçàííûå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû è ÿâëÿþòñÿ.
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Ω

�èñ. 5: Äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ξ : Ω → R2

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé èçìåðåíèé ïîíÿòíûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé ïðàêòè-

÷åñêèé èíòåðåñ. Ñòîèò ñàìîñòîÿòåëüíî ïðîäóìàòü äåòàëè êîíñòðóêöèè: â ìîäåëè ïðè íåçàâèñèìîì ïîâòîðåíèè

îäèíàêîâûõ èçìåaðåíèé ïðîåêöèè (èçìåðåíèÿ ïðè ïîâòîðåíèÿõ i, j, i 6= j) íåçàâèñèìû (âîññòàíîâèòå âñå �îð-

ìàëüíûå äåòàëè è ïðîâåðüòå). Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå äëÿ òàêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èìååòñÿ ñïåöèàëüíàÿ

àááðåâèàòóðà i.i.d., ÷òî îçíà÷àåò independent and identi
ally distributed. Âïðåäü ìû áóäåì óïîòðåáëÿòü ýòî ñî-

êðàùåíèå.

Âîçâðàùàÿñü ê ñâÿçè èíòóèòèâíîãî è �îðìàëüíîãî ïîíèìàíèÿ íåçàâèñèìîñòè, ïîñìîòðèì, êàê îáñòîèò äåëî

ñ òðàäèöèîííî ïîíèìàåìîé �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ; îáû÷íî ýòî óòâåðæäåíèå ξ2 = g(ξ1) î âîçìîæíîñòè
âûðàçèòü îäíó �óíêöèþ ÷åðåç äðóãóþ è, çíà÷èò, ãðà�èê íåïîñòîÿííîé �óíêöèè g íà ïëîñêîñòè R2

ïîçâîëÿåò

âûáðàòü ìíîæåñòâà U, V ⊂ R òàêèå, ÷òî ïðîåêöèè ãðà�èêà íà îñè ñ ýòèìè ìíîæåñòâàìè ïåðåñåêàþòñÿ, íî ñàì

ãðà�èê íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ U × V ⊂ R
2
. Ïðîâåðèì òåïåðü ñâÿçü �óíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè è �îðìàëüíîãî

îïðåäåëåíèÿ äëÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ ïîìîùüþ âûáðàíûõ U, V ⊂ R. Ïî êðàéíåé ìåðå â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå

î÷åâèäíî, ÷òî P (β1 ∈ U) 6= 0 è P (β2 ∈ V ) 6= 0 â òî âðåìÿ êàê (β1 ∈ U) ∩ (β2 ∈ V ) = ∅. Îòñþäà �óíêöèîíàëüíàÿ
çàâèñèìîñòü â ïðèâû÷íîì ñìûñëå îáåñïå÷èâàåò �îðìàëüíî ïîíÿòóþ ÍÅ íåçàâèñèìîñòü â ñìûñëå òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé. Îäíàêî ÍÅ íåçàâèñèìîñòü (òî åñòü çàâèñèìîñòü) â ñìûñëå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëåíèå îòâå÷àåò

áîëåå øèðîêîìó ñìûñëó, íåæåëè �óíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü.

Âåêòîðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è íåçàâèñèìîñòü

Íàáîð âåðîÿòíîñòåé pa1,a2,...an îòâå÷àþùèé âñåì âîçìîæíûì ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì {a1, a2, . . . an} âåêòîðíîçíà÷-
íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

~ξ = {ξ1, ξ2 . . . ξn} íàçûâàåòñÿ ðàñïðåäåëåíèåì (èíîãäà � ñîâìåñòíûì ðàñïðåäåëåíèåì

êîìïîíåíò âåêòîðà). Â ÷àñòíîñòè, íàáîð âåðîÿòíîñòåé äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (= îäíîìåðíîé âåêòîðíîé ñëó-

÷àéíîé âåëè÷èíû) � òàêæå ðàñïðåäåëåíèå. Èç ñîâìåñòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

~ξ = {ξ1, ξ2 . . . ξn} íåñëîæíî íàéòè

ðàñïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò (îíè ÷àñòî íàçûâàþòñÿ ìàðãèíàëüíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè), ëåã÷å âñåãî ïðîñëåäèòü

ýòî íà ïðèìåðå äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåíèå êîòîðîé ìîæåò áûòü çàïèñàíî ìàòðèöåé.

� Óïðàæíåíèå: äëÿ ïðèâåäåííîãî â ðàçäåëå 2.3 äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (α, β) çàâèñèìû ëè åãî

êîìïîíåíòû?

Åñëè êîìïîíåíòû ñëó÷àéíîãî âåêòîðà íåçàâèñèìû â ñîâîêóïíîñòè,òî, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ çíà÷å-
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íèé êîìïîíåíò ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáûòèÿ {ξk = ak} íåçàâèñèìû, ò.å pa1,a2,...an = pa1 ·pa2 . . . pan . Îáðàòíîå òàêæå

ñïðàâåäëèâî

� Êàê îáîñíîâàòü ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå?

Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, ïðîñòàÿ ñ.â. η, ïðèíèìàþùàÿ ñ íåíóëåâûìè âåðîÿòíîñòÿìè çíà÷åíèÿ y1, y2, . . . yN
ñâÿçàíà ñî ¾ñâîèì¿ ðàçáèåíèåì Fη, ñîñòîÿùèì èç ñîáûòèé Fk = {ω|η(ω) = yk} íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòè

8

.

Èçìåðèìîñòü îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ íàçûâàåòñÿ èçìåðèìîé îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ

9 D, åñëè íà êàæäîì ñîáûòèè Dk ∈ D

ðàçáèåíèÿ îíà ïðèíèìàåò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå xk (äëÿ ðàçíûõ ñîáûòèé Di ∈ D ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò è ñîâïàäàòü),

òî åñòü èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå:

ξ(ω) =
∑

k

xk1Dk
(ω)

ýòî îïðåäåëåíèå ëåãêî îáîáùàåòñÿ è íà ñëó÷àéíûå âåêòîðû.

ßñíî, ÷òî åñëè ñ.â. ξ èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ðàçáèåíèÿ D, òî îíà èçìåðèìà è îòíîñèòåëüíî åãî

¾èçìåëü÷åíèÿ¿ D̃ (èçìåëü÷åíèå ðàçáèåíèé çàïèñûâàåòñÿ êàê D̃⊲D).

4 Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè è áàéåñîâñêèé ïîäõîä

4.1 ◦ Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè
Ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè èãðàåò öåíòðàëüíóþ ðîëü â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé: èìåííî ýòî ïîíÿòèå îïðåäåëèëî òî

ñâîåîáðàçèå, êîòîðîå âûäåëÿåò òåîðèþ âåðîÿòíîñòåé â îáùåé òåîðèè èçìåðèìûõ ïðîñòðàíñòâ ñ ìåðîé. Ïîíÿòèå

óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè áûëî ñâÿçàíî ñ èäååé, ÷òî êàæäîå ïîäìíîæåñòâî H ⊂ Ω ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íîâóþ

ãåíåðàëüíóþ ñîâîêóïíîñòü èñõîäîâ, åñëè òîëüêî îòíîðìèðîâàòü èñõîäíûå âåðîÿòíîñòè pΩ(ω) êàæäîãî èñõîäà,

ðàçäåëèâ èõ íà P (H). �îâîðÿ î ïîäìíîæåñòâå ìû æåëàåì ïîä÷åðêíóòü, ÷òî âñå âðåìÿ ïîìíèì î ñóùåñòâîâàíèè

áîëåå øèðîêîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Íàïðèìåð, äëÿ ñòðàõîâîé êîìïàíèè ìîæåò ïðåäñòàâëÿòü

èíòåðåñ âîïðîñ î òîì, êàê ÷àñòî ìîëíèè ïðè÷èíÿþò óáûòîê îïðåäåëåííîé âåëè÷èíû (ñîáûòèå A). Âîçìîæíî,
÷òî ýòà êîìïàíèÿ îáñëóæèâàåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ êàòåãîðèé îáúåêòîâ, íàïðèìåð èíäóñòðèàëüíûå îáúåêòû

è æèëûå îáúåêòû â ãîðîäå è â äåðåâíå. Îòäåëüíî èçó÷àòü óáûòêè èíäóñòðèàëüíûõ îáúåêòîâ îçíà÷àåò èçó÷àòü

ñîáûòèå A â ñîåäèíåíèè ñ ñîáûòèåì H � ¾óáûòîê ïðè÷èíåí èíäóñòðèàëüíîìó îáúåêòó¿. Ôîðìóëà óñëîâíîé

âåðîÿòíîñòè ïðèìåíèìà î÷åâèäíûì îáðàçîì. Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî åñëè H ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, è P (A|H) ñâîäèòñÿ ê P (A).
Õîòÿ ñèìâîë P (A|H) ñàì ïî ñåáå è óäîáåí, òðóäíî äàòü åãî òî÷íîå ñëîâåñíîå âûðàæåíèå. Ïîýòîìó îáû÷íî

ïîëüçóþòñÿ ìåíåå �îðìàëüíûìè îïèñàíèÿìè. Òàê, ìîæíî ãîâîðèòüa î âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî æåíùèíà ñòðàäàåò

äàëüòîíèçìîì, âìåñòî òîãî ÷òîáû ãîâîðèòü îá ¾óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîå ëèöî ñòðàäà-

åò äàëüòîíèçìîì ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòî ëèöî � æåíùèíà¿. ×àñòî ñëîâà ¾ïðè óñëîâèè ¿ çàìåíÿþò ñëîâàìè, ¾åñëè

èçâåñòíî, ÷òî Í ïðîèçîøëî¿. Êîðî÷å ãîâîðÿ, íàøè �îðìóëû è ñèìâîëû íå äîïóñêàþò íèêàêîé äâóñìûñëåííî-

ñòè, íî ñëîâåñíûå âûðàæåíèÿ ÷àñòî íåäîñòàòî÷íî ÷åòêè è òðåáóþò òî÷íîãî èñòîëêîâàíèÿ. Â ïðîòèâîïîëîæíîñòü

óñëîâíûì âåðîÿòíîñòÿì ãîâîðÿò äëÿ ÿñíîñòè î áåçóñëîâíûõ âåðîÿòíîñòÿõ. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ýïèòåò ¾áåçóñëîâíàÿ¿

ÿâëÿåòñÿ ëèøíèì, è åãî ìîæíî îïóñêàòü.

Âñå îáùèå òåîðåìû î âåðîÿòíîñòÿõ âåðíû òàêæå è äëÿ óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé, åñëè ýòè óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè

áåðóòñÿ ïðè îäíîì è òîì æå óñëîâèè H . Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âåðîÿòíîñòè

ïîÿâëåíèÿ ëèáî ñîáûòèÿ A, ëèáî ñîáûòèÿ B, ëèáî îáîèõ ýòèõ ñîáûòèé:

P (A ∪B|H) = P (A|H) + P (B|H)− P (AB|H)

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî ïåðåíåñòè íà óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè è âñå òåîðåìû, íàïðèìåð, ÷òîáû îáîáùèòü

P (AB) = P (A|B)P (B) åå íà ñëó÷àé òðåõ ñîáûòèé A, B, C ïðèìåì ñíà÷àëà çà óñëîâèå H = BC, à çàòåì åùå ðàç

ïðèìåíèì �îðìóëó óìíîæåíèÿ; ïîëó÷èì

P (ABC) = P (A|BC)P (B|C)P (C)
8

â îáùåì ñëó÷àå ðàññìîòðåíèÿ çíà÷åíèé ñ âåðîÿòíîñòÿìè íóëü âîçíèêàåò òðóäíîñòü, êîòîðóþ ìîæíî ïðåîäîëåòü, íî ýòè äåòàëè

ìû çäåñü ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì

9

ò.å. ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé â Ω
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4.2 △ Óðíîâàÿ ñõåìà

Óðíà ñîäåðæèò b ÷åðíûõ è r êðàñíûõ øàðîâ. Èç óðíû íàóãàä èçâëåêàåòñÿ øàð. Âûíóòûé øàð âñåãäà âîçâðà-

ùàåòñÿ îáðàòíî, ïðè÷åì â óðíó äîáàâëÿþò c øàðîâ òîãî æå öâåòà è d øàðîâ ïðîòèâîïîëîæíîãî öâåòà. Çàòåì

èç óðíû (ñîäåðæàùåé òåïåðü r + b + c + d øàðîâ) ñíîâà ïðîèçâîäèòñÿ ñëó÷àéíîå èçâëå÷åíèå è ïîâòîðÿåòñÿ òîò

æå ïðîöåññ. Çäåñü c è d � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, èõ ìîæíî âçÿòü è îòðèöàòåëüíûìè, îäíàêî â ýòîì ñëó÷àå

ïðîöåññ ìîæåò îêîí÷èòüñÿ ïîñëå êîíå÷íîãî ÷èñëà èçâëå÷åíèé èç-çà îòñóòñòâèÿ øàðîâ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëîæèâ

c = −1 è d = 0, ìû ïðèõîäèì ê ìîäåëè ñëó÷àéíîãî âûáîðà áåç âîçâðàùåíèÿ, êîòîðûé êîí÷àåòñÿ ÷åðåç r + b
øàãîâ. ×òîáû ïðèäàòü ýòîìó îïèñàíèþ òî÷íûé ìàòåìàòè÷åñêèé ñìûñë, çàìåòèì, ÷ãî îíî îïðåäåëÿåò óñëîâíûå

âåðîÿòíîñòè, ïî êîòîðûì ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû íåêîòîðûå îñíîâíûå âåðîÿòíîñòè. Òî÷êó ïðîñòðàíñòâà ýëåìåí-

òàðíûõ ñîáûòèé, ñîîòâåòñòâóþùåãî n èçâëå÷åíèÿì, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n áóêâ Ê è ×.

Ñîáûòèå ¾ïåðâûé øàð ÷åðíûé¿ (ò. å. ìíîæåñòâî âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, íà÷èíàþùèõñÿ ñ ×) èìååò âåðîÿò-

íîñòü

b
r+b . Åñëè ïåðâûé øàð ÷åðíûé, òî (óñëîâíàÿ) âåðîÿòíîñòü èçâëå÷ü ÷åðíûé øàð ïðè âòîðîì èñïûòàíèè

ðàâíà

b+c
r+b+c+d . Áåçóñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ×× ðàâíà, ñëåäîâàòåëüíî,

b

r + b
· b+ c

r + b+ c+ d

Âåðîÿòíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ××× ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì íà , íà

b+2c
r+b+2c+2d è ò. ä. ßñíî, ÷òî òàêèì

ïóòåì ìîæíî âû÷èñëèòü âñå âåðîÿòíîñòè. (Êîíå÷íî, â ñëó÷àå îòðèöàòåëüíûõ c è d ÷èñëî n èçâëå÷åíèé íàäî

âûáèðàòü äîñòàòî÷íî ìàëûì, ÷òîáû èçáåæàòü ïîÿâëåíèÿ îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà øàðîâ.) Íåòðóäíî ïðîâåðèòü ïî

èíäóêöèè, ÷òî ñóììà âåðîÿòíîñòåé âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ðàâíà åäèíèöå.

Òî÷íûå âûðàæåíèÿ äëÿ âåðîÿòíîñòåé ïîëó÷èòü íåëåãêî, èñêëþ÷àÿ ñàìûé âàæíûé è ëó÷øå âñåãî èçó÷åííûé

÷àñòíûé ñëó÷àé, êîòîðûì ÿâëÿåòñÿ

Óðíîâàÿ ñõåìà ñõåìà Ïîéà

. Ýòó ñõåìó õàðàêòåðèçóþò çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ d = 0, c > 0. Ïîñëå êàæäîãî èñïûòàíèÿ ÷èñëî øàðîâ òîãî æå

öâåòà, ÷òî è èçâëå÷åííûé øàð, âîçðàñòàåò, â òî âðåìÿ êàê ÷èñëî øàðîâ ïðîòèâîïîëîæíîãî öâåòà íå ìåíÿåòñÿ.

Ýòî ïðèâîäèò ê ý��åêòó ïîñëåäåéñòâèÿ, ñîñòîÿùåìó â ñëåäóþùåì: åñëè ìû èçâëåêàåì øàð êàêîãî-òî öâåòà,

òî âåðîÿòíîñòü èçâëå÷ü øàð òîãî æå öâåòà ïðè ñëåäóþùåì èñïûòàíèè âîçðàñòàåò. Óðíîâàÿ ñõåìà Ïîéà ÿâëÿ-

åòñÿ ïðèáëèæåííîé ìîäåëüþ òàêèõ ÿâëåíèé, êàê, íàïðèìåð, ýïèäåìèè, ïðè êîòîðûõ îñóùåñòâëåíèå íåêîòîðûõ

ñîáûòèé óâåëè÷èâàåò âåðîÿòíîñòü èõ ïîâòîðåíèÿ. Ïðîñòîòà ýòîé ñõåìû ñâÿçàíà ñî ñëåäóþùèì î÷åâèäíûì îá-

ñòîÿòåëüñòâîì: ëþáàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü n. èçâëå÷åíèé, ïðèâîäÿùàÿ ê n1 ÷åðíûì è n2 êðàñíûì øàðàì, èìååò

òó æå âåðîÿòíîñòü, ÷òî è ñîáûòèå, ñîñòîÿùåå â èçâëå÷åíèè ñíà÷àëà n1 ÷åðíûõ è çàòåì n2 êðàñíûõ øàðîâ, à

èìåííî ýòà âåðîÿòíîñòü ðàâíà

b(b+ c)(b + 2c) . . . (b+ n1c− c)r(r + c) . . . (r + n2c− c)

(b + r)(b + r + c) . . . (b+ r + nc− c)

Íàðÿäó ñî ñõåìîé Ïîéà óðíîâàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò äðóãîé èíòåðåñíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, à èìåííî:

Ìîäåëü Ýðåí�åñòîâ òåïëîâîãî îáìåíà ìåæäó äâóìÿ íåèçîëèðîâàííûìè òåëàìè

Ñ �èçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ çäåñü ìû èìååì äåëî ñ ýêñïåðèìåíòîì, ïðè êîòîðîì k ìîëåêóë ðàñïðåäåëåíû ïî

äâóì ðåçåðâóàðàì I è II. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàåòñÿ îäíà ìîëåêóëà è ïåðåìåùàåòñÿ èç ñâîåãî ðåçåðâóàðà â

äðóãîé. Ýòîò ïðîöåññ ïî- ïîâòîðÿåòñÿ. Êàêîâî ðàñïðåäåëåíèå ÷àñòèö ÷åðåç n øàãîâ? Äëÿ òîãî ÷òîáû ñâåñòè íàø

ýêñïåðèìåíò ê óðíîâîé ñõåìå, äîñòàòî÷íî íàçâàòü øàðû, ñîäåðæàùèåñÿ â ðåçåðâóàðå I êðàñíûìè, à â ðåçåðâóàðå

II ÷åð- ÷åðíûìè. Òîãäà ïðè êàæäîì èñïûòàíèè âûíóòûé øàð çàìåíÿåòñÿ íà øàð ïðîòèâîïîëîæíîãî öâåòà, òàê

÷òî ìû èìååì c = −1, d = 1. ßñíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ïðîöåññ ìîæåò ïðîäîëæàòüñÿ íåîãðàíè÷åííî äîëãî (åñëè

îòñóòñòâóþò êðàñíûå øàðû, òî àâòîìàòè÷åñêè âûíèìàåòñÿ ÷åðíûé øàð è çàìåíÿåòñÿ íà êðàñíûé).

Çàêîí ñëåäîâàíèÿ Ëàïëàñà

Ïóñòü èìåþòñÿ N + 1 óðí, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæèò N øàðîâ; óðíà ñ íîìåðîì k ñîäåðæèò k êðàñíûõ è

N −káåëûõ øàðîâ k = 0, 1, 2 . . .N . Èç íàóãàä âûáðàííîé óðíû n ðàç íàóäà÷ó èçâëåêàþò øàðû, ïðè÷åì âûíóòûé

øàð êàæäûé ðàç âîçâðàùàþò îáðàòíî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âñå n ðàç èçâëå÷åííûõ øàðîâ îêàçàëèñü êðàñíûìè
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(ñîáûòèå A). Íàéäåì óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëåäóþùåå èñïûòàíèå òîæå äàñò êðàñíûé øàð (ñîáûòèå

B). Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü èçâëå÷ü ïîäðÿä n êðàñíûõ øàðîâ èç óðíû ñ íîìåðîì k ðàâíà (k/N)n. Îòñþäà,

P (A) =
1n + 2n + . . . Nn

Nn(N + 1)

P (AB) = P (B) =
1n+1 + 2n+1 + . . . Nn+1

Nn+1(N + 1)

Ïîñêîëüêó ñîáûòèå AB îçíà÷àåò, ÷òî n+ 1 èñïûòàíèé äàëè êðàñíûå øàðû.

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà P (B|A) = P (B)/P (A) Ñóììû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê èíòåãðàëüíûå ñóììû

ïî �èìàíó, è ïîýòîìó ïðè áîëüøîì N

1

N

N
∑

k=1

(

k

N

)n

≃
∫ 1

0

xndx =
1

n+ 1

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøîì N ïðèáëèæåííî P (B|A) ≃ n+1
n+2

Ýòîé �îðìóëå ìîæíî äàòü ñëåäóþùåå èñòîëêîâàíèå: åñëè âñå âîçìîæíûå êîëè÷åñòâà êðàñíûõ è áåëûõ øàðîâ

â óðíå ðàâíîâåðîÿòíû è åñëè n èñïûòàíèé äàëè êðàñíûå øàðû, òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ êðàñíîãî øàðà ïðè

ñëåäóþùåì èñïûòàíèè ðàâíà

n+1
n+2 . Ýòî � òàê íàçûâàåìûé çàêîí ñëåäîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Äî ðàçâèòèÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè ïîíÿòèå ðàâíîâåðîÿòíîñòè ÷àñòî îòîæäåñòâëÿëè ñ ¾îòñóòñòâèåì ïðåäâà-

ðèòåëüíûõ ñâåäåíèé¿. Ñàì Ëàïëàñ äëÿ èëëþñòðàöèè ïîëüçû âû÷èñëÿë âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà ñëåäóþùèé

äåíü âçîéäåò Ñîëíöå, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíî âñõîäèëî åæåäíåâíî 5000 ëåò (èëè n = 1826213 äíåé ïîäðÿä).

Ïåðåäàþò, ÷òî Ëàïëàñ ãîòîâ áûë ñòàâèòü 1826214 ïðîòèâ 1 çà òî, ÷òî Ñîëíöå íå èçìåíèò ñâîåãî ïîâåäåíèÿ; â

íàøå âðåìÿ ñëåäîâàëî áû óâåëè÷èòü ñòàâêó, ïîñêîëüêó ðåãóëÿðíîå äâèæåíèå Ñîëíöà íàáëþäàëîñü â òå÷åíèå

åùå îäíîãî ñòîëåòèÿ. ×òîáû îòäàòü äîëæíîå Ëàïëàñó è ïîíÿòü åãî íàìåðåíèÿ, ïîòðåáîâàëîñü áû èñòîðè÷åñêîå

èññëåäîâàíèå. Ïîñëåäîâàòåëè Ëàïëàñà, îäíàêî, èñïîëüçîâàëè àíàëîãè÷íûå äîâîäû â ïîâñåäíåâíîé ðàáîòå è ðå-

êîìåíäîâàëè �èçèêàì è èíæåíåðàì ïðèìåíÿòü òàêèå ìåòîäû â ñëó÷àÿõ, â êîòîðûõ �îðìóëû íå èìåþò íèêàêîãî

äåéñòâèòåëüíîãî ñìûñëà. Äàæå åñëè áû íà ìèíóòó ñîãëàñèëèñü äîïóñòèòü, ÷òî íàøà âñåëåííàÿ âûáðàíà íà-

óãàä èç ¾ìíîæåñòâà âñåëåííûõ¿, â êîòîðîì âñå ìûñëèìûå âîçìîæíîñòè ðàâíîâåðîÿòíû, ïðåäïîëàãàåìûé âîñõîä

Ñîëíöà 5 �åâðàëÿ 3123 ãîäà äî í. ý. íè÷óòü íå áîëåå äîñòîâåðåí, ÷åì òî, ÷òî Ñîëíöå âçîéäåò çàâòðà; ó íàñ

ñîâåðøåííî îäèíàêîâûå îñíîâàíèÿ âåðèòü â îáà ýòè ñîáûòèÿ.

4.3 △ Áàéåñîâñêèé ïîäõîä

Âûøå ìû âû÷èñëÿëè íåêîòîðûå óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè, èñõîäÿ ïðÿìî èç îïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàí-

ñòâà Ω. Ôîðìóëà Áàéåñà âîñïðîèçâîäèò â îáùåì âèäå òî, ÷òî ìû äåëàëè â ÷àñòíûõ ïðèìåðàõ, è ÿâëÿåòñÿ ëèøü

ñîîòíîøåíèåì ìåæäó óñëîâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Â íàøèõ ïðèìåðàõ ìû èçíà÷àëüíî îïèðàëèñü íà ñåìåéñòâî ñî-

áûòèé, â ÷àñòíîñòè, íà ãðóïïó âçàèìíî èñêëþ÷àþùèõ äðóã äðóãà è èñ÷åðïûâàþùèõ âñå ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé

H1, H2, . . . ò. å. íà ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé.

Åñëè íàçûâàòü ñîáûòèÿ Hk ãèïîòåçàìè, òî èìååì

1. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè: äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A

P (A) =
∑

i

P (A|Hi)P (Hi)

2. Ôîðìóëà Áàéåñà äëÿ ïîëíîé ãðóïïû ñîáûòèé {H1, H2, . . . Hn} è ñîáûòèÿ íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòè A:

P (Hk|A) =
P (A|Hk)P (Hk

∑

i P (A|Hi)P (Hi)

Ïðèíÿòî âåðèòü, ÷òî èíòåðïðåòàöèÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè â ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ ñîîòâåòñòâóåò âåðîÿòíîñòÿì

â ìîäåëè Ω, ïîñòðîåííîé äëÿ èñõîäîâ ñ ó÷åòîì çíàíèÿ óñëîâèÿ. Íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðè ðàçíûõ óñëîâèÿõ ýòî

ìîãóò áûòü ðàçíûå ìîäåëè, ìîæíî ëè îáúåäèíèòü èõ âñå â íåêîòîðîé ãëîáàëüíîé ìîäåëè, çíàÿ óñëîâíûå âå-

ðîÿòíîñòè? Â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ èíîãäà äîñòàòî÷íî íåòðóäíî îõàðàêòåðèçîâàòü çíà÷åíèÿ óñëîâíûõ

âåðîÿòíîñòåé, ïîýòîìó âåðîÿòíîñòü êîíêðåòíîãî ñîáûòèÿ áûâàåò óäîáíî íàõîäèòü ÷åðåç �îðìóëó ïîëíîé âåðî-

ÿòíîñòè. Áëàãîäàðÿ âòîðîé �îðìóëå ïîëó÷èë ðàñïðîñòðàíåíèå ýâðèñòè÷åñêèé áàéåñîâñêèé ïîäõîä ïîèñêà ÿêîáû
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íàèëó÷øåé ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ ýêñïåðèìåíòà ñ èçâåñòíûì ðåçóëüòàòîì: âûáðàííàÿ ãðóïïà ðàçíûõ ìîäåëåé

ýêñïåðèìåíòà òðàêòóåòñÿ êàê ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé íà íåèçâåñòíîì ïîêà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå è ïî

�îðìóëå Áàéåñà âûáèðàþò òó ìîäåëü Hk, äëÿ êîòîðîé óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P (Hk|A) íàèáîëüøàÿ. Îòìåòèì,
÷òî ïðè òàêîì ïîäõîäå âåðîÿòíîñòü ñ÷èòàåòñÿ çàâåäîìî ñóùåñòâóþùåé áåçî âñÿêîé ìîäåëè è âîïðîñ ñâîäèòñÿ

ëèøü ê òîìó êàê åå îòûñêàòü. Â ÕÕ âåêå îòíîøåíèå ê áàéåñîâñêèì ìåòîäàì (êðîìå êàê â Àíãëèè) áûëî âåñüìà

è âåñüìà ñêåïòè÷åñêèì, ïîñêîëüêó â íàó÷íîé ñðåäå �îðìóëà Áàéåñà áûëà äèñêðåäèòèðîâàíà ìåòà�èçè÷åñêèìè

ïðèëîæåíèÿìè âðîäå îïèñàííîãî â çàêîíå ñëåäîâàíèÿ Ëàïëàñà.

Íî â íàøè äíè ýòîò ïîäõîä ðåàíèìèðîâàí è øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðàññìîòðåíèè BigData, ÷òî âíåñëî è

âíîñèò îïðåäåëåííóþ ïóòàíèöó â èíòåðïðåòàöèþ ðåçóëüòàòîâ, íî íåîáõîäèìî ïðèçíàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåàëüíûõ

ý��åêòîâ áûëî âûÿâëåíî èìåííî â ðàìêàõ áàéåñîâñêèõ ìåòîäîâ. Òàê ÷òî îñíîâíîé ïðîáëåìîé ñ áàéåñîâñêèìè

ìåòîäàìè ñëåäóåò ñ÷èòàòü îòñóòñòâèå ñòðîãîé òåîðèè, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðèíÿòûì â ìàòåìàòèêå òðåáîâàíèÿì

ê ëîãè÷åñêèì îáîñíîâàíèÿì.

Ïðàêòè÷åñêèå ñîîáðàæåíèÿ ïîñòðîåíèÿ âåðîÿòíîñòíî-ñòàòèñòè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûå ìû îáñóæäàëè äî

ñèõ ïîð, èçâåñòíû êàê ÷àñòîòíûå ìåòîäû. ×àñòîòíàÿ òî÷êà çðåíèÿ (ðàçäåëÿåìàÿ òàêæå �ðèêâåíòèñòàìè â ñâîåì

âàðèàíòå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé) îñíîâàíà íà ñëåäóþùèõ ïîñòóëàòàõ:

1. Ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè ñâÿçàíî ñ ïðåäåëüíûì ïîâåäåíèåì ÷àñòîò ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ ïðè íåçàâèñèìûõ ïî-

âòîðåíèÿõ è òåì ñàìûì îòðàæàþò ñâîéñòâà ðåàëüíîãî ìèðà.

2. Ïàðàìåòðû íåèçâåñòíûõ ðàñïðåäåëåíèé � ýòî ÷èñëà (èëè âåêòîðû), êîòîðûå ìû ïðåäïîëàãàåì íåèçìåí-

íûìè â èäåàëüíîì ýêñïåðèìåíòå íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé.

Íàïðîòèâ, ïîäõîä, íàçûâàåìûé áàéåñîâñêèì, îñíîâàí íà ñëåäóþùèõ ïîñòóëàòàõ:

1. Âåðîÿòíîñòü îïèñûâàåò ñòåïåíü âåðû â èñòèííîñòü íåêîòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ, à íå ïðåäåëüíóþ ÷àñòîòó. Äî-

ïóñòèìî äåëàòü âåðîÿòíîñòíûå óòâåðæäåíèÿ íå òîëüêî î äàííûõ â ïîâòîðåíèÿõ. Ôðàçû òèïà ¾Âåðîÿòíîñòü

òîãî, ÷òî Àëüáåðò Ýéíøòåéí âûïèë ÷àøêó ÷àÿ 1 àâãóñòà, 1948 ã. ¿ñîñòàâëÿåò 0,35¿ ñ÷èòàþòñÿ îñìûñëåí-

íûìè, òàê êàê îòðàæàþò ÷àñòíóþ ñèëó âåðû â èñòèííîñòü ïðåäëîæåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, âåðîÿòíîñòíûå

óòâåðæäåíèÿ äîïóñòèìû äëÿ ÷èñòî-ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåêòîâ, íàïðèìåð äëÿ íåèçâåñòíûõ êîíñòàíò.

2. Âûâîäû áàéåñîâñêèõ ðàññóæäåíèé íàöåëåíû íà òî, ÷òîáû òî÷íåå ñ�îðìóëèðîâàòü çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ

(ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû).

Áàéåñîâñêèé âûâîä âðÿä ëè äîïóñêàåò ñòðîãîå ìàòåìàòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå: îí ïî ñâîåé ñóòè âêëþ÷àåò ñóáú-

åêòèâíîå ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè. Â îáùåì è öåëîì, áàéåñîâñêèå ìåòîäû íå ãàðàíòèðóþò ïðîâåðÿåìóþ èñòèííîñòü

è ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà ãîðàçäî áîëüøå èñïîëüçóåò êëàññè÷åñêèå ìåòîäû, õîòÿ è áàéåñîâñêèå èäåè,

áåçóñëîâíî, ïðèñóòñòâóþò êàê ðåöåïò. Â ÷àñòíîñòè àëãîðèòìû èñêóññòâåííîãî èíòåëëåêòà è ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

èíòåíñèâíåå ïðî÷èõ èñïîëüçóþò áàéåñîâñêèå ìåòîäû.

Ïîïðîáóåì ðàçîáðàòü êîíêðåòíóþ áàéåñîâñêóþ ìåòîäèêó. Áàéåñîâñêèé ìåòîä îöåíèâàíèÿ âåðîÿòíîñòåé (ýëå-

ìåíòàðíûõ) èñõîäîâ ñâÿçàí ñî ñëåäóþùåé ïðîöåäóðîé:

1. Âûðàæàåì ðàñïðåäåëåíèå ñ.â. ξ ÷åðåç íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð θ ∈ R. � ýòî íàçûâàåòñÿ àïðèîðíûì ðàñïðå-

äåëåíèåì. Íàøè ïðåäñòàâëåíèÿ î âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà θ äî òîãî, êàê ìû óâèäèì êàêîé-ëèáî

äàííûå, â áàéåñîâñêîì ñìûñëå ðàâíîâåðîÿòíû, ýòî ïîâîä áàéåñèàíöàì íàçûâàòü θ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé.

2. Íàçíà÷àåì ìîäåëü óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, òî åñòü p(ξ = a|θ = bj)

3. Ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòà íàä ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ξ èìååì çíà÷åíèÿ x1, x2, . . . xn, âû÷èñëÿåì â äóõå �îð-

ìóëû Áàéåñà àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðà p(θ = bj |ξ = x1, ξ = x2, . . . ξ = xn).

4. Âûáèðàåì çíà÷åíèå ïàðàìåòðà ñ ìàêñèìàëüíîé àïîñòåðèîðíîé âåðîÿòíîñòüþ è èñïîëüçóåì ïåðâûé ïóíêò

10

×òîáû óâèäåòü, êàê âûïîëíÿåòñÿ òðåòèé øàã ïðîöåäóðû, ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ äèñêðåòíûé ïàðàìåòð
ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé è ÷òî ñóùåñòâóåò îäíî-åäèíñòâåííîå äèñêðåòíîå íàáëþäåíèå x1. Íàïîìèíàåì, ÷òî
ïàðàìåòð θ ìû ðàññìàòðèâàåì êàê ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, à åå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ îáîçíà÷èì tk. Òåïåðü, â ýòîé
äèñêðåòíîé âåðñèè âèäèì �îðìóëó Áàéåñà

P (θ = tk|ξ = x1) =
P (θ = tk, ξ = x1)

P (ξ = x1)
=

P (ξ = x1|θ = tk)P (θ = tk)
∑

i P (ξ = x1|θ = ti)P (θ = ti)
10

Óêàçàííóþ ïðîöåäóðó ìîæíî èòåðèðîâàòü, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îò ýòîãî îòâåò î ðàñïðåäåëåíèè ξ äîëæåí ñòàíîâèòüñÿ òî÷íåå.
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◦ Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ
Íàïîìíèì, ÷òî ïîëíîé ãðóïïîé ñîáûòèé èëè ðàçáèåíèåì âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,A, P ) íàçûâàåòñÿ

ñåìåéñòâî D ïîïàðíî íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé Dt ∈ A òàê ÷òîáû

⊕

Dt = Ω, íèæå âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

ñåìåéñòâî D êîíå÷íî è ñîñòîèò èç ñîáûòèé ñ íåíóëåâûìè âåðîÿòíîñòÿìè. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ïðèíèìàþùàÿ

âñå ñâîè çíà÷åíèÿ ñ íåíóëåâûìè âåðîÿòíîñòÿìè

11

, åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðåäîñòàâëÿåò òàêèå ðàçáèåíèÿ.

Äëÿ ñîáûòèÿ A ∈ A âîçíèêàåò íàáîð óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé P (A|Di), èç íèõ ïîñòðîèì íîâóþ ïðîñòóþ

ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó (êîòîðóþ ìû ñïåöèàëüíî íå ñòàíåì îáîçíà÷àòü ãðå÷åñêîé áóêâîé, à îáîçíà÷èì èíà÷å!)

P(A|D)(ω) =
∑

j

P (A|Dj)1Dj (ω)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ D) . Åñëè ðàçáèåíèå

Fη, ñîñòîÿùåå èç ñîáûòèé âèäà Fi = {ω|η(ω) = yi} âîçíèêëî èç ïðîñòîé ñ.â. η, òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà P(A|Fη)
íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ A îòíîñèòåëüíî ïðîñòîé ñ.â η è îáîçíà÷àåòñÿ P(A|η).

Ïðîâåðüòå

12

ñâîéñòâà óñëîâíîé îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ âåðîÿòíîñòè:

� P(A|Ω) = P (A)

� E(P(A|D)) = P (A)

� P(A+B|D) = P(A|D) + P(B|D)

Åñëè çàäàíî íåñêîëüêî äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η1, η2, . . . ηm, òî èìååòñÿ ðàçáèåíèå íà ñîáûòèÿ âèäà

{

ω
∣

∣

∣η1(ω) = y1, η2(ω) = y2, . . . ηm(ω) = ym

}

. Ñîîòâåòñòâåííî âîçíèêàåò óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A îòíî-

ñèòåëüíî íàáîðà ñ.â {ηk} .
� Ïóñòü ξ, η îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå è íåçàâèñèìûå ñ.â. ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ {0, 1}, íàéäèòå óñëîâíóþ
âåðîÿòíîñòü P(ξ + η = 1|η).

4.4 � �ðóïïîâàÿ íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé, ëåììà Ëîâàñà

Íàñêîëüêî âîîáùå ãðóïïîâàÿ íåçàâèñèìîñòü ìîæåò áûòü îãðàíè÷èòåëüíà? Ïðèâåäåì ïðèìåð íåðàâåíñòâà, óêà-

çûâàþùåãî íà òîíêèå ñâîéñòâà ãðóïïîâîé íåçàâèñèìîñòè ñîáûòèé. Âûáåðåì ïàðàìåòðû n > d > 1 è ïàðàìåòð

p

0 < p <

{

1
2 d = 1

dd

(d+1)d+1 d > 2

Ëåììà Ëîâàñà óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ íàáîðà ñîáûòèé A1, A2, . . . An òàêèõ, ÷òî âñå P (Ai) < p è âäîáàâîê ëþáîå

ñîáûòèå Ai íåçàâèñèìî ïî êðàéíåé ìåðå îò n − d îñòàëüíûõ, ïåðåñå÷åíèå èõ äîïîëíåíèé

⋂

j Aj èìååò ñòðîãî

íåíóëåâóþ âåðîÿòíîñòü è, çíà÷èò, íåïóñòî. Ýòà ëåììà â ÷àñòíîñòè îáúÿñíÿåò, ïðåäñòàâèìî ëè ïîëíîå ñîáûòèå â

âèäå îáúåäèíåíèÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ñíà÷àëà îáðàòèì âíèìàíèå íà ïî÷òè î÷åâèäíûå ðàâåíñòâà (ïðîâåðüòå ñàìîñòîÿòåëüíî!) äëÿ

íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ èíäåêñîâ S = {j1, j2, . . . js}, R = {js+1, . . . jn}

P





n
∏

j=1

Aj



 =P (An) · P (An−1

∣

∣An) · P
(

An−2

∣

∣An−1 · An

)

. . . P
(

A1

∣

∣A2 · . . . An−1 ·An

)

P

(

∏

i∈S

Ai

∣

∣

∣

∏

k∈R

Ak

)

=P



Aj1

∣

∣

∣

∏

i∈{j2,...js}
Ai ·

∏

k∈R

Ak



 · P



Aj2

∣

∣

∣

∏

i∈{j3,...js}
Ai ·

∏

k∈R

Ak



 . . . P

(

Ajs

∣

∣

∣

∏

k∈R

Ak

)

Åñëè òåïåðü äëÿ ëþáîãî ñîáñòâåííîãî ïîäìíîæåñòâà I èíäåêñîâ â 1, . . . n òàêîãî, ÷òî j 6∈ I èíäóêöèåé ïî

ìîùíîñòè ìíîæåñòâà card(I) óñòàíîâèì

P

(

Aj

∣

∣

∣

∏

i∈I

Ai

)

6
1

d+ 1

11

äëÿ îïðåäåëåííîñòè, â ýòîì ðàçäåëå äîãîâîðèìñÿ ðàññìàòðèâàòü òîëüêî òàêèå ñ.â.

12

Âíèìàíèå: â ýòîì ñïèñêå íå îáÿçàòåëüíî âñå ñâîéñòâà âåðíû! Â íåêîòîðûõ êíèãàõ ïî òåîðèè âåðîÿòíîñòåé çíàê + äëÿ ñîáûòèé

èìååò ñïåöèàëüíûé ñìûñë, ïîýòîìó âñåãäà ïðîâåðÿéòå òî÷íûé ñìûñë îáîçíà÷åíèé.
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òî, ïîñêîëüêó

P

(

Aj

∣

∣

∣

∏

i∈I

Ai

)

= 1− P

(

Aj

∣

∣

∣

∏

i∈I

Ai

)

⇒ P

(

Aj

∣

∣

∣

∏

i∈I

Ai

)

>
d

d+ 1

áóäåò äîêàçàíî, ÷òî âñå ÷ëåíû â óêàçàííîì âûøå ïåðâîì âûðàæåíèè äëÿ P
(

∏n
j=1 Aj

)

íåíóëåâûå.

Íà÷àëî èíäóêöèè Äëÿ ïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà I èìååì P (Aj) < p < 1
e(d+1) <

1
(d+1) .

Øàã èíäóêöèè Âûáåðåì äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî j ìíîæåñòâî Ij òåõ èíäåêñîâ, äëÿ êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå

ñîáûòèÿ çàâèñèìû 
 Aj , èõ êîëè÷åñòâî íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà d, ñðåäè íèõ, î÷åâèäíî, åñòü è èíäåê
 j,
ïîýòîìó Ij 6= I. Â ñèëó îáùåãî ñîîòíîøåíèÿ P (U |V ·W ) · P (V |W ) = P (U · V |W ) èìååì

P

(

Aj

∣

∣

∣

∏

i∈I

Ai

)

=
P
(

Aj ·
∏

i∈I∩Ij
Ai

∣

∣

∣

∏

i∈I∩Ij
Ai

)

P
(

∏

i∈I∩Ij
Ai

∣

∣

∣

∏

i∈I∩Ij
Ai

)

×èñëèòåëü äðîáè ñïðàâà ìîæåò áûòü îöåíåí ñâåðõó çíà÷åíèåì p èñõîäÿ èç íåçàâèñèìîñòè Aj è âñåõ Ai :
i ∈ I ∩ Ij
Ïðè ýòîì â ìíîæåñòâå S = I ∩ Ij íàéäåòñÿ âñåãî s 6 d ýëåìåíòîâ i1, . . . is. Òîãäà äëÿ R = I ∩ Ij ñ ó÷åòîì
ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè èìååì äëÿ âåëè÷èíû çíàìåíàòåëÿ:

P

(

∏

i∈S

Ai

∣

∣

∣

∏

k∈R

Ak

)

>

s
∏

l=1

(

1− 1

d+ 1

)

>

(

1− 1

d+ 1

)d

îêîí÷àòåëüíî

ïðè p 6
dd

(d+ 1)d+1
èìååì P

(

Aj

∣

∣

∣

∏

i∈I

Ai

)

6
p

(

1− 1
d+1

)d
6

1

d+ 1

5 Äèñêðåòíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè

5.1 ◦ Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Íàïîìíèì: â òðàäèöèîííîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè èçìåðåíèé ðàññìàòðèâàþò ÷èñëîâóþ �óíêöèþ ξ : Ω → R,

òî åñòü ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó. Íà êàæäîì ýëåìåíòàðíîì èñõîäå ωk åé îòâå÷àåò êîíêðåòíîå ÷èñëîâîå çíà÷åíèå

ξ(ωk). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàþùàÿ âñåãî äâà çíà÷åíèÿ (êàê ïðàâèëî, ýòè çíà÷åíèÿ âûáèðàþòñÿ êàê {0, 1})
íàçûâàåòñÿ áèòîì èëè èíäèêàòîðîì. ×àùå âñåãî åå îáîçíà÷àþò 1A, ãäå ñîáûòèå A îòâå÷àåò çíà÷åíèþ èíäèêàòîðà

åäèíèöà.

Ñ ïîìîùüþ èíäèêàòîðîâ ðàíåå áûëî ñ�îðìóëèðîâàíî îáùåå îïðåäåëåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû,

ξ(ω) =
∑

{ck∈ξ(Ω),k∈N}
1{ξ=ck}

Îïÿòü æå â ïðèëîæåíèÿõ îáùåïðèíÿòî âìåñòå ñî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé ðàññìàòðèâàòü åå óñðåäíåíèå ñ ó÷åòîì

âåðîÿòíîñòè èñõîäîâ E(ξ) =
∑

ξ(ωk)pk. Â êëàññè÷åñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ýòî îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî îæèäàíèÿ. Åñëè Ω � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî, òî òàêîå îïðåäåëåíèå âïîëíå êîððåêòíî, íî óæå äëÿ îáùåé

äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû êîððåêòíîñòü íåÿñíà: ñóììà íå îáÿçàíà áûòü êîíå÷íîé è ñîîòâåòñòâóþùèé

ðÿä íå îáÿçàòåëüíî ñõîäèòñÿ! Ê òîìó æå â äàëüíåéøåì áóäåò íåÿñíî îòêóäà áåðåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå,

åñëè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ñêàæåì, äèñêðåòíà, à âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî Ω � íåò. Ïîýòîìó ìû Ïîýòîìó

äëÿ äèñêðåòíûõ ñ.â. âíà÷àëå ïîëîæèì, ÷òî E
(

1{ξ=ck}
)

= P ({ξ = ck}), à äëÿ îáùåé äèñêðåòíîé ñ.â. ïðîäîëî-

æèì ïî ëèíåéíîñòè, åñëè ñîîòâåòñòâóþùèé ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå òåì ñàìûì

îïðåäåëÿåòñÿ íå äëÿ âñåõ ñ.â.

E(ξ) =
∑

{ak∈ξ(Ω),k∈N}
E
(

1{ξ=ak}
)

=
∑

{ak∈ξ(Ω),k∈N}
akP ({ξ = ak})

Òàêîå îïðåäåëåíèå íå ññûëàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî íà ýëåìåíòû âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà. Èç íåãî, âîîáùå

ãîâîðÿ, íå ñðàçó î÷åâèäíû ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, êîòîðûå â êëàññè÷åñêîé âåðñèè îïðåäåëåíèÿ

áûëè âïîëíå ïðîçðà÷íû:
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� Åñëè ξ > 0, òî E(ξ) > 0

� Äëÿ ÷èñåë a, b âåðíî E (aξ + bη) = aE(ξ) + bE(η)

� Åñëè ξ > η, òî E(ξ) > E(η)

� |E(ξ)| 6 E(|ξ|)

� Äëÿ èíäèêàòîðà ξ E(ξ) = P (ξ = 1)

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äëÿ âåêòîðíîçíà÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ : Ω → Y = Rn
ââîäèòñÿ ïîíÿòèå åå

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, êîòîðîå â ýòîì ñëó÷àå åñòü âåêòîð, ñì. �èñ. 5.

Ôèçèêè íàçûâàþò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

13

íàáëþäàåìûìè è èñïîëüçóþò âìåñòî E(ξ) îáîçíà÷åíèå 〈ξ〉.

Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ïîäìíîæåñòâà U ⊂ R åãî ïðîîáðàç ξ−1(U) ÿâëÿåòñÿ ñîáûòèåì, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî ìîæíî
îáîçíà÷àòü P (ξ ∈ U). Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η íàçûâàþòñÿ ïîïàðíî íåçàâèñèìûìè, åñëè äëÿ ëþáûõ ïîäìíî-

æåñòâ U, V ⊂ R íåçàâèñèìû ñîáûòèÿ ξ ∈ U è η ∈ V . Ñîâîêóïíàÿ íåçàâèñèìîñòü ñèñòåìû ìíîãèõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí îïðåäåëÿåòñÿ äàëåå î÷åâèäíûì îáðàçîì. Íåçàâèñèìîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðåäñòàâëÿåòñÿ íà ïåðâûé

âçãëÿä äîâîëüíî ñèëüíûì óñëîâèåì, êîòîðîå îäíàêî â ñõåìå íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé ëåãêî âûïîëíèìî.

� Â ìîäåëè íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé îäèíàêîâûõ èçìåðåíèé ñîîòâåòñòâóþùèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû (èçìå-

ðåíèÿ ïðè ïîâòîðåíèÿõ i, j, i 6= j) íåçàâèñèìû � âîññòàíîâèòå âñå �îðìàëüíûå äåòàëè è ïðîâåðüòå.

� Âûðàçèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ÷åðåç ìà-
òåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñîìíîæèòåëåé.

� Âûðàçèòü E
[

(ξ + η)2
]

äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η òàêèõ, ÷òî Eξ = Eη = 0, ÷åðåç Eξ2

è Eη2.

5.2 ◦ Ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ ñòåïåíåé ξk ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ïðè k = 0, 1, 2 . . . íàçûâàþòñÿ ee ìîìåíòàìè

mk(ξ), ìîìåíòû äëÿ ñëó÷àéíîé âåäè÷èíû ξ − E(ξ) íàçûâàþòñÿ öåíòðàëüíûìè ìîìåíòàìè

0
mk(ξ) ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû ξ. Âòîðîé öåíòðàëüíûé ìîìåíò ÷àùå íàçûâàåòñÿ äèñïåðñèåé è îáîçíà÷àåòñÿ

14 D(ξ), à êâàäðàòíûé

êîðåíü èç äèñïåðñèè � ñòàíäàðòíûì óêëîíåíèåì è î÷åíü ÷àñòî îáîçíà÷àåòñÿ êàê σ(ξ) èëè σξ.

� ×åìó ðàâåí ìîìåíò ñòåïåíè 0?

� Âûðàçèòü äèñïåðñèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ÷åðåç åå ìîìåíòû, íå ÿâëÿþùèåñÿ öåíòðàëüíûìè. Îòâåò:D(ξ) =

E(ξ2)− (E(ξ))
2

� Âûðàçèòü äèñïåðñèþ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÷åðåç äèñïåðñèè ñëàãàåìûõ.

Âçàèìíûå ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Äëÿ ïàðû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ è η ââîäÿò èõ âçàèìíûå ìîìåíòû mp,q(ξ, η) = E (ξpηq) è ñîîòâåòñòâåííî èõ öåí-

òðàëüíûå àíàëîãè

0
mp,q(ξ, η) = E ((ξ − E(ξ))p(η − E(η))q), ïðè ýòîì

0
m1,1(ξ, η) íàçûâàåòñÿ êîâàðèàöèåé, à ÷àñòíîå

îò äåëåíèÿ êîâàðèàöèè íà σξση � êîý��èöèåíòîì êîððåëÿöèè. �àçóìååòñÿ, îïðåäåëåíèÿ èìåþò ñìûñë ëèøü

êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ðÿäû ñõîäÿòñÿ.

� Êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí âñåãäà ðàâåí îäíîìó è òîìó æå ÷èñëó (óêàæèòå

êàêîìó).

� Âûðàçèòü äèñïåðñèþ ñóììû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÷åðåç ìîìåíòû è âçàèìíûå ìîìåíòû ñëàãàåìûõ.

Óêàçàíèå: ðàññìîòðèòå ñíà÷àëà äâå öåíòðèðîâàííûå (òî åñòü ñ íóëåâûì ìàò.îæèäàíèåì) ñëó÷àéíûå âåëè-

÷èíû ξ, η. Äëÿ íèõ D(ξ) = E(ξ2), D(ξ + η) = E
(

ξ2 + 2ξη + η2
)

= D(ξ) + 2E (ξη) + D(η). Îáùèé ñëó÷àé

ñëåäóåò, òàê êàê ξ − E(ξ) � öåíòðèðîâàííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà.

13

íî ïîìíèòå: â êâàíòîâîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè îïðåäåëåíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû âîâñå íå Ω → R, à ðàäèêàëüíî èíîå, ñâÿçàííîå

ñî ñòðóêòóðîé ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà íà Ω!
14

Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ÷àùå âñòðå÷àåòñÿ îáîçíà÷åíèå V ar(ξ)
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Óïðàæíåíèå

� Ïðèâåñòè ïðèìåð äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ó êîòîðîé íå îïðåäåëåíî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå.

� Ïðèâåñòè ïðèìåð äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ó êîòîðîé ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå îïðåäåëåíî, à

äèñïåðñèÿ íå îïðåäåëåíà.

� Åñòü ëè ïðèìåð äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ó êîòîðûõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèè îïðå-

äåëåíû, à êîý��èöèåíò êîððåëÿöèè íå îïðåäåëåí?

5.3 △ Óñëîâíûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ

Óñëîâíîå îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ ìàò.îæèäàíèå Åñëè äëÿ äèñêðåòíîé ñ.â. ξ : Ω → R îïðåäåëåíî åå ìà-

òåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ξ) è çàäàíî ñîáûòèå íåíóëåâîé âåðîÿòíîñòè A ⊂ Ω, òî óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì

îæèäàíèåì E(ξ|A) ñ.â. ξ îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ A íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

E(ξ|A) = E(ξ · 1A)

P (A)

Óñëîâíîå îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ ìàò.îæèäàíèå Äëÿ ñ.â. ξ(ω) =
∑

i xi1Dk
(ω) óñëîâíûì ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì E(ξ|F) ñ.â. ξ îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ F (ñîîòâåòñòâåííî, êîãäà F = Fη óñëîâíûì ìàòåìàòè÷å-

ñêèì îæèäàíèåì E(ξ|η) îòíîñèòåëüíî ñ.â η) íàçûâàåòñÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà
∑

k

xkP(Dk|F)(ω)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè ξ èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèÿ F, òî E(ξ|F) = ξ

Âàæíîå çàìå÷àíèå Çàìåòèì, ÷òî íà èñõîäàõ èç ñîáûòèÿ {η = const} óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

E(ξ|η) îòíîñèòåëüíî ñ.â η òàêæå ïðèíèìàåò ïîñòîÿííûå çíà÷åíèÿ � èíûìè ñëîâàìè E(ξ|η) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê êîìïîçèöèþ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η è íåêîòîðîãî îòîáðàæåíèÿ g : R → R, òî åñòü E(ξ|η) = g(η)

Çàìå÷àíèå Îïðåäåëåíèÿ âûøå î÷åâèäíûì îáðàçîì (ñäåëàéòå ýòî!) îáîáùàþòñÿ äî óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ ïðè óñëîâèè íå îäíîé ñ.â. η, íî öåëîé ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí η1, η2 . . . ηN â òîì ñìûñëå, ÷òî

ñîîòâåòñòâóþùåå íåîáõîäèìîå ðàçáèåíèå ñòðîèòñÿ ïðè ïîìîùè âñåõ ðàçáèåíèé Fηk
.

Çàìå÷àíèå Àëüòåðíàòèâíàÿ âåðñèÿ îïðåäåëåíèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E(ξ|F) òàêîâà: ñíà÷àëà
äëÿ êàæäîãî Fk ∈ F îïðåäåëèòü ÷èñëî E(ξ|Fk) (óñëîâíîå ìàò.îæèäàíèå îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ Fk ∈ F)

E(ξ|Fk) =
∑

j

xjP (Dj |Fk)

à ïîòîì óæå ïîëîæèòü

E(ξ|F)(ω) =
∑

k

E(ξ|Fk)1Fk
(ω)

Ïðîâåðüòå ñëåäóþùèå ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ:

� Äëÿ ξ = 1A âûïîëíåíî E(ξ|D) = P(A|D).

� Ïðîâåðüòå, ÷òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, îòíîñèòåëüíî ïîðîæäåííîãî

åþ ðàçáèåíèÿ Fη ñîâïàäàåò ñ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé: E(η|Fη) = η, äðóãèìè ñëîâàìè, E(η|η) = η

� Ïðîâåðèòü E (a · α+ b · β|F) = a · E (α|F) + b · E (β|F)

� E(const|D) = const

� Åñëè ∀i, k ñîáûòèÿ Fi ∈ F è {ξ = xk} íåçàâèñèìû, òî E(ξ|F) = E(ξ)

� Åñëè ξ, η íåçàâèñèìû, òî E(ξ|η) = E(ξ)

Âîò íåêîòîðûå ìåíåå î÷åâèäíûå ðåçóëüòàòû î ñâîéñòâàõ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ.
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Ïðåäëîæåíèå 5.1 E (E(ξ|D)) = E(ξ)

Äîêàçàòåëüñòâî

E (E(ξ|D)) = E





∑

j

xjP(Dj|D)



 =
∑

j

xjE [P(Dj|D)] =
∑

j

xjP (Dj) = E(ξ).

Äëÿ äâóõ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ, η èõ ïðîèçâåäåíèå ξη � òàêæå ïðîñòàÿ ñ.â. è ðàçáèåíèå, åþ ïîðîæ-

äåííîå, î÷åâèäíî òàêîâî, ÷òî îáå ñ.â. ξ, η èçìåðèìû îòíîñèòåëüíî íåãî: äåéñòâèòåëüíî, îíî ñîñòîèò èç ñîáûòèé

âèäà DiFj , Dj ∈ Dξ, Fi ∈ Fη è ξη =
∑

i,j xjyi1DjFi .

Ïðåäëîæåíèå 5.2 Ïóñòü ñ.â. η F- èçìåðèìà, òîãäà E(ξη|F) = ηE(ξ|F)

Äîêàçàòåëüñòâî

E(ξη|F)(ω) =
∑

j

∑

i

xjyiP(DjFi|F)(ω) =
∑

j

∑

i

xjyi
∑

k

P (DjFi|Fk)1Fk
(ω)

=
∑

j

∑

i

xjyiP (DjFi|Fi)1Fi(ω) =
∑

j

∑

i

xjyiP (Dj|Fi)1Fi(ω)

ηE(ξ|F)(ω) =
[

∑

i

yi1Fi(ω)

]

·
∑

j

xjP(Dj |F)(ω) =
[

∑

i

yi1Fi(ω)

]

·
∑

j

xj

[

∑

k

P (Dj |Fk)1Fk
(ω)

]

=
∑

i

∑

j

yixjP (Dj |Fi)1Fi(ω);

Ñëåäñòâèå 5.3 Äëÿ âñÿêîé �óíêöèè f(η) âûïîëíåíî E (ξf(η)) = E [f(η)E(ξ|η)]

Ïðåäëîæåíèå 5.4 E
ëè äàíî ðàçáèåíèå D è åãî ¾èçìåëü÷åíèå¿ D̃ ( ÷òî çàïèñûâàåòñÿ êàê D̃⊲D), òî âûïîë-

íÿåòñÿ E
[

E(ξ|D̃)
∣

∣

∣D
]

= E(ξ|D).

Äîêàçàòåëüñòâî íåñêîëüêî ãðîìîçäêî, íî íåñëîæíî è âïîëíå àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâàì ïðåäûäóùèõ Ïðåäëî-

æåíèé; ìû åãî ïðîïóñòèì.

△ Âàæíîå ñâîéñòâî óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé

Íàïîìíèì, ÷òî óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ξ|η) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîìïîçèöèþ E(ξ|η) = f(η)
äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè f . Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïðîñòûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, íî ñëåäóþ-

ùèé ðåçóëüòàò, íà ñàìîì äåëå, ñïðàâåäëèâ è â ãîðàçäî áîëåå îáùåì ñëó÷àå.

Òåîðåìà 5.5 Ïóñòü ξ, η, α ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, îïðåäåëåííûå íà îäíîì âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω,
ïðè÷åì α ïðåäñòàâèìî êîìïîçèöèåé α = g(η) äëÿ íåêîòîðîé �óíêöèè g : R → R. Òîãäà ìèíèìóì âûðàæåíèÿ

15

E
[

(α− ξ)2
]

äîñòèãàåòñÿ â ñëó÷àå, êîãäà α = E(ξ|η).

Äîêàçàòåëüñòâî

E
[

(ξ − α)2
]

=E

[

(

ξ − E(ξ|η) + E(ξ|η)− α
)2
]

=E
[

(ξ − E(ξ|η))2
]

+ 2E
[(

ξ − E(ξ|η)
)(

E(ξ|η)− α
)]

+ E
[

(E(ξ|η) − α)2
]

Èñïîëüçóÿ Ïðåäëîæåíèå 5.1 è Ñëåäñòâèå 5.3, ïîçâîëÿþùåå âûíîñèòü η-èçìåðèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû çà

çíàê óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, ïîëó÷èì âî âòîðîì ñëàãàåìîì

E
[(

ξ − E(ξ|η)
)(

E(ξ|η) − α
)]

= E
[

E
(

(ξ − E(ξ|η))(E(ξ|η) − α)
)∣

∣

∣η
)]

= E
[(

E(ξ|η)− α
)

· E
(

ξ − E(ξ|η)
∣

∣

∣η
)]

15

ïî ñìûñëó ýòî êâàäðàò ¾ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ñ.â.¿
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Îäíàêî â ñèëó Ïðåäëîæåíèÿ 5.4 ýòî âòîðîå ñëàãàåìîå ðàâíî íóëþ, ïîòîìó ÷òî

E
(

ξ − E(ξ|η)
∣

∣

∣η
)

= E
(

ξ|η
)

− E
(

E(ξ|η)
∣

∣

∣η
)

= E
(

ξ|η
)

− E
(

ξ|η
)

= 0

Òàêèì îáðàçîì, E

[

(

ξ − α
)2
]

> E

[

(

ξ − E(ξ|η)
)2
]

5.4 � Ìàðòèíãàëû

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé èññëåäóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ïðè÷åì i.i.d-ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÿâ-

ëÿþòñÿ îñíîâíûì îáúåêòîì èçó÷åíèÿ. Òàêæå â ñîâðåìåííîé òåîðèè âàæíûì äëÿ èçó÷åíèÿ îáúåêòîì ÿâëÿþòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, íà êîòîðûå íàëîæåíî äîñòàòî÷íî æåñòêîå óñëîâèå â òåðìèíàõ óñëîâíûõ ìàò.îæèäàíèé:

ïðåäûäóùèé ÷ëåí ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñîâïàäàåò ñ óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì ïîñëåäóþùåãî. Äëÿ

èí�îðìàöèè ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå.

Ïóñòü íà âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå (Ω,A, P ) çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçáèåíèé D1 ⊳ D2 ⊳ . . . ⊳ Dn

(ò.å.òàêàÿ, ÷òî êàæäîå ïîñëåäóþùåå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ èçìåëü÷åíèåì ïðåäûäóùåãî).

Îïðåäåëåíèå Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ.â. {ξk}16k6n íàçûâàåòñÿìàðòèíãàëîì îòíîñèòåëüíî ðàçáèåíèéD1⊳D2⊳

. . .⊳Dn (÷òî çàïèñûâàåòñÿ òàêæå êàê {ξk,Dk}), åñëè

1. êàæäàÿ ñ.â. ξk Dk-èçìåðèìà (è, ñëåäîâàòåëüíî, Dm-èçìåðèìà ïðè m > k),

2. ξk = E(ξk+1|Dk) ïðè 1 6 k < n

Â ñëó÷àå, êîãäà êîãäà ðàçáèåíèÿ ïîðîæäàþòñÿ ñàìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, òî åñòü Dk = Dξ1,ξ2...ξk , òî ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ìàðòèíãàëîì áåç îòñûëêè ê ðàçáèåíèÿì.

Ìàðòèíãàëû è ñèììåòðè÷íîå ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå

Â îäíîìåðíîì ñèììåòðè÷íîì ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè (èç íóëÿ) ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëîæåíèé Sk òî÷êè íà îñè

â ìîìåíò âðåìåíè k > 1 îáðàçóåò ìàðòèíãàë. Äåéñòâèòåëüíî, ëþáîé ýëåìåíò ðàçáèåíèÿ Dk = Dξ1ξ2...ξk õàðàêòå-

ðèçóåòñÿ ïóòåì äëèíû k, ïîñòðîåííîì ïî íåçàâèñèìûì øàãàì-áèòàì ηi. Ëåãêî âèäåòü òàêæå, ÷òî íåçàâèñèìîñòü
ηk+1 è Sk âëå÷åò E(ηk+1|Dk) = E(ηk+1) = 0, ïîýòîìó

E(Sk+1|Dk) = E(Sk + ηk+1|Dk) = E(Sk|Dk) + E(ηk+1|Dk) = Sk + E(ηk+1) = Sk

5.5 △ Íåðàâåíñòâà äëÿ õàðàêòåðèñòèê ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Òåîðåìà 5.6 (Íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà) Ïóñòü ξ - íåîòðèöàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ó êîòîðîé åñòü

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå. Òîãäà ∀ε > 0 P {ξ > ε} 6
E(ξ)
ε .

Äîêàçàòåëüñòâî E(ξ) > E
(

ξ · I(ξ>ε)

)

> εE
(

I(ξ>ε)

)

= εP {ξ > ε}

Ïðîñòûìè ïîäñòàíîâêàìè îòñþäà ïîëó÷àþòñÿ åùå äâà óòâåðæäåíèÿ, îíè íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâàìè ×åáûø¼âà:

Òåîðåìà 5.7 Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû ñ.â. îïðåäåëåíû, òî P {ξ > ε} 6
E(ξ2)
ε2

Òåîðåìà 5.8 Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû ñ.â. îïðåäåëåíû, òî P {|ξ − E(ξ)| > ε} 6
D(ξ)
ε2

Òåîðåìà 5.9 (Íåðàâåíñòâî ×åðíîâà) Åñëè ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû ñ.â. îïðåäåëåíû, òî

P {ξ > ε} 6 inf
t>0

e−tεE
(

etξ
)

Äîêàçàòåëüñòâî Äëÿ t > 0 ïî ìîíîòîííîñòè ýêñïîíåíòû P (ξ > ε) = P
(

etξ > etε
)

, äàëåå èñïîëüçóåì íåðàâåí-

ñòâî Ìàðêîâà.
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Áîëüøèå óêëîíåíèÿ ïðè ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè

Âñïîìíèì âñòðå÷àâøèéñÿ ðàíåå ïðèìåð ñ îäíîìåðíûì äèñêðåòíûì ñëó÷àéíûì áëóæäàíèåì: ðàññìàòðèâàëàñü

ñóììà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ øàãîâ âïðàâî-âëåâî, òî åñòü ñóììà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí,

ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ {+1,−1} ñ âåðîÿòíîñòÿìè, ñîîòâåòñòâåííî (p, 1 − p). �àçóìååòñÿ, âåðîÿòíîñòè ÷åðåç n
øàãîâ îêàçàòüñÿ íà äàííîì óäàëåíèè îò ñðåäíåãî ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû ÷åðåç âåðîÿòíîñòè îòêëîíåíèé áåðíóë-

ëèåâñêîé ñ.â. Sn =
∑n

i=1 ηi, ïðè÷åì E(etη) = 1−p+pet = g(t). Â ñèëó íåçàâèñèìîñòè ñëàãàåìûõ E(etSn) = (g(t))n.
Îòñþäà

P{Sn > nε} = P

{

Sn

n
> ε

}

6 inf
t>0

E

[

e
t

(

Sn
n −ε

)

]

= inf
t>0

e
−n

[

t
n ε−ln g

(

t
n

)
]

=

inf
u>0

e−n[εu−ln g(u)] = e
−n sup

u>0
[εu−ln g(u)]

= e−nr(ε)

Â ñòàòèñòè÷åñêîé �èçèêå ÷àñòî ïðåäïî÷èòàþò èíóþ (è íå âïîëíå ñòðîãóþ) �îðìó çàïèñè îöåíêè âåðîÿòíîñòè

óêëîíåíèÿ: P{Sn ≃ nx} ∼ exp (−ns(x)), ïðè ýòîì s(x) íàçûâàþò �óíêöèåé Êðàìåðà.

� Íåðàâåíñòâî Õ¼�äèíãà

Ëåììà 5.10 Äëÿ ñ.â. ξ, òàêîé ÷òî a 6 ξ 6 b è E(ξ) = 0 è ëþáîãî t > 0 âûïîëíåíî E
(

etξ
)

6 exp
[

1
8 t

2(b− a)2
]

Äîêàçàòåëüñòâî Âûïóêëîñòü ýêñïîíåíòû äàåò íåðàâåíñòâî etξ 6
b−ξ
b−ae

ta + ξ−a
b−a e

tb
. Ïðèìåíÿÿ ê îáåèì ÷àñòÿì

íåðàâåíñòâà îïåðàòîð ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ñ ó÷åòîì E(ξ) = 0 èìååì E
(

etξ
)

6 b
b−ae

ta − a
b−ae

tb = eh(
t

b−a )
,

ïðè÷åì �óíêöèþ h ìîæíî âûðàçèòü ÿâíî

h(x) =
a

b− a
x+ ln

[

1 +
a

b − a
(1 − ex)

]

è ïîòîìó â íóëå h′(0) = h(0) = 0 è âäîáàâîê ∀x > 0 h′′(x) 6 1
4 .

�àçëîæåíèå Òåéëîðà ñ îñòàòî÷íûì ÷ëåíîì ïîýòîìó äàåò òðåáóåìîå

h(x) = h(0) + h′(0) · x+
h′′(x̂)x2

2
6
x2

8

÷òî ïðè ïîäñòàíîâêå x = t(b − a) è äàåò E
(

etξ
)

6 exp
[

1
8 t

2(b − a)2
]

Òåîðåìà 5.11 (Íåðàâåíñòâî Õ¼�äèíãà) Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . ξn íåçàâèñèìû, ai 6 ξi 6 bi è
ó íèõ îäèíàêîâîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ξi) = m, òîãäà äëÿ ε > 0 è èõ óñðåäíåíèÿ ξ ïðè ∀t > 0

P
{

|ξ −m| > ε
}

6 2e−ntε
n
∏

i=1

exp

[

t2(bi − ai)
2

8

]

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òàêèõ è âäîáàâîê îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â. ìèíèìóì â ïðàâîé ÷àñòè äîñòèãà-

åòñÿ ïðè t = 4ε
(b−a)2 è ïîòîìó

P
{

|ξ −m| > ε
}

6 2 exp

[

− 2nε2

(b− a)2

]

Ïðèìåíèòåëüíî ê ñõåìå Áåðíóëëè íåðàâåíñòâî Õ¼�äèíãà îçíà÷àåò, ÷òî íàáëþäàåìàÿ â ýêñïåðèìåíòå ÷àñòî-

òà ¾óñïåõîâ¿ ðàñïðåäåëåíà âîêðóã âåðîÿòíîñòè ¾óñïåõà¿ â îäíîì èñïûòàíèè ñ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðûì

óáûâàíèåì ïî n âåðîÿòíîñòåé âîçìîæíûõ îòêëîíåíèé.

Äîêàçàòåëüñòâî Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì m = 0, äàëåå çàïèøåì íåðàâåíñòâî ×åðíîâà äëÿ t > 0,
ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî íåçàâèñèìîñòè:

P
{

ξ > ε
}

= P

{

∑

i

ξi > nε

}

6 e−ntεE

[

exp
(

t
∑

i

ξi

)

]

= e−ntε
∏

i

E
(

etξi
)

Ïî Ëåììå 5.10 E
(

etξi
)

6 exp
[

1
8 t

2(bi − ai)
2
]

, òåïåðü, èñïîëüçóÿ P
{

|ξ| > ε
}

= P
{

ξ > ε
}

+ P
{

−ξ > ε
}

, ïîëó÷àåì

òðåáóåìîå.
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5.6 △ Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë â �îðìå ×åáûø¼âà

Òåîðåìà 5.12 Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ1, ξ2, . . . ξn íåçàâèñèìû è èõ äèñïåðñèè ìåíüøå íåêîòîðîé êîíñòàí-

òû C. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëîæèòåëüíîãî ε ïðè óâåëè÷åíèè n→ ∞ âåðîÿòíîñòü

P

(

∣

∣

∣

ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn
n

− E(ξ1) + E(ξ2) + . . .+ E(ξn)

n

∣

∣

∣
> ε

)

ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïî íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî D ((ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn)/n) → 0. Íî ïî-
ñêîëüêó â äàííîì ñëó÷àå äèñïåðñèÿ ñóììû ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé èìååì:

D

(

ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn
n

)

=
1

n2
D (ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn) =

1

n2

∑

i

D(ξi) 6
nC

n2
→ 0

Äàëåå ìû óâèäèì, ÷òî ýòà (äîâîëüíî àáñòðàêòíàÿ) �îðìóëèðîâêà â ïðèìåíåíèè ê ñõåìå Áåðíóëëè íåçàâèñèìûõ

ïîâòîðåíèé îïûòà ñ äâóìÿ èñõîäàìè ñîîòâåòñòâóåò ïðåäñòàâëåíèþ î òîì, ÷òî ÷àñòîòà ¾óñïåõîâ¿ ñòðåìèòñÿ ê

âåðîÿòíîñòè ¾óñïåõà¿ â îäíîì èñïûòàíèè. Ýòî òîò ñëó÷àé ïîëüçû òåîðèè, êîãäà ïðÿìîå äîêàçàòåëüñòâî ïðè-

êëàäíîãî ðåçóëüòàòà (ïðî ¾óñïåõè¿ â ïîâòîðåíèÿõ) äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêî è çàïóòàíî, à îáùàÿ òåîðåìà êîðîòêàÿ

è ïðÿìàÿ. Íàøå äîêàçàòåëüñòâî âçÿòî èç êíèãè Â.Òóòóáàëèí �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ.

Îñíîâû ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è ïðèêëàäíûå àñïåêòû�, �ëàâà 1, �6, ðàçäåëû 6.3, 6.4

5.7 △ Òåõíè÷åñêîå: èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé

Äëÿ ïðèíèìàþùåé òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η âîçìîæíî

îïðåäåëèòü ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèèþ Qη(z) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η 16

Qη(z) = P (η = 0) + P (η = 1)z + . . .+ P (η = k)zk + . . .

Èç àíàëèçà èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ñòåïåííîé ðÿä çàâåäîìî ñõîäèòñÿ ïðè |z| 6 1 ïîñêîëüêó ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé
P (η = k) ðàâíà 1. Îñíîâíàÿ èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè çíà÷åíèÿ

åå ïðîèçâîäíîé:

Q′
η(z) = P (η = 1) + 2 · P (η = 2)z + . . .+ k · P (η = k)zk−1 + . . . (1)

Q′
η(1) = 0 · P (η = 0) + 1 · P (η = 1) + 2 · P (η = 2) + . . .+ k · P (η = k) + . . . = E(η) (2)

Ïî÷ëåííûì äè��åðåíöèèðîâàíèåì ðÿäà ïîëó÷àþòñÿ è äðóãèå ïîëåçíûå �îðìóëû. Íàïðèìåð, äâàæäû ïðî-

äè��åðåíöèèðîâàâ ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ïîëó÷èì ðÿä

∑

k(k − 1)P (η = k)zk−2
, ïîñëå ïîäñòàíîâêè z = 1

èìååì �îðìóëó E (η(η − 1)) = Q′′
η(1) = E(η2) − E(η). Åñëè ê ýòîìó âûðàæåíèþ äîáàâèòü E(η) − (E(η))

2
, òî

âîçíèêíåò �îðìóëà, âûðàæàþùàÿ äèñïåðñèþ ÷åðåç ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ

D(η) =
0
mk(η) = Q′′

η(1) +Q′
η(1)−

(

Q′
η(1)

)2

Ïóñòü ξ è η íåîòðèöàòåëüíûå íåçàâèñèìûå öåëî÷èñëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ñ ðàñïðåäåëåíèÿìè âåðîÿò-

íîñòåé P (ξ = j) = aj è P (η = k) = bk. Ñîáûòèå (ξ = j, η = k) â ñèëó íåçàâèñèìîñòè èìååò âåðîÿòíîñòü ajbk.
Ñóììà ξ + η åñòü íîâàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, è ñîáûòèå ξ + η = m åñòü îáúåäèíåíèå íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

âèäà (ξ = j, η = m − j) è ïîýòîìó ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòü ñóììû ñîáûòèé ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé

a0bm + a1bm−1 + . . .+ amb0. Ïðè ïåðåìíîæåíèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ, îïðåäåëÿþùèõ ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè
äëÿ ξ è η, ïîëó÷àåòñÿ òî æå ñàìîå âûðàæåíèå. Ïîýòîìó äëÿ íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ
è η ñ íåîòðèöàòåëüíûìè çíà÷åíèÿìè Qξ+η(z) = Qξ(z)Qη(z)

Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèèè óäîáíû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí ñïåöèàëüíîãî âèäà è äëÿ âûâîäà �îðìóë ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ

äèñêðåòíûõ ñ.â. ñïåöèàëüíîãî âèäà êîå-÷òî èçâåñòíî è î çàêîíå ðàñïðåäåëåíèÿ ñóììû áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâè-

ñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ýòîãî æå âèäà: íàäî ïåðåìíîæèòü ñîîòâåòñòâóþùèå ïðîèçâîäÿùèå �óíêöèè è ýòî

ïðîèçâåäåíèå äàñò ïðîèçâîäÿùóþ �óíêöèþ ñóììû. �àçëîæåíèå åå â ðÿä Ìàêëîðåíà îïðåäåèò ñîîòâåòñòâóþùèå

âåðîÿòíîñòè â äèñêðåòíîì ðàñïðåäåëåíèè.

16

âûáîð îáîçíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé z íå ñëó÷àåí: â áóäóùåì áóäåò îáúÿñíåíà âîçìîæíàÿ ðîëü êîìïëåêñíûõ ÷èñåë â ýòîé êîíñòðóêöèè
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Cóììû ñëó÷àéíîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ïóñòü íà Ω çàäàíà i.i.d ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn} (òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ è îäèíàêîâî ðàñïðå-
äåëåííûõ) ïðèíèìàþùèõ òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ó âñåõ, òåì

ñàìûì, îäèíàêîâàÿ ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ Qξ(z). Ïóñòü êðîìå òîãî íà Ω çàäàíà åùå íåçàâèñèìàÿ îò {ξn} è

òîæå ïðèíèìàþùàÿ òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà η, åå ïðîèçâîäÿ-
ùóþ �óíêöèþ îáîçíà÷èì Qη(z). Òîãäà ìîæíî ðàññìîòðåòü ñ.â. β, êîòîðàÿ íà ëþáîì èñõîäå ω ∈ Ω ïðèíèìàåò

çíà÷åíèå ðàâíîå ñóììå

β(ω) = ξ0(ω) + . . .+ ξη(ω)(ω)

÷èñëî ñëàãàåìûõ îïðåäåëåíî çíà÷åíèåì η(ω). Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïî �îðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

P (β = n) =
∞
∑

k=0

P (η = k)P (ξ0 + . . .+ ξk = n)

×òîáû íàéòè âåðîÿòíîñòü P (ξ0 + . . .+ ξk = n) äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü (Qξ(z))
k
â ðÿä è âçÿòü êîý��èöèåíò ïðè

zn. Òàêèì îáðàçîì, ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ Qβ(z) îòâå÷àåò âûðàæåíèþ

Qβ(z) =

∞
∑

k=0

P (η = k)(Qξ(z))
k = Qη (Qξ(z))

òî åñòü êîìïîçèöèè ïðîèçâîäÿùèõ �óíêöèé. Ïðèìåð: åñëè âåëè÷èíû ξk i.i.d èíäèêàòîðû ñ âåðîÿòíîñòÿìè p è
q = 1− p, òîãäà Qξ(z) = q + pz è, çíà÷èò, Qβ(z) = Qη(q + pz)

6 Äîïîëíåíèå î ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòÿõ: ðàâíîìåðíûå ðàñïðå-

äåëåíèÿ â áîëüøèõ ðàçìåðíîñòÿõ

�àíåå íà óïðàæíåíèÿõ âû óæå ñòàëêèâàëèñü ñ íåäèñêðåòíûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ìîäåëÿìè âåðîÿòíîñòíûõ ïðî-

ñòðàíñòâ, êîãäà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà èíòåðïðåòèðîâàëàñü êàê ãåîìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà: äëèíà, ïëîùàäü,

îáúåì. Íî åñòü ñïåöè�èêà ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ âûñîêèõ ðàçìåðíîñòåé: ïðîÿâëÿþòñÿ íåîæèäàííûå ñâÿçè

ìåæäó âåðîÿòíîñòíûìè è ìåòðè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ïðè÷åì îíè ÷àñòî ïðîòèâîðå÷àò èíòóèöèè, îñíîâàííîé íà

îïûòå ðàáîòû ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè îáúåêòàìè ìàëîé ðàçìåðíîñòè.

Íà÷íåì ñ òðèâèàëüíîãî ïðèìåðà: åñëè â n-ìåðíîì åäèíè÷íîì êóáå óìåíüøèòü êàæäîå ðåáðî äî (1 − ε),
0 < ε ≪ 1, òî ïðè n → ∞ åãî (ãèïåð)îáúåì áóäåò (1 − ε)n → 0. Àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ

ìíîãîìåðíîãî øàðà � ÷òî â îáùåì ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ñâîéñòâî ìíîãîìåðíûõ îáúåìîâ êîíöåíòðèðîâàòüñÿ

âáëèçè ãðàíèö îáëàñòåé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå òî÷êè âåðîÿòíîñòü ïîëó÷èòü áëèçêóþ ê ãðàíèöå

òî÷êó áîëüøå.

Ýòî íàáëþäåíèå äîñòàòî÷íî âàæíî äëÿ ïîíèìàíèÿ íåêîòîðûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåì èç ìíîãèõ ¾ðàâ-

íîïðàâíûõ¿ îáúåêòîâ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáëàñòü çíàíèÿ îáû÷íî èìåíóåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ìåõàíèêîé, â ñðåä-

íåé øêîëå ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû èçëàãàþò íà ïðèìåðå êèíåòè÷åñêîé òåîðèè èäåàëüíîãî ãàçà, è ãîâîðÿò

î ñòàöèîíàðíûõ ñîñòîÿíèÿõ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì ñîõðàíÿòü âî âðåìåíè ìàêðîñêîïè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

ãàçà (âðîäå òåìïåðàòóðû, ýíòðîïèè èëè äàâëåíèÿ). Ñòàöèîíàðíûå ñîñòîÿíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïðèìåðîì ïðîÿâëåíèÿ

èìåííî ñâîéñòâà êîíöåíòðàöèè, òî åñòü ¾ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîñòîÿíñòâà¿ çíà÷åíèé ìàêðîñêîïè÷åñêîé õàðàêòåðè-

ñòèêè, êîòîðàÿ äîñòàòî÷íî ñèììåòðè÷íà ïî îòíîøåíèþ ê âõîäÿùèì â íåå ïåðåìåííûì è ïîòîìó ïðàêòè÷åñêè

íåèçìåííà âî âðåìåíè.

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåì ñâîéñòâà ðàâíîìåðíûõ ðàñïðåäåëåíèé íà íåñëîæíûõ ìíîãîìåðíûõ îáúåê-

òàõ; ñâîéñòâî êîíöåíòðàöèè �îðìóëèðóåì â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòåé ïîïàäàíèÿ â ïîäîáëàñòè ãåîìåòðè÷åñêèõ

îáúåêòîâ.

6.1 � Êîíöåíòðàöèÿ äëÿ ìíîãîìåðíîãî êóáà

Ïîñìîòðèì, ÷òî äàåò íåðàâåíñòâî Õ¼�äèíãà â ïðèìåíåíèè ê n íåçàâèñèìûì ðàâíîìåðíûì íà [− 1
2 ,

1
2 ] ñëó÷àéíûì

âåëè÷èíàì, êîòîðûå ìîæíî ñ÷èòàòü êîîðäèíàòíûìè �óíêöèÿìè äëÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ â n-ìåðíîì
êóáå ñ ðåáðîì åäèíèöà:

P
{∣

∣

∣

n
∑

k=1

ξk ·
1√
n

∣

∣

∣ > r
√
n
}

= P
{∣

∣

∣

n
∑

k=1

ξk
n

∣

∣

∣ > r
}

6 2e−2nr2
(3)
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Èíûìè ñëîâàìè, îðòîãîíàëüíàÿ ïðîåêöèÿ ìíîãîìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû íà ãëàâíóþ äèàãîíàëü (ñ åäè-

íè÷íûì íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì

(

1√
n
, 1√

n
, . . . 1√

n

)

) êóáà çàäà¼ò íà ýòîé ãëàâíîé äèàãîíàëè âåðîÿòíîñòíóþ ìå-

ðó, ñ î÷åíü áûñòðî óáûâàþùåé ïëîòíîñòüþ ïðè îòíîñèòåëüíîì óäàëåíèè r îò íà÷àëà êîîðäèíàò (íàïîìíèì, ÷òî
äëèíà ýòîé äèàãîíàëè

√
n), à, çíà÷èò, âñÿ ýòà ðàâíîìåðíàÿ â îáúåìå êóáà ìåðà â ãåîìåòðè÷åñêîì ñìûñëå ñîñðå-

äîòî÷åíà âáëèçè ãèïåðïëîñêîñòè, îðòîãîíàëüíîé ãëàâíîé äèàãîíàëè êóáà è ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò.

Òàê, åñëè, âçÿòü òî÷êó èç ðàâíîìåðíîãî â êóáå ðàñïðåäåëåíèÿ, òî âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü åå íå âáëèçè ýòîé

ïëîñêîñòè êðàéíå ìàëà.

�àçóìååòñÿ,âñå ýòè ðàññóæäåíèÿ (â ñèëó ñèììåòðèè) ìîæíî ñîîòíåñòè ñ äðóãèìè äèàãîíàëÿìè (ñ íàïðàâëÿ-

þùèìè âåêòîðàìè âèäà

(

± 1√
n
,± 1√

n
, . . . 1√

n

)

).

6.2 � Êîíöåíòðàöèÿ íà ñ�åðå

Êîîðäèíàòíûå �óíêöèè â ìíîãîìåðíîì øàðå íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, ïîýòîìó ðàññóæäåíèå èç ïðåäûäóùåãî

ðàçäåëà íàïðÿìóþ ïðèìåíèòü íå ïîëó÷èòñÿ. Íåñêîëüêî áîëåå ñëîæíàÿ êîíñòðóêöèÿ, òåì íå ìåíåå, äàåò ñõîäíûé

ðåçóëüòàò î êîíöåíòðàöèè ïðîåêöèé òî÷åê ñ�åðû ( è, çíà÷èò, òî÷åê øàðà) íà ðàäèóñ.

Â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn
ðàññìîòðèì ãèïåðñ�åðó Sn−1(r) ðàäèóñà r ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò.

Ââåäåì â Rn
ñ�åðè÷åñêèå êîîðäèíàòû, îòñ÷èòûâàÿ óãîë ψ îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ ïåðâîé êîîðäèíàòíîé

îñè, êîòîðóþ ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê îñü x. Çíà÷èò, x = r cosψ,

dx = −r sin θdψ sinψ =

√
r2 − x2

r
=

√

1− x2

r2

Åñëè îáîçíà÷èòü ïëîùàäü n− 2-ìåðíîé ñ�åðû ðàäèóñà ρ ÷åðåç σn−2(ρ), σn−2(1) = σn−2, òî ïëîùàäü ýëåìåíòàð-

íîãî ñ�åðè÷åñêîãî ñëîÿ, îòâå÷àþùåãî ïðîìåæóòêó óãëîâ (θ, ψ + dψ) äàåòñÿ �îðìóëîé

σn−2(r sinψ) · rdψ = σn−2 · rn−1 sinn−2 ψdψ = σn−2r
n−2 sinn−3 ψ r sinψdψ = −σn−2r

n−2

[

1− x2

r2

]

n−3
2

dx

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü (ãèïåð)ïëîùàäü ¾ñ�åðè÷åñêîé øàïî÷êè¿ (îíà æå ¾êðóã íà ñ�åðå¿) � ïîäìíîæåñòâà

òî÷åê íà ñ�åðå, îòâå÷àþùèõ 0 6 ψ 6 ε 6 π
2 . Ïî ñîîáðàæåíèÿì ïðîñòîòû ïîñëåäóþùèõ âûêëàäîê óäîáíî ñäåëàòü

çàìåíó ïåðåìåííîé óãëà: θ = π
2 −ψ, òàê ÷òî (ãèïåð)ïëîùàäü ñ�åðè÷åñêîé øàïî÷êè , ïðîåêòèðóþùåéñÿ íà ðàäèóñ

áóäåò

σn−2r
n−2

π
2
∫

ε

cosn−2 θdθ

à äîëÿ îò (ãèïåð)ïëîùàäè âñåé ñ�åðû â ýòîé øàïî÷êå (òî åñòü âåðîÿòíîñòü ìíîæåñòâà â ïðîåêöèè íà îñü !)

ñîîòâåòñòâåííî ðàâíà îòíîøåíèþ

P ([a, b]) =

π
2
∫

ε

cosn−2 θdθ

2

π
2
∫

0

cosn−2 θdθ

(4)

Äëÿ êðàòêîñòè îáîçíà÷èì ïîêà ÷òî çíàìåíàòåëü ïîñëåäíåãî âûðàæåíèÿ ÷åðåç In−2, òåì ñàìûì ðå÷ü èäåò î

âû÷èñëåíèÿõ ïðè m≫ 1 èíòåãðàëîâ âèäà
π/2
∫

ε

cosm θdθ.

Íàì åùå ïîíàäîáèòñÿ ïðè 0 6 t 6 π/2 íåðàâåíñòâî cos t 6 e−t2/2
, åãî äîêàçàòåëüñòâî ïðîñòîå: ïðè 0 6 t 6 π/2

äëÿ èç ðÿäà Ìàêëîðåíà äëÿ tg t î÷åâèäíî, ÷òî t 6 tg t = sin t
cos t , ïîýòîìó ïðîèçâîäíàÿ íà óêàçàííîì èíòåðâàëå

îòíîøåíèÿ äâóõ (ðàâíûõ äðóã äðóãó â îáùåì ìàêñèìóìå t = 0) ïîëîæèòåëüíûõ �óíêöèé cos t
e−t2/2

ïðè t > 0 ñòðîãî
îòðèöàòåëüíà:

t cos t− sin t

e−t2/2
= cos t · t− tg t

e−t2/2
< 0

29



Äëÿ óêàçàííîãî èíòåãðàëà èìååì:

∫ π
2

ε

cosm(θ)dθ =
1√
m

∫ π
2

√
m

ε
√
m

cosm(s/
√
m)ds

6
1√
m

∫ π
2

√
m

ε
√
m

e−s2/2ds 6
1√
m

· e−ε2m/2

∫ (π
2 −ε)

√
m

0

e−s2/2ds

6
1√
m

· e−ε2m/2

√

π

2
=

√

π

2m
· e−ε2m/2

Òåì ñàìûì âåðîÿòíîñòü P (x > ε) ïîïàñòü â ïðîåêöèþ øàïî÷êè ñ�åðû Sn−1
íà îñü íå ïðåâîñõîäèò áûñòðî

óáûâàþùóþ ïðè n→ ∞ �óíêöèþ

1√
n− 2In−2

·
√

π

8
· e− 1

2 ε
2(n−2)

Ïîïóòíî ýòî æå âû÷èñëåíèå ïðè ε = 0 ïîçâîëÿåò íàïèñàòü (è áåç òîãî óæå íàì èçâåñòíûå ñì. çàäà÷è âûøå)

ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó âåëè÷èíàìè Im. Âî-ïåðâûõ,
√
mIm 6

√

π
2 , êðîìå òîãî,

√
mIm >

√
m− 2Im−2. Ïîýòîìó

√
mIm > min

(

I1,
√
2I2

)

= min
(

1,
π

4

√
2
)

= 1

Äëÿ øàïî÷åê íà ñ�åðå Sn+1
çà ñ÷åò ïåðåèíäåêñàöèè �îðìóëà âûãëÿäèò ÷óòü ïðîùå: âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà

¾ñ�åðè÷åñêîé øàïî÷êè¿ íà ñ�åðå Sn+1
îãðàíè÷åíà ñâåðõó âåëè÷èíîé

√

π
8 e

−n
2 ε2

, òàêæå ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

limn→∞
√
nIn =

√

π
2 .

Â ÷àñòíîñòè âû÷èñëåíèå ïîêàçàëî, ÷òî ïîäàâëÿþùàÿ ÷àñòü ïëîùàäè ìíîãîìåðíîé ñ�åðû ñîñðåäîòî÷åíà â

ìàëîé îêðåñòíîñòè åå (ëþáîãî) ýêâàòîðà. Äàëåå âûáðàííûå íàóãàä äâà åäèíè÷íûõ âåêòîðà â ïðîñòðàíñòâå Rn

áîëüøîé ðàçìåðíîñòè n ñ î÷åíü áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ îêàæóòñÿ ïî÷òè îðòîãîíàëüíûìè (íàïðèìåð, âåðîÿò-

íîñòü òîãî, ÷òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ñêîëü-íèáóäü çàìåòíî îòêëîíèòñÿ îò íóëÿ, áûñòðî óáûâàåò ñ ðîñòîì

âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ). Äåéñòâèòåëüíî, âñå íàïðàâëåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå Rn
ñ÷èòàþòñÿ ðàâíîïðàâíûìè, âåêòî-

ðû ïàðû ñëó÷àéíû è íåçàâèñèìû. Åñëè îäèí èç íèõ âûáðàí, òî íàïðàâëåíèå âòîðîãî ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ

îêàæåòñÿ â îêðåñòíîñòè ýêâàòîðà åäèíè÷íãîé ñ�åðû, ñîïðÿæåííîãî íàïðàâëåíèþ ïåðâîãî âåêòîðà.

7 Îñíîâíûå äèñêðåòíûå ìîäåëè

Â åñòåñòâîçíàíèè èìååòñÿ áàçîâûé íàáîð ïðèìåðîâ äèñêðåòíûõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ è ñâÿçàííûõ ñ íèìè

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Çíà÷åíèå ýòèõ îáùåïðèíÿòûõ ïðèìåðîâ ÷åðåçâû÷àéíî âåëèêî, áåç èõ çíàíèÿ íåâîçìîæíî

íèêàêîå äàëüíåéøåå óãëóáëåíèå â òåîðèþ, ïîñêîëüêó áîëåå ñëîæíûå êîíñòðóêöèè îáû÷íî ïðèíÿòî ñâîäèòü ê

áàçîâûì. Î÷åíü ïîäðîáíî ñâîéñòâà ýòèõ áàçîâûõ ìîäåëåé ðàçîáðàíû â êíèãå Â.Ôåëëåð �Ââåäåíèå â òåîðèþ âåðî-

ÿòíîñòåé è åå ïðèëîæåíèÿ�, òîì 1, ïîèñê íà óêàçàòåëü òåðìèíîâ. Ñõåìà ðàññìîòðåíèÿ âêëþ÷àåò ïðîèçâîäÿùóþ

�óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, î ñâÿçè êîòîðîé ñ ìîìåíòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ íàäî ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ.

7.1 Èíäèêàòîð

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò âñåãî äâà çíà÷åíèÿ:

1{ω|ω∈A} 0 1
q p

Ìîäåëü

�àñïðåäåëåíèå âîçíèêàåò ðàññìîòðåíèè îïûòà ñ äâóìÿ èñõîäàìè (îäíîêðàòíîå áðîñàíèå íåðîâíîé ìîíåòû), êî-

òîðûå ìû íàçîâåì ãåðá è ðåøêà èëè óñïåõ è íåóäà÷à. Ìû óæå èñïîëüçîâàëè ýòó ñ.â. ïðè ÿâíûõ îïèñàíèå

ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ è ñîáûòèé.

Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

ßâíîå âûðàæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè èíäèêàòîðà ñî çíà÷åíèÿìè 0,1: Q(z) = (q + pz).
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Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

Íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëåíèåì óñòàíàâëèâàåì, ÷òî E(η) = p è D(η) = pq

7.2 �àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè (áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå)

Ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó òðàäèöèîííî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü Sn, ãäå n > 0 öåëî÷èñëåííûé ïàðàìåòð.

Sn 0 . . . k . . . n
(

n
0

)

qn . . .

(

n
k

)

pkqn−k
. . .

(

n
n

)

pn

Ìîäåëü

�àñïðåäåëåíèå Áåðíóëëè âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèè n-êðàòíûõ íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé îïûòà ñ äâóìÿ èñõî-
äàìè. Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìîæíî îòîæäåñòâèòü ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè äëèíû n èç äâóõ áóêâ

� è � (ãåðá è ðåøêà). Âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî èñõîäà íàçíà÷àåòñÿ ïî ïðàâèëó íåçàâèñèìîñòè â ìîäåëè ïî-

âòîðåíèÿ. Èç êîìáèíàòîðíûõ �îðìóë ÿñíî, ÷òî âñåãî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 2n, âåðîÿòíîñòü ýëåìåíòàðíîãî
èñõîäà â êîòîðîì â òî÷íîñòè k áóêâ � ðàâíà pkqn−k

, à âñåãî òàêèõ èñõîäîâ, âõîäÿùèõ â ñîáûòèå ¾ ïðîèçîøëî

ðîâíî k óñïåõîâ¿ áóäåò
(

n
k

)

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñîïîñòàâëÿåò êàæäîìó ýëåìåíòàðíîìó èñõîäó ÷èñëî óñïåõîâ â íåì. Ïîíÿòíî, ÷òî òàê

îïðåäåëåííàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Sn ÿâëÿåòñÿ ñóììîé n íåçàâèñèìûõ èíäèêàòîðîâ óñïåõà, òî åñòü Sn =
η1 + η2 + . . .+ ηn

Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

Áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ ñóììîé íåçàâèñèìûõ èíäèêàòîðîâ, ïîýòîìó ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíà (q + pz)n.

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

Âîñïîëüçóåìñÿ ñâîéñòâàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ è äèñïåðñèè, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî E(Sn) = np
(àääèòèâíîñòü ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ), D(Sn) = npq (äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ èíäèêàòîðîâ ðàâíà

ñóììå èõ äèñïåðñèé).

7.3 �åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Ýòî (íå ïóòàòü ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè âåðîÿòíîñòÿìè!) ðàñïðåäåëåíèå öåëî÷èñëåííîé íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé

âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé áåñêîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé :

è

α 0 1 . . . k . . .

p qp . . . qkp . . .

Ìîäåëü

�åîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèå íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ èñ-

õîäàìè äî íàñòóïëåíèÿ ïåðâîãî óñïåõà. Åñëè ðå÷ü èäåò î ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû (óñïåõ � âûïàäåíèÿ ãåðáà), òî

ýëåìåíòàðíûå èñõîäû êîäèðóþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè áóêâ âèäà: �, ��, ���, ����,. . . Âåðîÿòíîñòè ýëåìåí-

òàðíûõ ñîáûòèé âûáèðàþòñÿ ïî ïðàâèëó íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé. Íàäî òîëüêî ïðîâåðèòü, ÷òî ýòî äåéñòâè-

òåëüíî ðàñïðåäåëåíèå, â ñàìîì äåëå:

p+ qp+ q2p+ . . . = p(1 + q + q2 + . . .) =
p

1− q
= 1
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Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà α ïðèíèìàåò íà èñõîäå ������. . . �� (k ðåøåê ïîäðÿä) çíà÷åíèå ðàâíîå k, ñ÷èòàÿ òåì

ñàìûì âðåìÿ (â ïîâòîðåíèÿõ) äî ïåðâîãî óñïåõà.

Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

p+ qpz + q2pz2 + . . . = p(1 + qz + (qz)2 + . . .) =
p

1− qz

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

Ïî �îðìóëå E(α) = Q′
ξ(1) =

q
p

� Íàéäèòå ñàìîñòîÿòåëüíî äèñïåðñèþ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

7.4 �àñïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ

Ýòî ðàñïðåäåëåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïðåäûäóùåãî è îïðåäåëåíî äëÿ íàòóðàëüíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà r:

β 0 1 . . . k . . .

pr
(

r
1

)

qpr . . .

(

r+k−1
k

)

qkpr . . .

Ïðîâåðêà ñâîéñòâ è çàîäíî îáîáùåííàÿ �îðìóëà Áèíîìà Íüþòîíà

Äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàñêàëÿ ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ òàêæå íàçâàíèå ¾îòðèöàòåëüíîå áèíîìèàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå¿,

åãî ïðîèñõîæäåíèå îáúÿñíÿåòñÿ òàê:

(

x

k

)

=
x(x − 1)(x− 2) . . . (x− k + 1)

k!
=⇒ ∀r > 0

(−r
k

)

= (−1)k
(

r + k − 1

k

)

Ñëåäîâàòåëüíî âåðîÿòíîñòè ìîæíî çàïèñàòü â èíîì, áîëåå óäîáíîì äëÿ çàïîìèíàíèÿ, âèäå:

β 0 1 . . . k . . .

pr
(−r

1

)

(−q)pr . . .

(−r
k

)

(−q)kpr . . .

Îáùåèçâåñòíà êàíîíè÷åñêàÿ �îðìóëà Áèíîìà Íüþòîíà, êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ ðàñêðûòèåì ñêîáîê è èñïîëü-

çîâàíèåì ÷èñëà ñî÷åòàíèé äëÿ ïîäñ÷åòà ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü ïðè ïðèâåäåíèè ïîäîáíûõ ÷ëåíîâ äàííóþ ñòåïåíü.

Â ÷àñòíîñòè:

(1− q)r =

r
∑

k=0

(

r

k

)

(−q)k

�àññìîòðèì òåïåðü ñòåïåííîé ðÿä 1 + q + q2 + . . . = 1/(1 − q) è ïðîäè��åðåíöèèðóåì åãî ïî÷ëåííî r ðàç, â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ ðÿä

(−1)rr!

(1− q)r+1
= r! +

(r + 1)!

1!
q +

(r + 2)!

2!
q2 + . . . = r!

∞
∑

k=0

(

r + k

k

)

qk

(−1)r−1p−r =
(−1)r−1

(1 − q)r
= (−1)r−1

∞
∑

k=0

(

r + k − 1

k

)

qk = (−1)r−1
∞
∑

k=0

(−1)k
(−r
k

)

(−1)k(−q)k

(1− q)−r =

∞
∑

k=0

(−r
k

)

(−q)k

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � ýòî îáîáùåíèå Áèíîìà Íüþòîíà äëÿ îòðèöàòåëüíûõ ñòåïåíåé, à ïðåäïîñëåäíÿÿ îáúÿñíÿåò,

ïî÷åìó ñóììà âñåõ âåðîÿòíîñòåé â ðàñïðåäåëåíèè Ïàñêàëÿ äåéñòâèòåëüíî ðàâíà 1.
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Ìîäåëü

�àñïðåäåëåíèå Ïàñêàëÿ âîçíèêàåò ïðè ðàññìîòðåíèå íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ èñõîäàìè

äî íàñòóïëåíèÿ r-ãî óñïåõà. Åñëè ðå÷ü èäåò î ïîäáðàñûâàíèè ìîíåòû (óñïåõ � âûïàäåíèÿ ãåðáà), òî ýëåìåíòàðíûå

èñõîäû êîäèðóþòñÿ çàêàí÷èâàþùèìèñÿ áóêâîé � ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè âèäà: ���������. . . ��, îáùåå ÷èñëî

áóêâ � â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàâíî r. Âåðîÿòíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé âûáèðàþòñÿ ïî ïðàâèëó íåçàâèñèìûõ
ïîâòîðåíèé. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî âñåãî òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �èêñèðîâàííîé äëèíû r + k ñóùåñòâóåò

â òî÷íîñòè

(

r+k−1
r−1

)

=
(

r+k−1
k

)

.

Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà

Êàê è äëÿ ãåîìåòðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íà èñõîäå, êîäèðóåìîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ

äëèíû r + k ïðèíèìàåò çíà÷åíèå r + k − 1, ïîêàçûâàÿ òåì ñàìûì ÷èñëî íåóäà÷, ïðåäøåñòâîâàâøèõ ïåðâîìó

óñïåõó. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòè íåóäà÷è ðàñïîëàãàëèñü ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíûìè óñïåõàìè � ïóñòü α1 � ÷èñëî

íåóäà÷ äî ïåðâîãî óñïåõà, α2 � ÷èñëî íåóäà÷ îò ïåðâîãî óñïåõà äî âòîðîãî è òàê äàëåå. Ìû âèäèì, ÷òî β =
α1 +α2 + . . .+αr. Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû αi âçàèìíî íåçàâèñèìû è êàæäàÿ èç íèõ

èìååò ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

Ñîãëàñíî ñâîéñòâó ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè äëÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ

ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàñêàëÿ ñîâïàäàåò ñ

(

p

1− qz

)r

Îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè

Ïðåäñòàâëåíèå β =
∑

αk ñðàçó äàåò îòâåò äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïàñêàëÿ: E(ξ) = rq/p.
Äèñïåðñèÿ ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàâíà ñóììå äèñïåðñèé ñëàãàåìûõ, âûðàçèòå åå â ÿâíîì âèäå

ñàìîñòîÿòåëüíî.

7.5 Ôîðìóëà Ïóàññîíà

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé ïåðåõîäà ê ïðåäåëó â áèíîìèàëüíîì ðàñïðåäåëåíèè ïðè îäíîâðåìåííîì óâåëè÷åíèè

n→ ∞ è óìåíüøåíèè p(n): p(n) = λ/n+ o(1/n). Â ýòîì ñëó÷àå P (S(n) = m) → λm

m! exp(−λ). Äåéñòâèòåëüíî:

P (S(n) = m) =

(

n

m

)

pm(n) (1− p(n))
n−m

=
n(n− 1) . . . (n−m+ 1)

m!

(

λ

n
+ o(1/n)

)m(

1− λ

n
− o(1/n)

)n−m

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî (λ/n+ o(1/n))
m

= (λ/n)
m
+ o(1/nm) è äàëåå

lim
n→∞

n . . . (n−m+ 1) (λ/n)m = λm à òàêæå lim
n→∞

(

1− λ

n
− o(1/n)

)n−m

= e−λ(âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë)

Ýòî âû÷èñëåíèå âçÿòî èç êíèãè Â.Òóòóáàëèí �Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Îñíîâû ìàòåìàòè÷å-

ñêîãî àïïàðàòà è ïðèêëàäíûå àñïåêòû�, �ëàâà 1, ðàçäåë 4.3, â êîòîðîì ñòîèò ïîñìîòðåòü ëþáîïûòíûå ïðèìåðû

èíòåðïðåòàöèé �îðìóëû Ïóàññîíà íà ïðàêòèêå.

7.6 �àñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà,åãî ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ è õàðàêòåðèñòèêè

Ýòî äèñêðåòíîå íåîòðèöàòåëüíîå öåëî÷èñëåííîå ðàñïðåäåëåíèå, ïðèíèìàþùåå çíà÷åíèÿ k ñ âåðîÿòíîñòüþ λk

k! e
−λ
.

γ 0 . . . k . . .

e−λ
. . .

λk

k! e
−λ

. . .

Âñïîìèíàÿ ðàçëîæåíèå ýêñïîíåíòû â ðÿä íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðîèçâîäÿùàÿ �óíêöèÿ ïóàññîíîâñêîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì λ ðàâíà exp(λ(z − 1)) (ïðîâåðèòü!). Çàìåòèì, ÷òî èç ýòîãî âûòåêàåò, ÷òî ñóììà äâóõ
íåçàâèñèìûõ ïóàññîíîâñêèõ âåëè÷èí ñ ïàðàìåòðàìè λ è µ áóäåò îïÿòü ïóàññîíîâñêîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé óæå
ñ ïàðàìåòðîì λ+µ. Çíàÿ ÿâíûé âèä ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå
ïóàññîíîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíî åãî äèñïåðñèè è ðàâíî λ.
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Ïðàêòè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

Òèïè÷íîå ïðèìåíåíèå � îöåíêà âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ íåñêîëüêèõ ìàëîâåðîÿòíûõ ñîáûòèé. Íàïðèìåð,

èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü äå�åêòà ó òèïîâîé äåòàëè ðàâíà p ≪ 1, òîãäà âåðîÿòíîñòü îáíàðóæèòü â ïàðòèè

èç m äåòàëåé ìåíåå k äå�åêòíûõ îöåíèâàåòñÿ èç �îðìóëû p0 + p1 + . . . + pk−1, ãäå pi =
(mp)j

j! e−mp
. Ïðè ýòîì

èñïîëüçóåòñÿ ñîîáðàæåíèå, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà äå�åêòíûõ äåòàëåé â ïàðòèè èç m äåòàëåé

ðàâíî mp � ñîîòâåòñòâóþùåìó ïàðàìåòðó ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà, ñîâïàäàþùåìó êàê óêàçàíî âûøå ñ åãî

ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì..

Äðóãîé ïðèìåð: íàì ñîîáùàþò, ÷òî âåðîÿòíîñòü íåèñïðàâíîñòè ñàìîëåòà ðàâíà 10−6
çà îäèí ÷àñ ïîëåòà, òî

â ïðèíöèïå ÿñíî ÷òî òàêîå ÷èñëî ìîãëî âîçíèêíóòü êàê ÷àñòíîå p = nT /T îò äåëåíèÿ îáùåãî ÷èñëà çà�èê-

ñèðîâàííûõ íåèñïðàâíîñòåé nT íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ëåòíûõ ÷àñîâ T . Òîãäà, ïîñêîëüêó äîñòàâøèéñÿ íàì

ïàðàìåòð µ = 10−6
âåñüìà ìàë è îòíîñèòñÿ ê ñõåìå ¾ïîâòîðåíèé îïûòà êàæäûé ÷àñ¿ ðàçóìíî ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ

íàáëþäåíèé çà âðåìÿ t ≪ T ÷àñîâ èìååò ìåñòî ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà ñ ïàðàìåòðîì λ = µt, òàê ÷òî ìîæíî

îöåíèâàòü âåðîÿòíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ, ñêàæåì, áîëåå òðåõ íåèñïðàâíîñòåé çà âðåìÿ t (÷òî ìîæåò ñëóæèòü îñ-

íîâîé äëÿ ÷ðåçâû÷àéíîé ñèòóàöèè). Âàæíûì ïðèëîæåíèåì òàêæå ÿâëÿåòñÿ ó÷åò âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî çà âðåìÿ

t ≪ T ÷àñîâ íå âîçíèêíåò íè îäíîé íåèñïðàâíîñòè, ýòî, åñòåñòâåííî, âû÷èñëÿåòñÿ ïî �îðìóëå e−µt
, ÷òî îáû÷-

íî ïîíèìàåòñÿ êàê âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âðåìÿ îæèäàíèÿ íåèñïðàâíîñòè ïðåâîñõîäèò t. Òàêàÿ ìîäåëü äëÿ

ïîÿâëåíèÿ ðåäêèõ ñîáûòèé âî âðåìåíè èìååò íàèìåíîâàíèå ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ñîáûòèé ñ ïàðàìåòðîì µ.

7.7 △ Ñõåìà Áåðíóëëè è òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

�àññìàòðèâàåòñÿ ñõåìà n íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ èñõîäàìè, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùåå

äèñêðåòíîå âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî Ω,A, P ), ñ ýëåìåíòàìè ω = (a1, a2, . . . an), ãäå êàæäîå ai = 0, 1 â çàâè-

ñèìîñòè îò èñõîäà i-ãî ýêñïåðèìåíòà, ïðèìåì, ÷òî âåðîÿòíîñòü 1 ðàâíà p, âåðîÿòíîñòü 0 ðàâíà q = 1 − p, âåðî-
ÿòíîñòü P (ω) = p

∑

aiqn−
∑

ai
Ýòó æå êîíñòðóêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü êàê íàáîð èç n i.i.d ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí-

èíäèêàòîðîâ ξi = 1{ξi>0}. ßñíî, ÷òî ÷àñòè÷íûå ñóììû Sm = ξ1 + . . .+ ξm äàþò íàáîð çàâèñèìûõ è ïî-ðàçíîìó

ðàñïðåäåëåííûõ ñ.â.

Sm 0 . . . k . . . m
(

m
0

)

qm . . .

(

m
k

)

pkqm−k
. . .

(

m
m

)

pm
ïðè÷åì E

(

Sk

k

)

= p. Ïîñëåäíèå äðîáè

óìåñòíî íàçûâàòü ÷àñòîòàìè â ñåðèè ïîâòîðåíèé Áåðíóëëè, ðàçóìååòñÿ ÷àñòîòà � òàêæå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷è-

íà. Íå ïðèõîäèòñÿ ðàññ÷èòûâàòü íà òî, ÷òî ñ óâåëè÷åíèåì n âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ ÷àñòîò îò ïàðàìåòðà p (îò
âåðîÿòíîñòè ¾óñïåõà¿ ïðè êàæäîì èñïûòàíèè) áóäóò óìåíüøàòüñÿ, íàïðèìåð:

P

(

Sn

n
= 1

)

= P (ξ1 = 1)P (ξ2 = 1) . . . P (ξn = 1) = pn

Îäíàêî ìîæíî çà�èêñèðîâàòü âåëè÷èíó ε, õàðàêòåðèçóþùóþ îòêëîíåíèå, è îöåíèòü çàâèñèìîñòü (îò n)
âåðîÿòíîñòè P

(

|Sn

n − p| > ε
)

òîãî, ÷òî îòêëîíåíèå áóäåò íå ìåíüøå ε, Êàê ïîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà

P

(

|Sn

n
− p| > ε

)

6
D
(

Sn

n

)

ε2
=

pq

nε2
=

const

n

óêàçàííàÿ âåðîÿòíîñòü äåéñòâèòåëüíî ìàëà.

Õîòåëîñü áû ïî-ïðîñòîìó ñêàçàòü, ÷òî ïðåäåë ýòîé âåðîÿòíîñòè ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ñ âîçðàñòàíèåì n, íî ïîêà
÷òî ó íàñ íåò òàêîãî îáúåêòà, â êîòîðîì áû ðàññìàòðèâàëàñü áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîâòîðåíèé: âî

âñÿêîì ñëó÷àå ïîêà íåïîíÿòíî, êàê ìîæíî âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè íà ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïîâòî-

ðåíèé.

△ Âåðñèÿ Çàêîíà Áîëüøèõ ×èñåë äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè

Ñòðîãàÿ �îðìóëèðîâêà ðåçóëüòàòà, èçâåñòíîãî êàê Çàêîí Áîëüøèõ ×èñåë Áåðíóëëè ïîêà ÷òî âûãëÿäèò òàê:

Ïóñòü Ω[n],A[n], P [n]
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñõåì Áåðíóëëè òàêèõ êàê âûøå:

Ω[n] =
{

ω[n] : (a
[n]
1 , a

[n]
2 , . . . a[n]n )

}

, a
[n]
i = 0, 1

P [n]
(

ω[n]
)

= p
∑

a
[n]
i qn−

∑

a
[n]
i

S
[n]
k (ω[n]) = ξ

[n]
1 (ω[n]) + . . .+ ξ

[n]
k (ω[n])
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Òîãäà

P [n]
(

ω[n] :

∣

∣

∣

∣

∣

S
[n]
n (ω[n])

n
− p

∣

∣

∣

∣

∣

> ε
)

−→
n→∞

0

×óòü ïîçæå â ðàçäåëå 9.6 ìû ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìóþ êîíñòðóêöèþ �àäåìàõåðà äëÿ ïîñòðîåíèÿ âåðî-

ÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà ïîâòîðåíèé è �îðìóëèðîâêà ÇÁ× óïðîñòèòñÿ, à ïîêà ÷òî óêàæåì,

÷òî èäåÿ è òðóäíîñòü �èêâåíòèñòñêîãî ïîäõîäà ê òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìîæåò áûòü ïîíÿòà íà ýòîì ïðèìåðå. À

èìåííî, â îñíîâå òåîðèè ëåæèò ðàññìîòðåíèå áåñêîíå÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, êîíå÷íûå �ðàãìåíòû êîòîðûõ

ïîä÷èíåíû íåðàâåíñòâàì óêàçàííîãî âèäà. Ôðèêâåíòèñòû ãîâîðÿò, ÷òî ïî êîíêðåòíîé òàêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòè ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå øàíñà ¾óñïåõà¿ â îäíîì ýêñïåðèìåíòå, ÷èñëåííî ýòîò øàíñ îòâå÷àåò âåëè÷èíå p.
Íåðàâåíñòâî òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ èñõîäíûì ïóíêòîì äëÿ ââåäåíèÿ ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè, îòíîñèìîãî îäíàêî ê

êîíêðåòíûì ñåðèÿì ïîâòîðåíèé, à íå ê åäèíè÷íîìó ýêñïåðèìåíòó, àíàëîãè÷íî, ïîíÿòèå íåçàâèñèìîñòè îòíîñèò-

ñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì ïîâòîðåíèé. Íå�îðìàëüíî ãîâîðÿ, çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë äëÿ ïîâòîðåíèé Áåðíóëëè

ÿâëÿåòñÿ òåîðåìîé, à ó �ðèêâåíòèñòîâ � àêñèîìîé.

△ Ýíòðîïèÿ êàê ìåðà íåîïðåäåëåííîñòè

Äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ êîíå÷íûì íàáîðîì âåðîÿòíîñòåé p1, p2, . . . pm ýíòðîïèåé H íàçûâàåòñÿ

H = −
m
∑

i=1

pi ln pi

ßñíî, ÷òî ýíòðîïèÿ íåîòðèöàòåëüíà è ðàâíà íóëþ åñëè òîëüêî âñå âåðîÿòíîñòè, êðîìå îäíîé, íóëåâûå, òî åñòü

êîãäà ñ.â. âûðîæäàåòñÿ â êîíñòàíòó (íåñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó). Íàîáîðîò, �óíêöèÿ f(x) = −x lnx âûïóêëà ââåðõ
è ïîòîìó

f(x1) + . . .+ f(xm)

m
6 f

(

x1 + . . .+ xm
m

)

H = −
m
∑

i=1

pi ln pi 6 −m · p1 + · · ·+ pm
m

· ln
(

p1 + · · ·+ pm
m

)

= lnm

Â ÷àñòíîñòè, ýíòðîïèÿ ìàêñèìàëüíà, êîãäà âñå âåðîÿòíîñòè pi ðàâíû äðóã-äðóãó è âýòîì ñìûñëå äîñòèãàåòñÿ

ìàêñèìàëüíàÿ íåîïðåäåëåííîñòü çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

Ïîñìîòðèì òåïåðü íà ìîäåëü òðàåêòîðèé äèñêðåòíîãî ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ, íåîáÿçàòåëüíî ñèììåòðè÷íîãî.

Â âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω òðàåêòîðèè çàäàþò ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, êîòîðûå (êàê ïîêàçàíî âûøå)

îïðåäåëÿþòñÿ �îðìóëîé P (ω) = p
∑

aiqn−
∑

ai
. Òðàåêòîðèþ íàçîâåì òèïè÷íîé, åñëè

∑

ai ∼ np è n−∑ ai ∼ nq,
q = 1− p, è ïîòîìó P (ω) ∼ exp [n−H ], ãäå H � ýíòðîïèÿ äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ñ âåðîÿòíîñòÿìè p.q. Â ñèëó ÇÁ×

òèïè÷íûõ òðàåêòîðèé áîëüøèíñòâî, à çíà÷èò èõ ÷èñëî ìîæíî ïðèáëèçèòü âåëè÷èíîé enH .
Íåñëîæíî âûâåñòè è îáîáùåíèå äàííîãî ðåçóëüòàòà, äëÿ ñëó÷àÿ ïîâòîðåíèé îïûòà ñ íåñêîëüêèìè èñõîäàìè

âåðîÿòíîñòåé p1, p2, . . . pk, òèïè÷íûå òðàåêòîðèè äîëæíû õàðàêòåðèçîâàòüñÿ òåì, ÷òî ÷àñòîòû â íèõ áëèçêè

ê âåðîÿòíîñòÿì, à îöåíêà âåñà òàêîé òèïè÷íîé òðàåêòîðèè è èõ îáùåãî ÷èñëà èìåþò òîò æå âèä, ÷òî è â

ðàçîáðàííîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ñëó÷àéíîãî áëóæäàíèÿ.

△ Î íåâåðíûõ èíòåðïðåòàöèÿõ ÇÁ×

×àñòî ññûëàþòñÿ íà çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë è ïðèâîäÿò óòâåðæäåíèÿ, êîòîðûå îïðåäåëåííî èç íåãî íå ñëåäóþò.

Åñëè Ïåòð è Ïàâåë ïî î÷åðåäè áðîñàþò ïðàâèëüíóþ ìîíåòó 10 000 ðàç, òî ïî÷åìó-òî ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî Ïåòð

áóäåò â âûèãðûøå ïðèáëèçèòåëüíî ïîëîâèíó âðåìåíè. Íî ýòî ñîâñåì íå òàê: äåòàëüíîå èçó÷åíèå äàííîé ñèòóàöèè

óñòàíàâëèâàåò (ìû ðàíåå ýêñïåðèìåíòàëüíî âîñïðîèçâîäèëè ýòîò ý��åêò, íàçûâàåìûé çàêîíîì àðêñèíóñà), ÷òî

òàêîå ðàâíîâåñèå ìåíåå âñåãî âåðîÿòíî. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî Ïåòð áóäåò â âûèãðûøå íå áîëåå 20 ðàç, íåñðàâ-

íåííî áîëüøå âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ÷èñëî èãð, ïîñëå êîòîðûõ îí áóäåò âïåðåäè, çàêëþ÷åíî ìåæäó 4990 è 5010.

Íå ñóùåñòâóåò íèêàêîé òåíäåíöèè ê âûðàâíèâàíèþ ïåðèîäîâ ëèäåðñòâà. Çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë óñòàíàâëèâàåò

òîëüêî òî, ÷òî äëÿ áîëüøîãî ÷èñëà ðàçëè÷íûõ èãð ñ áðîñàíèåì ìîíåòû äîëÿ òåõ èç íèõ, â êîòîðûõ â äàííûé

ìîìåíò â âûèãðûøå íàõîäèòñÿ ãåðá, áëèçêà ê

1
2 è íè÷åãî íå ãîâîðèòñÿ î êîëåáàíèÿõ ëèäåðñòâà â îòäåëüíîé èãðå.

Â ÷åì ðåàëüíûé ñìûñë çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë è êàêîâà åãî ýìïèðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ. Ïóñòü ïðîèçâîäèòñÿ

áîëüøîå ÷èñëî, ñêàæåì, N , ñåðèé ýêñïåðèìåíòîâ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîñòîèò èç ¾íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ

âåðîÿòíîñòüþ èíòåðåñóþùåãî íàñ ñîáûòèÿ-óñïåõà ðàâíîé p¿. Ïóñòü S
[i]
n /n � ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ óñïåõà â i-é ñåðèè
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è Nε � ÷èñëî ñåðèé, â êîòîðûõ ÷àñòîòû îòêëîíÿþòñÿ îò p ìåíüøå ÷åì íà ε (Nε ðàâíî ÷èñëó òåõ i, â¼ êîòîðûõ
÷àñòîòû îòêëîíÿþòñÿ ìåíåå, ÷åì íà ε) Èç ÇÁ× çàêëþ÷àåì, ÷òî îòíîøåíèå Nε/N ïðèáëèæàåò âåðîÿòíîñòü,

ñêàæåì,

P [1]
(∣

∣

∣

S
[1]
n

n
− p
∣

∣

∣ 6 ε
)

îäíàêî íàñêîëüêî èìåííî õîðîøî ýòî ïðèáëèæåíèå íå î÷åíü ïîíÿòíî áåç èñïîëüçîâàíèÿ ìåðû íà ñåðèÿõ. Ïîçæå

â ðàçäåëå 13.3 ìû âåðíåìñÿ ê ïîäîáíûì �îðìóëèðîâêàì òåîðåì î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè â ñõåìå ñåðèé.

Òèïè÷íûé âîïðîñ äëÿ ñòàòèñòèêè ñîñòîèò â îöåíêå íåîáõîäèìîé äëèíû â ñåðèè, ÷òîáû

P
(∣

∣

∣

Sn

n
− p
∣

∣

∣ 6 ε
)

> 1− α

è èç ÇÁ× âûòåêàåò òàêàÿ îöåíêà: n > (4ε2α)−1
. Íàçîâåì ñåðèþ ïîâòîðåíèé (n.ε)-òèïè÷íîé åñëè ñîîòâåòñòâóþùåå

íåðàâåíñòâî âûïîëíåíî, ÇÁ× óòâåðæäàåò ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n âåðîÿòíîñòü ìíîæåñòâà òèïè÷íûõ

ðåàëèçàöèé áëèçêà ê åäèíèöå. à âîò ñêîëüêî òàêèõ ðåàëèçàöèé è êàêîâû èõ âåðîÿòíîñòè � ýòî óæå çàâèñèò îò

ïàðàìåòðà p è âûðàæàåòñÿ �óíêöèåé, êîòîðàÿ íàçûâàåñÿ ýíòðîïèÿ, ñì. ïðåäûäóùèé ðàçäåë.

7.8 ÇÁ× è îöåíêè âåðîÿòíîñòåé â ñõåìå Áåðíóëëè

Â ðàñïðåäåëåíèè Áåðíóëëè çíà÷åíèå äëÿ P (S(n) = m) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n,m ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èñ-

õîäÿ èç àñèìïòîòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè �àêòîðèàëîâ ïî �îðìóëå Ñòèðëèíãà (ñì. �Íàïîìèíàíèå� ). Ïðè

ýòîì ñîîòâåòñòâóþùåå âû÷èñëåíèå èìååò ñóùåñòâåííî ðàçíóþ òî÷íîñòü; ÷òîáû ïîíÿòü, ãäå ýòà àïïðîêñèìàöèÿ

ðàáîòàåò ý��åêòèâíî ïðîâåäåì ñëåäóþùóþ àíàëîãèþ ñ ÇÁ×, óòâåðæäàþùåãî, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ âåðîÿòíîñòè

ñðåäíåå çíà÷åíèå èíäèêàòîðîâ ñ ðîñòîì ÷èñëà èõ íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé n ñëàáîîòëè÷èìî îò ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ îäíîãî èíäèêàòîðà.

Íåðàâåíñòâî ×åáûø¼âà äàâàëî îöåíêó â òåðìèíàõ äèñïåðñèè äëÿ âåðîÿòíîñòè îòêëîíåíèé ñ.â. îò ñâîåãî

ñðåäíåãî.

P

(

∣

∣

∣

Sn

n
− p
∣

∣

∣ > ε

)

6
pq

nε

Ïî àíàëîãèè, ïîñêîëüêó E
(

Sn

n − p
)

= 0, ïðîñëåäèì â òåðìèíàõ âåðîÿòíîñòåé çà îòêëîíåíèÿìè ñ.â.

∣

∣

∣

Sn

n − p
∣

∣

∣ îò

íóëåâîãî çíà÷åíèÿ. Ïîñêîëüêó

E

[

(Sn

n
− p
)2
]

=
pq

n
è çíà÷èò

∣

∣

∣

Sn

n
− p
∣

∣

∣ óäîáíî èçìåðÿòü â òåðìèíàõ

√

pq

n

Íàñ èíòåðåñóþò âåðîÿòíîñòè

P

(

∣

∣

∣

Sn

n
− p
∣

∣

∣ 6 ε

√

pq

n

)

= P

(

∣

∣

∣

Sn − E(Sn)
√

D(Sn)

∣

∣

∣ 6 ε

)

=
∑

{

k: k−np
√

npq6ε
}

(

n

k

)

pkqn−k

Îöåíêè ýòèõ âåðîÿòíîñòåé â ñõåìå Áåðíóëëè äîïóñêàþò çíà÷èòåëüíûå îáîáùåíèÿ äëÿ äðóãèõ ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû èçâåñòíû êàê âåðñèè Öåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåîðåìû.

△ Âåðñèÿ Öåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåîðåìû

Èçíà÷àëüíàÿ �îðìóëèðîâêà ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, ïîñêîëüêó ìîäåëü ñõåìû ïîâòîðåíèé îïûòà ñ

äâóìÿ èñõîäàìè î÷åíü ðàñïðîñòðàíåíà è ìû ðàçáåðåì íà ïðîñòåéøåì ïðèìåðå ýòàïû äîêàçàòåëüñòâà. Èçáàâèòüñÿ

îò ãðîìîçäêèõ �îðìóë ïîìîãàåò íåáîëüøîå èçìåíåíèå: áóäåì ðàññìàòðèâàòü i.i.d. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí η1, η2, . . . ηM ñ ïàðàìåòðîì P (ηi = −1) = P (ηi = 1) = 1
2 , èçìåíåííîå ïî ñðàâíåíèþ ñ Sk îáîçíà÷åíèå

Sk = η1 + . . . + ηk áóäåò íàïîìèíàòü, ÷òî çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Sk óæå èíûå. Äëÿ âåðîÿòíîñòåé ýòèõ

çíà÷åíèé èìååò ìåñòî òî÷íàÿ �îðìóëà, ïîñìîòðèì íà åå àïïðîêñèìàöèþ ïðè ïîìîùè �îðìóëû Ñòèðëèíãà

n! ∼ nne−n
√
2πn (ñì. â �Íàïîìèíàíèå� èäåþ äîêàçàòåëüñòâà �îðìóëû Ñòèðëèíãà).

P (S2n = 2k) =

(

2n

n+ k

)

2−2n =
(2n)!

(n+ k)!(n− k)!
2−2n

∼ (2n)2n

(n+ k)n+k(n− k)n−k
·

√
2π

√
2n

√

2π(n+ k)
√

2π(n− k)
2−2n
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Óïðîùàÿ,

(2n)2n

(n+ k)n+k(n− k)n−k
·

√
2π

√
2n

√

2π(n+ k)
√

2π(n− k)
2−2n =

=

(

1 +
k

n

)−n−k (

1− k

n

)−n+k

· 1√
πn

(

1 +
k

n

)−1/2(

1− k

n

)−1/2

=

(

1− k2

n2

)−n(

1 +
k

n

)−k (

1− k

n

)k

· 1√
πn

(

1 +
k

n

)−1/2(

1− k

n

)−1/2

Íàì íóæíû äâà ýëåìåíòàðíûõ óòâåðæäåíèÿ èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà:

1. Åñëè cj → 0, aj → ∞ è a · cj → λ = const, òî (1 + cj)
aj → eλ. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè x → 0 ln(1 + x)/x → 1,

ïîýòîìó aj ln(1 + cj) → λ

2. Eñëè max16j6n|cj,n| → 0
∑n

j=1 cj,n → λ è supn
∑n

j=1|cj,n| < ∞, òî

∏n
j=1(cj,n + 1) → eλ (ýòî îáîáùåíèå

ïðåäûäóùåãî)

Ïîëîæèì 2k/
√
2n = x, ïðè îãðàíè÷åíîì x è n→ ∞ âûïîëíåíî k/n→ 0 è k = x

√

n/2 → ∞. Èçâåñòíûå ïðåäåëû

ïîçâîëÿþò àïïðîêñèìèðîâàòü çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè:

lim

(

1− k2

n2

)−n

= ex
2/2, lim

(

1 +
k

n

)−k

= lim

(

1− k

n

)k

= e−x2/2 P (S2n = 2k) ∼ 1√
πn

e−x2/2

Ýòî ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ (âåðñèåé) ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû.

Ñëåäóþùèé øàã � àïïðîêñèìèðîâàòü âåðîÿòíîñòü

P
(

a
√
2n 6 S2n 6 b

√
2n
)

=
∑

m∈[a
√
2n,b

√
2n]∩{2Z}

P (S2n = m)

Ïîëîæèì m = x
√
2n è èñïîëüçóåì ñóììó àïïðîêñèìàöèé èç ëîêàëüíîé ïðåäåëüíîé òåîðåìû. Ïîñêîëüêó ðàñ-

ñòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ñóììèðîâàíèÿ x ∈ [a, b] ∩ {2Z/
√
2n} ðàâíî

√

2
n , òî ðåçóëüòàò ïðåäñòàâèì èíòåãðàëüíîé

ñóììîé è ïîòîìó áëèçîê ê ñîîòâåòñòâóþùåìó èíòåãðàëó ïî îòðåçêó:

P
(

a
√
2n 6 S2n 6 b

√
2n
)

∼
∑

x∈[a,b]∩{2Z/
√
2n}

1√
π
e−x2/2

√

2

n
· 1√

2
∼
∫ b

a

1√
2π
e−x2/2dx

Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, à àïïðîêñè-

ìàöèîííàÿ �îðìóëà èçâåñòíà êàê �îðìóëà äå Ìóàâðà.

△ Ôîðìóëû Ìóàâðà-Ëàïëàñà

Ôîðìóëà Ìóàâðà áûëà äîêàçàíà äëÿ ñïåöèàëüíîãî ñëó÷àÿ ðàâíûõ âåðîÿòíîñòåé â îäíîêðàòíîì èñïûòàíèè.

Ïðèâåäåì òåïåðü åå �îðìóëèðîâêè äëÿ i.i.d. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξk} èñïûòàíèé ñ äâóìÿ èñõîäàìè ξk 0 1
q p

è

Sk = ξ1+. . .+ξk: Ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Áåðíóëëè: äëÿ x ∈ R òàêèõ, ÷òî x = o(npq)1/6

è ïðè ýòîì np+ x
√
npq ðàâíî íåîòðèöàòåëüíîìó öåëîìó k, âåðîÿòíîñòü â ñõåìå Áåðíóëëè

P (Sn = np+ x
√
npq) ∼ 1√

2πnpq
e−x2/2

Èíòåãðàëüíàÿ �îðìóëà Ìóàâðà-Ëàïëàñà:

P

(

a <
Sn − np√

npq
6 b

)

∼ 1√
2π

∫ b

a

e−x2/2dx
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� Âåðñèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Âåéåðøòðàññà

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà óòâåðæäàåò âîçìîæíîñòü ðàâíîìåðíîãî ïðèáëèæåíèÿ íà îòðåçêå íåïðåðûâíîé �óíêöèè

f(p) ïîëèíîìàìè. Ïóñòü àðãóìåíò p ∈ [0, 1]. Ïîëèíîìîì Áåðíøòåéíà íàçûâàåòñÿ

Bn(p) =
n
∑

k=0

f (k/n)

(

n

k

)

pk(1− p)n−k

Äëÿ i.i.d. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áåðíóëëèåâñêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . ξn ñ ïàðàìåòðîì P (ξi = 1) = p
ìàò.îæèäàíèåE (f(Sn/n)) = Bn(p). Èç ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè ∀ε > 0 ∃δ > 0 : |x−y| 6 δ =⇒ |f(x)−f(y)| 6 ε
è êîìïàêòíîñòè îòðåçêà |f(p)| 6M <∞ Ïðèìåíåíèå ÇÁ× äàåò:

|f(p)−Bn(p)| =

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

k=0

[

f(p)− f(k/n)
]

(

n

k

)

pk(1− p)n−k

∣

∣

∣

∣

∣

6
∑

{|k/n−p|6δ}

∣

∣

∣
f(p)− f(k/n)

∣

∣

∣

(

n

k

)

pk(1− p)n−k +
∑

{|k/n−p|>δ}

∣

∣

∣
f(p)− f(k/n)

∣

∣

∣

(

n

k

)

pk(1− p)n−k

6 ε+ 2M
∑

{|k/n−p|>δ}

(

n

k

)

pk(1− p)n−k 6 ε+
2M

4nδ2
= ε+

M

2nδ2

Òàêèì îáðàçîì, ïîëèíîìû Áåðíøòåéíà â àðãóìåíòàõ p ∈ [0, 1] ïðèáëèæàþò �óíêöèþ f(p):

lim
n→∞

max
06p61

|f(p)−Bn(p)| = 0

8 Àêñèîìàòè÷åñêèé ïîäõîä À.Í.Êîëìîãîðîâà è íåñòàíäàðòíûå òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé

Äîñòàòî÷íî ìíîãî ñîäåðæàòåëüíûõ ïðèìåðîâ â òðàäèöèîííîé äèñêðåòíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ñîñòàâèëè îñíîâó

äëÿ åñòåñòâîçíàíèÿ. Íåäèñêðåòíûé ñëó÷àé (êàê è âîîáùå ðàññìîòðåíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ïðèìåðîâ ñ èñïîëüçî-

âàíèåì áåñêîíå÷íîñòåé) òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ òåõíè÷åñêèõ óñèëèé, ïîýòîìó âíà÷àëå îñíîâíûå ïîíÿòèÿ òåîðèè

ñòàíäàðòíî ðàññìàòðèâàþòñÿ íà èíòóèòèâíî î÷åâèäíûõ òðàäèöèîííûõ âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëÿõ. Áîëüøèíñòâî

ó÷åíûõ (íî íå âñå!) ñîãëàñíû ñ òåì, ÷òî â òåîðèè äîëæíû ðàññìàòðèâàòüñÿ ñåìåéñòâà ñîáûòèé A è êàæäîìó

ñîáûòèþ èçA ïî íåêîòîðîìó ïðàâèëó ñîïîñòàâëåíà åãî âåðîÿòíîñòü 0 6 P (A) 6 1, íàçûâàåìàÿ òàêæå âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðîé. Îäíàêî ñòðóêòóðà òàêèõ ñåìåéñòâ è ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòíîé ìåðû îñòàþòñÿ ïðåäìåòîì îáñóæäåíèÿ,

íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïî÷òè ñòîëåòèå íàçàä ñ�îðìóëèðîâàíà àêñèîìàòèêà, êîòîðàÿ ñâÿçûâàåò ïîíÿòèÿ îáùåé òåî-

ðèè ìåðû è ñòðóêòóðû âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè � ýòî òàê íàçûâàåìûå àêñèîìû Êîëìîãîðîâà è ñîîòâåòñòâóþùàÿ

âåðñèÿ íàóêè íàçûâàåòñÿ êîëìîãîðîâñêîé òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé.

8.1 ◦ Àêñèîìû êîëìîãîðîâñêîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Â ðàìêàõ àêñèîìàòèêè Òåîðèè Âåðîÿòíîñòåé, ñîçäàííîé À.Í.Êîëìîãîðîâûì, ïðè ïîñòðîåíèè âåðîÿòíîñòíîé ìî-

äåëè ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü σ-àëãåáðó ñîáûòèé B è σ-àääèòèâíóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó P íà B. �àçóìååòñÿ, â
ðàíåå ðàññìàòðèâàâøèõñÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àÿõ óñëîâèå σ-àääèòèâíîñòè èíîãäà íåÿâíî èñïîëüçîâàëîñü ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè, íàïðèìåð ñîáûòèé èç áåñêîíå÷íîãî ÷èñëà èñõîäîâ, íî ìû íèêàê íå çàäåðæèâàëè íà ýòîì âíèìàíèå

ïîëàãàÿñü íà ¾èíòóèòèâíóþ î÷åâèäíîñòü¿ äèñêðåòíûõ ìîäåëåé. Â íåäèñêðåòíîì ñëó÷àå òðåáîâàíèå σ-àëãåáðû
è σ-àääèòèâíîñòè �îðìóëèðóåòñÿ ÿâíî � îáðàçóÿ ñèñòåìó àêñèîì. Ëþáîå ðàññóæäåíèå â êîëìîãîðîâñêîé

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî äîëæíà áûòü çàäàíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü (Ω,B, P ) �
íàáîð èç ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ, σ-àëãåáðû ñîáûòèé B è çàäàííîé íà ñîáûòèÿõ âåðî-

ÿòíîñòíîé σ-àääèòèâíîé ìåðû P . Ýòà òðîéêà îáû÷íî íàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðîé âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà.
Â êîíêðåòíûõ ìîäåëÿõ âåðîÿòíîñòíûõ ïðîñòðàíñòâ îáû÷íî ïîíÿòíî, èç ÷åãî ñîñòîèò ìíîæåñòâî Ω è êàêèå

èìåííî îáúåêòû ñëåäóåò âêëþ÷èòü â àëãåáðó ñîáûòèé Óïîìÿíóòûå â àêñèîìàõ ïîíÿòèÿ σ-àëãåáðû ñîáûòèé B è σ-
àääèòèâíîé âåðîÿòíîñòíîé ìåðû P íà B â ïðèíöèïå çíàêîìû èç êóðñà îáùåé òåîðèè ìåðû. Ïî òðàäèöèè â êóðñàõ

òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ýòè ïîíÿòèÿ ïåðåñêàçûâàþò â áîëüøåé èëè ìåíüøåé ñòåïåíè ïðèâëå÷åíèÿ ïîäðîáíîñòåé.

Íî â íàøåì êóðñå ìû äîñòàòî÷íî êðàòêî îáñóäèì ëèøü íåêîòîðûå ñïåöè�è÷åñêèå ñâîéñòâà

17

.

17

â ÷àñòíîñòè: êàê ïðåâðàòèòü àëãåáðó A â σ-àëãåáðó B è êàê ïðîäîëæèòü ââåäåííóþ íà àëãåáðå A êîíå÷íî-àääèòèâíóþ ìåðó äî

σ-àääèòèâíîé
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Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåðîÿòíîñòíûå ïðîñòðàíñòâà, óäîâëåòâîðÿþùèå àêñèîìàì Êîëìîãîðîâà, ñóùåñòâó-

þò: î
íîâíîé çäåñü ïðèìåð äîñòàâëÿåò (Ω,B, P ), ãäå Ω = (0, 1) ⊂ R, B � σ-àëãåáðà áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ, P
ìåðà Ëåáåãà íà ýòîé σ-àëãåáðå. Íåáîëüøèìè ìîäè�èêàöèÿìè èç ýòîãî ïðèìåðà ïîëó÷àåòñÿ, íàïðèìåð, ìîäåëü

áåñêîíå÷íîé ñõåìû Áåðíóëëè â ðàçäåëå 9.6, à òàêæå ïðèìåðû i.i.d ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíäèêàòîðîâ â ðàçäåëå

11.1.

Õîòÿ â ýòîì êóðñå ìû ñòîèì íà ïîçèöèÿõ àêñèîìàòè÷åñêîãî ïîäõîäà À.Í.Êîëìîãîðîâà, íî ñòîèò õîòÿ áû

ïîâåðõíîñòíî îçíàêîìèòüñÿ ñ òåì, êàê âåðîÿòíîñòü èíòåðïðåòèðóåòñÿ â èíûõ ïîäõîäàõ.

8.2 � ×àñòîòíûé ïîäõîä �îí Ìèçåñà

Èçëîæåíèå ÷àñòîòíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòè �. �îíÌèçåñà îïóáëèêîâàíî ëåò çà äåñÿòü äî òåîðèè À.Í.Êîëìîãîðîâà

è îñíîâàíî íà êîíå÷íûõ ïîâòîðåíèÿõ {s1, ..., sm} îäèíàêîâî îðãàíèçîâàííîãî, íî ñîõðàíÿþùåãî ñëó÷àéíîñòü â

ïîâåäåíèè, ýêñïåðèìåíòà s. Îáúåêòîì èçó÷åíèÿ ýòîé òåîðèè ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, äëÿ êî-

òîðûõ âûïîëíåí ïðèíöèï �îí Ìèçåñà. Îí ñîñòîèò â íåêîòîðîé äîâîëüíî ñëîæíî �îðìóëèðóåìîé ñòàáèëèçàöèè

â áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò νN (a) = nN (a)
N äëÿ õàðàêòåðèñòèêè a ýêñïåðèìåíòà s,

çäåñü nN (a) îáîçíà÷àåò ÷èñëî ïðîÿâëåíèé õàðàêòåðèñòèêè a çà ïåðâûå N ïîâòîðåíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïðèíöèï ñòà-

òèñòè÷åñêîé ñòàáèëèçàöèè îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ãîâîðèò: åñëè ÷àñòîòà νN (a) ñòðåìèòñÿ ê ïðåäåëó pa, êîãäà
N ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, òî ýòîò ïðåäåë â ÷àñòîòíîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïîëàãàþò âåðîÿòíîñòüþ

õàðàêòåðèñòèêè a. Òàêèì îáðàçîì ñàìî ïîíÿòèå âåðîÿòíîñòè â òåîðèè �îí Ìèçåñà îñíîâàíî íà êîíñòðóêöèè

ïîâòîðåíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Íåñòðîãî âûðàæàÿñü: óòâåðæäåíèå î ñõîäèìîñòè ÷àñòîòû ê âåðîÿòíîñòè â òåîðèè �îí

Ìèçåñà áûëî âçÿòî çà àêñèîìó, à ïðî÷èå ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè ïûòàëèñü âûâåñòè (âåñüìà ãðîìîçäêèì îáðàçîì)

èç ýòîãî óòâåðæäåíèÿ. Â òåîðèè À.Í.Êîëìîãîðîâà àêñèîìû �îðìóëèðóþòñÿ èíà÷å, à óòâåðæäåíèå î ñâÿçè ÷àñòîò

è âåðîÿòíîñòåé ïðè ïîâòîðåíèÿõ ýêñïåðèìåíòà ïðåâðàùàåòñÿ â òåîðåìó, èçâåñòíóþ ïîä íàçâàíèåì Çàêîíà Áîëü-

øèõ ×èñåë, (à òàêæå Óñèëåííîãî Çàêîíà Áîëüøèõ ×èñåë) . Ìû íå áóäåì âïðåäü êàñàòüñÿ òåîðèè �îí Ìèçåñà,

õîòÿ â íàó÷íîì ìèðå ó íåå è ñîõðàíÿåòñÿ (óçêèé) êðóã ñòîéêèõ ïðèâåðæåíöåâ.

◦ Èäåÿ ñòàòèñòè÷åñêîé ïðîâåðêè âåðîÿòíîñòíûõ ìîäåëåé
Ïðàâèëüíîñòü çíà÷åíèé (p1, p2, . . . pN ), 0 6 pi 6 1 âåðîÿòíîñòåé ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íàçíà÷åííûõ äëÿ êîí-

êðåòíîé ìîäåëè Ω ìîæåò áûòü äî èçâåñòíîé ñòåïåíè ïðîâåðåíà ñ ïîìîùüþ ðàññìàòðèâàåìîãî çàêîíà áîëüøèõ

÷èñåë, ñîãëàñíî êîòîðîìó â äëèííûõ ñåðèÿõ íåçàâèñèìûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðîèñõîäÿùèõ ïðè îäèíàêîâûõ óñëî-

âèÿõ, ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé áëèçêè ê èõ âåðîÿòíîñòÿì. Âàæíî ïðè ýòîì ïîíèìàòü, ÷òî

òàêèå ìåòîäû ìîãóò ëèøü óêàçàòü íà ñòðàííûå îòêëîíåíèÿ íàáëþäàåìûõ ÷àñòîò îò ïðåäñêàçàííûõ òåîðèåé:

ñòàòèñòèêà ìîæåò âíåñòè àðãóìåíòû ëèøü äëÿ îòêëîíåíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ìîäåëè, íî íèêàê íå ìîæåò äîêàçàòü

åå ïðàâèëüíîñòü! Ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè îòêëîíåíèé íàçûâàþòñÿ òåñòàìè, �àêòè÷åñêèé ñïèñîê òàêèõ òåñòîâ

î÷åíü âåëèê. Â ýòîì ñìûñëå ÿâëÿþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèìè âñå áåç èñêëþ÷åíèÿ ðåêîìåíäàöèè ïðèíÿòèÿ òîé èëè

èíîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè äëÿ îáúÿñíåíèÿ ýêñïåðèìåíòà.

8.3 � Ñîñòîÿíèÿ è êâàíòîâàÿ ñõåìà âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëè.

Âåðîÿòíîñòè â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ωk òðàäèöèîííîé (íå îáÿçàòåëüíî êëàññè÷åñêîé)

ìîäåëè çàäàþò ïðîñòûì ñïèñêîì (p1, p2, . . . pN). Åñëè ìíîæåñòâî Ω èç N ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ-ñîáûòèé çà-

�èêñèðîâàíî, òî âñå ñïîñîáû çàäàíèÿ âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ (è íåýëåìåíòàðíûõ) ñîáûòèé

ìîæíî îïèñàòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè èç ëèíåéíîé àëãåáðû: ïóñòü 0 6 pi = s2i 6 1, ðàññìîòðèì
â N -ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå L = L(Ω) âåêòîð s ñ êîîðäèíàòàìè (s1, s2, . . . sN ), �èçèêè ñêëîííû åãî

íàçûâàòü âåêòîðîì ñîñòîÿíèÿ, åãî äëèíà ðàâíà åäèíèöå ïîòîìó ÷òî

∑

i pi = 1. Âñÿêîìó ñîáûòèþ, ñîñòàâëåí-

íîìó èç ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ωi1 , . . . ωim , ñîïîñòàâèì ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L(A) ⊂ L ñ îðòîíîðìàëüíûì

áàçèñîì 〈ωi1 , . . . ωim〉, îðòîíîðìàëüíûé áàçèñ âñåãî L áóäåò ïðè ýòîì îòîæäåñòâëÿòüñÿ ñ 〈ω1, . . . ωN〉
Â åâêëèäîâîì ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L îïðåäåëåíû îðòîãîíàëüíûå ïðîåêöèè âåêòîðîâ íà ïîäïðî-

ñòðàíñòâà. Çàìåòèì, ÷òî âåðîÿòíîñòü P (A), âû÷èñëåííàÿ ïî ìîäåëè âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà Ω ñîâïàäàåò

ñ êâàäðàòîì äëèíû îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè |prA(s)|2 âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ íà ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî L(A).
Âàæíî ïðè ýòîì, ÷òî òàê îïðåäåëåííîå ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îäíîçíà÷íî îòâå÷àåò ñåìåéñòâó

ïîäìíîæåñòâ â ìíîæåñòâå âñåõ ýëåìåíòîâ áàçèñà è ïîòîìó îáðàçóåò àëãåáðó, êîòîðàÿ íåîòëè÷èìà îò àëãåáðû

ñîáûòèé â Ω. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè òàêîì ïîíèìàíèè êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü îòâå÷àåò âåêòîðó ñîñòîÿíèÿ, âñå

êîîðäèíàòû êîòîðîãî îäèíàêîâû è ðàâíû 1/
√
N .

Ýòî (íà ïåðâûé âçãëÿä íåíóæíîå) óñëîæíåíèå è áåç òîãî ïîíÿòíîé òðàäèöèîííîé êîíñòðóêöèè ïîìîãàåò

óñòàíîâèòü ñâÿçü ñ ïîíÿòèåì êâàíòîâîé âåðîÿòíîñòè. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ êâàíòîâûõ ÿâëåíèé ïîíÿòèÿ ñîáûòèé
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è ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí èçëîæåííàÿ âûøå êîíñòðóêöèÿ ìîäè�èöèðóåòñÿ: ñîáûòèÿìè íàçûâàþò òåïåðü ïðîèçâîëü-

íûå ëèíåéíûå ïîäïðîñòðàíñòâà V ⊂ L(Ω). Äëÿ �èçè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé ñóùåñòâåííî òàêæå, ÷òîáû âñå ýòè

ëèíåéíûå ïðîñòðàíñòâà ðàññìàòðèâàëîñü íàä ïîëåì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C âìåñòå ñ ýðìèòîâûì ñêàëÿðíûì ïðî-

èçâåäåíèåì, íî ïîêà ìîæíî íå îáðàùàòü âíèìàíèÿ íà ýòó äåòàëü, ïîñêîëüêó çäåñü íàøà öåëü ëèøü â îáúÿñíèè

ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû ñ òðàäèöèîííîé òåîðèåé âåðîÿòíîñòåé. Ñóììà ñîáûòèé U ⊕ V â êâàíòîâîé òåîðèè âå-

ðîÿòíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà îáúåäèíåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðîèçâåäåíèå

U ·V îòâå÷àåò ïåðåñå÷åíèþ ïîäïðîñòðàíñòâ, ïðîòèâîïîëîæíîå ñîáûòèå U îòâå÷àåò îðòîãîíàëüíîìó äîïîëíåíèþ

U⊥
. Âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ U â êâàíòîâîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç âåêòîð ñîñòîÿíèÿ s� âåê-

òîð åäèíè÷íîé äëèíû â L(Ω) òàê æå êàê è ðàíåå: âåðîÿòíîñòü ðàâíà êâàäðàòó äëèíû |prU (s)|2 îðòîãîíàëüíîé

ïðîåêöèè prU (s) ∈ U , âçÿòîé ¾áîëüøîì¿ ëèíåéíîì âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå L(Ω) âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ s íà ëè-

íåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî U . Ôèçèêè, ðàññìàòðèâàÿ êîìïëåêñíûé ñëó÷àé, íàçûâàþò âåêòîð prU (s) êîìïëåêñíîé
àìïëèòóäîé ñîáûòèÿ U .

Êëþ÷åâàÿ ðàçíèöà ìåæäó êâàíòîâîé ñõåìîé è òðàäèöèîííîé ñòàíîâèòñÿ ÿñíà èç ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé (î÷åíü

ïðîñòîé!) çàäà÷è:

Çàäà÷à

Ïðîâåðüòå äëÿ ñîáûòèé êâàíòîâîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé òîæäåñòâà

A ·
(

⊕

i

Bi

)

=
⊕

i

(A · Bi) è A+
∏

i

Bi =
∏

i

(A+Bi)

Ñïåöè�èêà êâàíòîâûõ âåðîÿòíîñòåé

Òàêèì îáðàçîì â êâàíòîâîé ìîäåëè âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèÿ áóëåâó àëãåáðó îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñëîæåíèÿ,

óìíîæåíèÿ è âçÿòèÿ ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ óæå íå îáðàçóþò. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êâàíòîâîãî ñëó÷àÿ íåâîç-

ìîæíî óêàçàòü ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé, íåò ðàçáèåíèÿ íà ¾àëüòåðíàòèâíûå ãèïîòåçû¿ è ðàññóæäàòü â òåðìèíàõ

óñëîâíûõ âåðîÿòíîñòåé ñòàíîâèòñÿ çàòðóäíèòåëüíî.

Îäíàêî �èçè÷åñêèé ìèêðîìèð îêàçàëñÿ â óäèâèòåëüíîì ñîãëàñèè èìåííî ñ êâàíòîâîé ñõåìîé âû÷èñëåíèÿ

âåðîÿòíîñòåé, õîòÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà òàêèõ ñîáûòèé âûãëÿäÿò ñîâåðøåííî ïàðàäîêñàëüíî, åñëè íåïðàâèëüíî

èíòåðïðåòèðîâàòü èõ êàê ýëåìåíòû áóëåâîé àëãåáðû. Êðîìå òîãî, ïîìèìî îáû÷íîé çàâèñèìîñòè è íåçàâèñèìîñòè

ñîáûòèé (ïîíèìàåìûõ àáñîëþòíî â òåõ æå ðàâåíñòâàõ êàê è â òðàäèöèîííîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé) èìååò ìåñòî

ñîâåðøåííî èíàÿ ñâÿçü ñîáûòèé, íàçûâàåìàÿ êâàíòîâîé ñïóòàííîñòüþ.

Ïîâòîðåíèÿ ýêñïåðèìåíòà è êâàíòîâàÿ ñïóòàííîñòü

Åñëè L = L(Ω) ñëóæèò êâàíòîâîé âåðîÿòíîñòíîé ìîäåëüþ äëÿ îäèíî÷íîãî ýêñïåðèìåíòà, òî ìîäåëè êâàíòîâûõ

ïîâòîðåíèé ñîïîñòàâëÿþò ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî L⊗m = L⊗L⊗ . . .⊗L � òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ïðîñòðàíñòâ

(a íå ïðîñòðàíñòâî ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ L(Ω) × . . .× L(Ω)) êàê ýòî ïðåäïèñàíî â òðàäèöèîííîé òåîðèè âåðî-

ÿòíîñòåé).

� Êàêóþ ðàçìåðíîñòü èìååò ïðîñòðàíñòâî ñîáûòèé òðåõêðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ, åñëè L(Ω) äâóìåðíî?

Âåêòîðû ñîñòîÿíèÿ â ïðîñòðàíñòâå L⊗m
, îòëè÷íûå îò âèäà s ⊗ s ⊗ . . . ⊗ s, ïîðîæäàþò äëÿ êâàíòîâîé òåî-

ðèè âåðîÿòíîñòè íîâûå ý��åêòû çàâèñèìîñòåé ìåæäó êâàíòîâûìè ñîáûòèÿìè. Ýòè çàâèñèìîñòè íàçûâàþòñÿ

êâàíòîâîé ñïóòàííîñòüþ ñîáûòèé, îíè, âîîáùå ãîâîðÿ, íèêàê íå ìîãóò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàíû â òåðìè-

íàõ òðàäèöèîííîé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé. Ïîïóëÿðíûå ñåãîäíÿ èäåè êâàíòîâîé çàùèòû êàíàëîâ èí�îðìàöèè è

êâàíòîâîé êðèïòîãðà�èè èñïîëüçóþò èìåííî êâàíòîâóþ ñïóòàííîñòü.

Êâàíòîâûå è òðàäèöèîííûå âåðîÿòíîñòè âîêðóã íàñ

Â êóðñàõ �èçèêè ïðàâèëà èñ÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé â êâàíòîâîì ñëó÷àå ïðèâîäÿòñÿ êàê ïðàâèëî áåç ìîòèâè-

ðóþùèõ îáúÿñíåíèé. Ïîýòîìó ñëåäóåò ïîìíèòü, ÷òî ïðè ðàññìîòðåíèè �èçè÷åñêèõ êâàíòîâûõ ý��åêòîâ óïî-

òðåáëÿåòñÿ âðîäå áû çíàêîìàÿ ïî òðàäèöèîííîìó ïîäõîäó âåðîÿòíîñòíàÿ òåðìèíîëîãèÿ, íî óæå â ñîâåðøåííî

íîâîì çíà÷åíèè; ýòî ïîðîæäàåò ìíîãî èçâåñòíûõ èç ïîïóëÿðíîé ëèòåðàòóðû ¾ïàðàäîêñîâ¿ ìèêðîìèðà. Èíòåðå-

ñóþùèåñÿ òåîðèåé èñ÷èñëåíèÿ êâàíòîâûõ âåðîÿòíîñòåé ìîãóò îáðàòèòüñÿ ê ïåðâîìó ðàçäåëó â öåëîì äîñòàòî÷íî

òðóäíîé êíèãè À.Õîëåâî �Âåðîÿòíîñòíûå è ñòàòèñòè÷åñêèå àñïåêòû êâàíòîâîé òåîðèè�.

Íàø ââîäíûé êóðñ ñâÿçàí ëèøü ñ òðàäèöèîííîé Òåîðèåé Âåðîÿòíîñòåé, íî ïðè ýòîì íàäî ÷åòêî ïðåäñòàâëÿòü

ãðàíèöû åå ñâÿçåé ñ ðåàëüíîñòüþ: àêñèîìàòè÷åñêèé êîëìîãîðîâñêèé ïîäõîä âîâñå íå ïîêðûâàåò âñþ ñëîæíîñòü
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àíàëèçèðóåìûõ ÿâëåíèé è êàæäûé ðàç ñëåäóåò áûòü îñîáåííî àêêóðàòíûì â âûáîðå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Èíòåðåñóþùèìñÿ ýòèìè âîïðîñàìè ìîæíî ïðåäëîæèòü ïðî÷èòàòü èñòîðèþ çíàìåíèòûõ íåðàâåíñòâ Áåëëà, êî-

òîðûå îêàçûâàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè ïðè êëàññè÷åñêîì èñ÷èñëåíèè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íî ÿâíî íàðóøàþòñÿ â

êâàíòîâûõ ýêñïåðèìåíòàõ.

9 Êîíñòðóêöèÿ âåðîÿòíîñòíûõ ìåð

9.1 ◦ Î ñâÿçè ñ òåîðèåé ìåðû

Â êóðñå ïî îáùåé òåîðèè ìåðû ââîäÿòñÿ áàçîâûå äëÿ Òåîðèè Âåðîÿòíîñòåé ïîíÿòèÿ àëãåáðû è σ-àëãåáðû, àääè-
òèâíîé ìåðû è σ-àääèòèâíîé ìåðû íà àëãåáðå, êîòîðóþ åäèíñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ïðîäîëæèòü íà σ-àëãåáðó,
ïîðîæäåííóþ ýòîé àëãåáðîé. Ôîðìàëèçì âåðîÿòíîñòåé, â ðàìêàõ êîòîðîãî èçó÷àþòñÿ áåñêîíå÷íûå ìîäåëè, îñ-

íîâàí íà ýòèõ ïîíÿòèÿõ, ïîýòîìó îáû÷íî ýòó ÷àñòü òåîðèè ìåðû âêëþ÷àþò â ó÷åáíèêè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé.

Äëÿ ìàò�àêà ÂØÝ ñ îäíîé ñòîðîíû ìîæíî ïðåäïîëàãàòü ó ñëóøàòåëåé çíàêîìñòâî ñ ÿçûêîì σ-àëãåáð, ñ äðó-
ãîé � ñïåöè�è÷íûå âåðîÿòíîñòíûå çàäà÷è â ââîäíîì êóðñå èñïîëüçóþò äîñòàòî÷íî îãðàíè÷åííóþ ÷àñòü îáùåé

òåîðèè, ïðèäàâàÿ íå ñëèøêîì áîëüøîå çíà÷åíèå ïðèìåðàì ïàòîëîãè÷åñêîãî õàðàêòåðà; â öåíòðå ðàññìîòðåíèÿ

íàõîäÿòñÿ ñâÿçè òåîðèè ìåðû è íåçàâèñèìîñòü ñîáûòèé.

Â ýòîì ðàçäåëå îñíîâíûì îáúåêòîì ðàññìîòðåíèÿ áóäóò ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è ñâÿçàííûå ñ íèìè σ-àëãåáðû,
àíàëîãè÷íûå êîíñòðóêöèè äëÿ ìíîãîìåðíûõ ñëó÷àéíûõ âåêòîðîâ òàêæå èìåþò ìåñòî è âïîëíå àíàëîãè÷íû

îäíîìåðíîìó ñëó÷àþ, íî èçëîæåíèå íåñêîëüêî áîëåå ãðîìîçäêî è ìû åãî ïðåäñòàâèì ëèøü òåçèñíî.

Ïóñòü ξ = ξ(ω) ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � èçìåðèìàÿ �óíêöèÿ èç âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,A, P ) â

ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë R, îñíàùåííîå áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé B. Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâà
A èç A A = {ω : ξ(ω) ∈ B,B ∈ B} îáðàçóþò σ-àëãåáðó, êîòîðóþ îáîçíà÷èì σ(ξ), ïîäîáíàÿ æå êîíñòðóêöèÿ èìååò
ìåñòî äëÿ ñåìåéñòâ (íåîáÿçàòåëüíî êîíå÷íûõ) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíà σ-àëãåáðà σ(ξ, ξ2, . . .)
äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Äëÿ áîðåëåâñêîé �óíêöèè φ : R → R êîìïîçèöèÿ φ ◦ ξ ÿâëÿåòñÿ σ(ξ)-èçìåðèìîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé,

îáðàòíîå óòâåðæäåíèå òàêæå ñïðàâåäëèâî.

Ïðåäëîæåíèå 9.1 Ïóñòü η σ(ξ)-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, òîãäà íàéäåòñÿ áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ φ :
R → R òàêàÿ, ÷òî η = φ ◦ ξ.

Äîêàçàòåëüñòâî Ïóñòü A ∈ σ(ξ) ïðîâåðèì, ÷òî 1A ïðåäñòàâèì â âèäå êîìïîçèöèè. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

A ∈ σ(ξ), òî íàéäåòñÿ B ∈ B(R) òàêîå, ÷òî A = {ω : ξ(ω) ∈ B} è ïîýòîìó 1A = 1B ◦ ξ. Àíàëîãè÷íî, ëþáàÿ
ïðîñòàÿ σ(ξ)-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðåäñòàâèìà â âèäå êîìïîçèöèè. Ïðîèçâîëüíóþ σ(ξ)-èçìåðèìóþ
ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó η ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ(ξ)-èçìåðèìûõ ïðîñòûõ, äëÿ êàæäî-
ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàéäåòñÿ áîðåëåâñêàÿ �óíêöèÿ φn è φn (ξ(ω)) → η(ω), îñòàëîñü ðàçáðàòüñÿ ñ ïðåäå-
ëàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè φn(x) ïðè ðàçíûõ x ∈ R. �àññìîòðèì ìíîæåñòâî òåõ x ∈ R, ãäå ïðåäåë ñóùåñòâóåò, îíî

ÿâëÿåòñÿ áîðåëåâñêèì (óïðàæíåíèå!), ïîëîæèì â òî÷êàõ ýòîãî ìíîæåñòâà �óíêöèþ φ(x) ñîâïàäàþùåé ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùèì ïðåäåëîì, à â ïðî÷èõ òî÷êàõ x ïîëîæèì åå ðàâíîé íóëþ. Òåïåðü η(ω) = limn φn (ξ(ω)) = φ (ξ(ω))

9.2 ◦ Îò âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà ïðÿìîé R ê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

Ïî âåðîÿòíîñòíîé ìåðå P íà áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðå ïîäìíîæåñòâ ïðÿìîé R 18

îïðåäåëÿåì �óíêöèþ FP (x) =
P ((−∞, x]), ñâîéñòâà äîñòàòî÷íî î÷åâèäíû èç òðåáîâàíèé ê íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòíîé ìåðû:

1. FP (x) íåóáûâàþùàÿ

2. Ïðåäåëû FP (x) ïðè ñòðåìëåíèè x ê ±∞ ñóùåñòâóþò è ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî F (−∞) = 0, F (+∞) = 1.

3. FP (x) èìååò â êàæäîé òî÷êå ïðåäåëû ñëåâà è íåïðåðûâíà ñïðàâà

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ýòî êàê ðàç ñâîéñòâà �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ íà ïðÿìîé R, îñòàëîñü ëèøü ïðèâåñòè

ïðèìåð ñîîòâåòñòâóþùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ âñå-òàêè äîëæíà îòâå÷àòü

êàêîé-òî ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå). Íî ýòî êàê ðàç î÷åíü ïðîñòî: íàäî âçÿòü òàâòîëîãè÷åñêîå îòîáðàæåíèå ξ(ω) = ω,
ω ∈ R.

18

Òåì ñàìûì ïî ñòðóêòóðå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (R,B, P )
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9.3 ◦ Îò �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ê âåðîÿòíîñòíîé ìåðå íà R

Åñëè çàäàíà �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x), òî íà áîðåëåâñêîé àëãåáðå B ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííà âåðîÿòíîñòíàÿ

ìåðà PF ñî ñâîéñòâîì PF ((a, b]) = F (b)− F (a).
Óêàçàííàÿ �îðìóëà îïðåäåëÿåò êîíå÷íî-àääèòèâíóþ ìåðó íà ïîðîæäåííîé ïîëóèíòåðâàëàìè àëãåáðå A,

îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî òîãäà ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà ïîëóèíòåðâàëîâ, íî â ïðèí-

öèïå ìîæíî åãî âûðàçèòü è ÷åðåç ñ÷åòíîå èõ îáúåäèíåíèå è òîãäà ìîæíî ñðàâíèòü åãî ìåðó ñ �îðìàëüíûì

âû÷èñëåíûì îòâåòîì ÷åðåç ñóììó ðÿäà. Åñëè äâà çíà÷åíèÿ âñåãäà ñîâïàäàþò, òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìåðà íàçû-

âàåòñÿ σ-àääèòèâíîé è äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà îáùàÿ òåîðåìà Êàðàòåîäîðè èç òåîðèè ìåðû. Ýòà òåîðåìà óòâåð-

æäàåò, ÷òî ìîæíî ïðîäîëæèòü ìåðó PF ñ àëãåáðû A íà ìèíèìàëüíóþ σ-àëãåáðó B åþ ïîðîæäåííóþ, ïðè÷åì

ïðîäîëæåíèå åäèíñòâåííî. Ìû íå ñòàíåì äîêàçûâàòü çäåñü òåîðåìó Êàðàòåîäîðè, îãðàíè÷èìñÿ, èçëîæåíèåì

èäåè äîêàçàòåëüñòâà â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âåðîÿòíîñòíîé ìåðû íà àëãåáðå A.
Ïóñòü B ìíîæåñòâî èç B, ðàññìàòðèâàåì (ñ÷åòíûå) ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâàìè Ak èç A è òî÷íóþ íèæíþþ ãðàíü

ìåðû òàêèõ ïîêðûòèé (ïîñêîëüêó ìåðà P íà A σ-àääèòèâíàÿ) � ýòà òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü íàçûâàåòñÿ âíåøíåé

ìåðîé P ∗(B). Ïåðåõîäÿ ê äîïîëíåíèþ ìíîæåñòâà B̄, ðàññìàòðèâàåì òàêæå âíóòðåííþþ ìåðó P∗(B) = 1−P ∗(B̄),
ñåìåéñòâî òåõ ìíîæåñòâ B äëÿ êîòîðûõ P∗(B) = P ∗(B) îáðàçóåò σ-àëãåáðó C ⊂ B, êîòîðàÿ ñîäåðæèò A è

ñîâïàäàåò ñ B â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè B.
Èç ýòîãî ðàññóæäåíèÿ, ìåæäó ïðî÷èì, âûòåêàåò,

Çàìå÷àíèå Äëÿ ëþáîãî ε > 0 è ëþáîãî B ìíîæåñòâà èç B íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî A â A òàêîå, ÷òî P (A△B) < ε.

Îñòàëîñü ïðîâåðèòü óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè òåîðåìû Êàðàòåîäîðè, òî åñòü íàäî óáåäèòüñÿ â σ-àääèòèâíîñòè
ìåðû íà àëãåáðå A, òî åñòü ïðîâåðèòü ïðåäåëüíûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñ÷åòíîãî îáúåäèíåíèÿ ïîëóèíòåðâàëîâ. Ñóùå-
ñòâóåò ðÿä ýêâèâàëåíòíûõ �îðìóëèðîâîê ñâîéñòâà σ-àääèòèâíîñòè è â íàøåì ñëó÷àå ðàññóæäåíèå ëåã÷å âñåãî

ïîëó÷èòü èñõîäÿ èç äâîéñòâåííîãî ñâîéñòâà ïåðåñå÷åíèé â àëãåáðå A, à èìåííî ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ìíîæåñòâ An ∈ A ñ An ↓ ∅ âûïîëíÿåòñÿ limPF (An) = 0. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà âñå ìíîæåñòâà

. . . ⊇ An ⊇ An+1 ⊇ . . . â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îãðàíè÷åíû �èêñèðîâàííûì îòðåçêîì [−C,C], òîãäà, ïîñêîëüêó
êàæäîå èç An ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà èíòåðâàëîâ, ïî ñâîéñòâó ïðàâîé íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè F äëÿ ïðîèç-

âîëüíîãî ε > 0 â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà Bn ⊂ An ìåðà PF (Bn) êîòîðîãî
îòëè÷àåòñÿ îò PF (An) ìåíåå, ÷åì íà 2−n−1ε. Ïîñêîëüêó An ↓ ∅ è Bn ⊂ An, òî

⋂∞
n=1Bn = ∅, à ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ìû èìååì ñèñòåìó îòêðûòûõ ìíîæåñòâ (äîïîëíåíèé ê Bn) ïîêðûâàþùèõ êîìïàêò [−C,C]. Ó ýòîãî ïîêðû-

òèÿ åñòü êîíå÷íîå ïîäïîêðûòèå, ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî íîìåðà m âûïîëíåíî

⋂∞
m=1Bm = ∅. Îòñþäà

íåñëîæíî
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⋂∞
m=1Am � îíà îêàæåòñÿ íå ïðåâîñõîäÿùåé ε, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâà â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè An ∈ A âëîæåíû äðóã â äðóãà, òî è äëÿ âñåõ n PF (An) < ε. Îáùèé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê

ðàññìîòðåííîìó âûáîðîì ïîäõîäÿùåãî çíà÷åíèÿ C òàêîãî, ÷òî PF ([−C,C]) > 1− ε/2.

9.4 △ Êëàññè�èêàöèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå � èíòåðåñóþùèåñÿ îòñûëàþòñÿ ê êíèãå È.Íàòàíñîí "Òåîðèÿ �óíêöèé âåùåñòâåííîé

ïåðåìåííîé"�ëàâà VIII �1, ñòð 191 � íå ñëèøêîì ñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ìîíîòîííûå �óíêöèè îáÿçàòåëüíî

äîëæíû â òî÷êå ðàçðûâà èìåòü è ïðåäåë ñïðàâà è ïðåäåë ñëåâà, êîãäà ýòè ïðåäåëû ñîâïàäàþò � �óíêöèÿ íàçû-

âàåòñÿ íåïðåðûâíîé. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì, åñëè �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíà, òî è ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ( è âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà R) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé. Â �ëàâå 6 êíèãè À.Êîëìîãîðîâ è

Ñ.Ôîìèí �Ýëåìåíòû òåîðèè �óíêöèé è �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà� îáúÿñíåíà ñëåäóþùàÿ êëàññè�èêàöèÿ âñåõ

�óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ: ëþáàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) ïðåäñòàâèìà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ íåîò-
ðèöàòåëüíûìè êîý��èöèåíòàìè a1+a2+a3 = 1 òðåõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ: êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ òåì
ñàìûì ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ F1(x) äëÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû; íåïðåðûâíîé �óíêöèè

ðàñïðåäåëåíèÿ F2(x), äîïóñêàþùåé ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà

F2(x) =

x
∫

−∞

f(t)dt

� ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà íà R íàçûâàåòñÿ ïðè ýòîì àáñîëþòíî íåïðåðûâíîé, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ

�óíêöèÿ f(x) � íàçûâàåòñÿ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ); �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F3(x), êîòîðàÿ òàêæå íåïðå-

ðûâíà è äàæå èìååò íóëåâóþ ïðîèçâîäíóþ â òî÷êàõ íåêîòîðîãî áîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâàW , ïðè÷åì ìåðà Áîðåëÿ

(òî åñòü òà, êîòîðàÿ íà áîðåëåâñêîé σ- àëãåáðå ïîðîæäåíà äëèíîé ïîëóèíòåðâàëîâ) äîïîëíåíèÿ R\W ðàâíà íóëþ.
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Ýòî òðåòüå ñëàãàåìîå è ìåðà åìó îòâå÷àþùàÿ íàçûâàåòñÿ (íåïðåðûâíîé) ñèíãóëÿðíîé ìåðîé. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ñèíãóëÿðíîé ìåðå ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà òàêæå íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé.

Ñèíãóëÿðíûå ìåðû è ðàñïðåäåëåíèÿ â ââîäíûõ êóðñàõ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé îáû÷íî ïîäðîáíî íå ðàññìàò-

ðèâàþò, õîòÿ îíè âïîëíå ìîãóò âîçíèêàòü ïðè èçó÷åíèè ñâîéñòâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Äëÿ

îáùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ î ñèíãóëÿðíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ âñïîìíèì îá èçâåñòíîé èç êóðñà �óíêöèîíàëüíî-

ãî àíàëèçà ¾êàíòîðîâîé ëåñòíèöå¿ (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ýòà êîíñòðóêöèÿ èçâåñòíà ïîä íàçâàíèåì Devil's


ase). Êàíòîðîâî ìíîæåñòâà, êàê èçâåñòíî, åñòü äîïîëíåíèå â îòðåçêå [0, 1] ê îáúåäèíåíèþ èíòåðâàëîâ: öåíòðàëü-

íîãî (1/3, 2/3), äâóõ öåíòðàëüíûõ (1/9) è (7/9, 8/9) â îñòàâøèõñÿ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ è ò ï. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî ñîâîêóïíàÿ äëèíà âñåõ èíòåðâàëîâ ðàâíà åäèíèöå:

1

3
+

2

32
+

22

33
+ . . . =

1

3
·
(

1 +
2

3
+

22

32
+ . . .

)

=
1

3
· 1

1− 2
3

= 1

Êàíòîðîâà ëåñòíèöà � ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå îòðåçêà [0, 1] → [0, 1], ïðèíèìàþùåå íà èíòåðâàëå (1/3, 2/3) ïî-
ñòîÿííîå çíà÷åíèå

1
2 , íà (1/9) è (7/9, 8/9) ñîîòâåòñòâåííî 1

4 è
3
4 è.ò.ä; íà îñòàâøèåñÿ àðãóìåíòû îíî ïðîäîëæàåòñÿ

óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè. Äîïîëíÿÿ ýòî îòîáðàæåíèå íóëåì è åäèíèöåé âíå îòðåçêà [0, 1] ïîëó÷èì íåïðåðûâíóþ

ìîíîòîííóþ íåóáûâàþùóþ �óíêöèþ [0, 1] → R, êîòîðàÿ è çàäàåò ñèíãóëÿðíóþ ìåðó íà ïðÿìîé, à çíà÷èò è

íåïðåðûâíóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ν, êîòîðàÿ òàêæå íàçûâàåòñÿ ñèíãóëÿðíîé. �ðà�èê �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
Fν(x) ïîêàçàí íà ãðà�èêå �èñ.6.

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

�èñ. 6: Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fν(x) íåïðåðûâíîé ñèíãóëÿðíîé ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíû ν.

9.5 △Îò ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ê ñëó÷àéíûì âåêòîðàì

�å÷ü çäåñü ïîéäåò î �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F~ξ(x) �- àíàëîãå èçëîæåííîé âûøå êîíñòðóêöèè.

Âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî (Rn,B(Rn), P )

Îáîçíà÷èì

Fn(x1, x2, . . . , xn) = P ((−∞, x1]× . . . (−∞, xn])

∆aibiFn(x1, x2, . . . , xn) = Fn(x1, x2, . . . , xi−1, bi, xi+1, . . . , xn)− Fn(x1, x2, . . . , xi−1, ai, xi+1, . . . , xn)

Èòåðàöèÿ ðàçíîñòíûõ îïåðàòîðîâ äàåò

∆a1b2 . . .∆anbnFn(x1, x2, . . . , xn) = P ((a1, b1]× . . . (an, bn]) > 0

Ïî ñâîéñòâó íåïðåðûâíîñòè âåðîÿòíîñòè Fn(~x) = Fn(x1, x2, . . . , xn) èìååò â êàæäîé òî÷êå ïðåäåëû ñëåâà è

íåïðåðûâíà ñïðàâà, êðîìå òîãî ∀k limxk→−∞ Fn(x1, x2, . . . , xn) = 0, à òàêæå Fn(+∞,+∞, . . . ,+∞) = 1. Ëþáàÿ
�óíêöèÿ ñ òàêèìè ñâîéñòâàìè íàçûâàåòñÿ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ñïðàâåäëèâ àíàëîã ðàññìîòðåííîãî âûøå ñâîéñòâà, ÷òî ïî �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ââåñòè âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó PF òàêóþ, ÷òî

∆a1b2 . . .∆anbnFn(x1, x2, . . . , xn) = PF ((a1, b1]× . . . (an, bn]) > 0

43



△ Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Çàêîí ¾íóëÿ è åäèíèöû¿

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξ1, ξ2, ξ3 . . . íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (íåîáÿçàòåëüíî îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ)

îïðåäåëÿåò ñîáûòèÿ, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ïîâåäåíèþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ¾â áåñêîíå÷íîñòè¿, à èìåííî ïðèíàä-

ëåæàò K =
⋂∞

m=1 D∞
m ïåðåñå÷åíèþ σ-àëãåáð D∞

m = σ(ξm, ξm+1,...) (ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïåðåñå÷åíèå

20

âëîæåííûõ

σ-àëãåáð ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé), êîòîðûå îòâå÷àþò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì âèäà ξm, ξm+1, . . .. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî
òðåáîâàíèå íåçàâèñèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âëå÷åò î÷åíü ñèëüíîå îãðàíè÷åíèå íà âå-

ðîÿòíîñòè ñîáûòèé èç σ-àëãåáðû K . Ïðè óñëîâèè íåçàâèñèìîñòè âñÿêîå ñîáûòèå A è K íå çàâèñèò îò çíà÷åíèé

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . ξm ïðè ëþáîì êîíå÷íîì ÷èñëå m, à îïðåäåëÿåòñÿ ëèøü ïîâåäåíèåì ¾áåñêîíå÷íî

äàëåêèõ¿ çíà÷åíèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, ξ3 . . ., òåîðåìà Êîëìîãîðîâà óòâåðæäàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü òàêîãî

ñîáûòèÿ A èç K óäîâëåòâîðÿåò P (A) = P (A)P (A), òî åñòü åãî âåðîÿòíîñòü ðàâíà íóëþ èëè åäèíèöå. Â ÷àñòíîñòè

ëþáàÿ K-èçìåðèìàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà äîëæíà áûòü íåîòëè÷èìà îò êîíñòàíòû.

Äîêàçàòåëüñòâî Åñëè A ∈ K, òî ýòî ñîáûòèå ëåæèò â ìèíèìàëüíîé σ-àëãåáðå σ {ξ1, ξ2 . . .} âñåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî σ {ξ1, ξ2 . . .} ïîðîæäåíà ñîáûòèÿìè èç îáúåäèíåíèÿ

⋃

n σ {ξ1, ξ2 . . . ξn}. Ïîýòîìó íàé-
äóòñÿ òàêèå ñîáûòèÿ An ∈ σ {ξ1, ξ2 . . . ξn} òàêèå, ÷òî P (An△A) → 0 ïðè n→ ∞. Îòñþäà ÿñíî, ÷òî P (An) → P (A),
à òàêæå P (An ∩ A) → P (A). Ïðè ýòîì ñîáûòèÿ An è A íåçàâèñèìû, òàê ÷òî ïðè n→ ∞ îäíîâðåìåííî

P (An ∩ A) → P (A) è P (A ∩ An) = P (A)P (An) → P (A)P (A)

Ïðèìåð

�àññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, ξ3 . . . òàêèõ,
÷òî êàæäàÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ ±1 ñ ðàâíûìè âåðîÿòíîñòÿìè. ×òî ìîæíî ñêàçàòü î âåðîÿòíîñòè ñõîäèìîñòè

(ê êîíå÷íûì çíà÷åíèÿì) ðÿäà

∑∞
n

ξn
n ?

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî ñîáûòèå A =
{

ω :
∑∞

n
ξn
n ñõîäèòñÿ

}

îïðåäåëÿåòñÿ èìåííî ïîâåäåíèåì ¾áåñêîíå÷íî

äàëåêèõ¿ ÷ëåíîâ èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξn} è ïîòîìó âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A ðàâíà ëèáî íóëþ, ëèáî

åäèíèöå.

9.6 ◦ Êîíñòðóêöèÿ �àäåìàõåðà äëÿ ¾áåñêîíå÷íîé ñõåìû Áåðíóëëè¿. Ïðèìåð σ-

àëãåáðû

�àññìîòðèì íåçàâèñèìûå ïîâòîðåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ ñîáûòèÿìè {0} è {1}. Áîãàòûé çàïàñ ïðàêòè÷åñêè

çíà÷èìûõ óòâåðæäåíèé òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ìîæåò áûòü ïðîèíòåðïðåòèðîâàí íà ñðàâíèòåëüíî íåñëîæíîì ïðè-

ìåðå (êîíå÷íîãî èëè áåñêîíå÷íîãî) íåçàâèñèìîãî ïîâòîðåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ ðåçóëüòàòàìè-ñîáûòèÿìè {0}
è {1}, êàê è ïðåæäå ýòîò ýêñïåðèìåíò òðàäèöèîííî íàçûâàþò áðîñàíèåì íåñèììåòðè÷íîé ìîíåòû. Íî â ýòîì

ðàçäåëå ìû áîëåå íå îãðàíè÷èâàåìñÿ êîíå÷íûì ÷èñëîì ïîâòîðåíèé. �àíåå ïîÿñíÿëîñü, ÷òî ìíîæåñòâî Ω èñõîäîâ

â ñëó÷àå íåçàâèñèìîãî ïîâòîðåíèÿ äîëæíî áûòü ïðîèçâåäåíèåì ìíîæåñòâ èñõîäîâ â åäèíè÷íîì ýêñïåðèìåí-

òå.Ìû óæå ðàññìàòðèâàëè ñëó÷àé êîíå÷íîãî n- êðàòíîãî ïîâòîðåíèÿ ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ èñõîäàìè: àëãåáðà

ñîáûòèé â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîÿëà èç ëþáûõ ïîäìíîæåñòâ â Ω =
∏n

1 Υi. Åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü àíàëîãè÷íóþ

êîíñòðóêöèþ Â áåñêîíå÷íîì ñëó÷àå, çäåñü áóäóò âàæíûå îòëè÷èÿ, ýòî äàñò ïîíèìàíèå çà÷åì íóæíà êîíöåïöèÿ

σ-àëãåáðû.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ïîíèìàíèåì ïðîèçâåäåíèÿ ýëåìåíòàìè ω áåñêîíå÷íîãî ïðîèç-

âåäåíèÿ Ω =
∏∞

1 Υi ÿâëÿþòñÿ áåñêîíå÷íûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòîâ èç Υ, òî åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

èç íóëåé è åäèíèö, îñòàëîñü îïðåäåëèòü σ-àëãåáðó ñîáûòèé. �àçóìååòñÿ, Ω è ∅ ñëåäóåò ñ÷èòàòü ñîáûòèÿìè. Â

ñîîòâåòñòâèè ñ òîïîëîãè÷åñêèì ïîäõîäîì ê ñîáûòèÿì â

∏∞
1 Υi ñëåäóåò ïðè÷èñëèòü ïðîîáðàçû ñîáûòèé {0} è {1}

ïðè ïðîåêöèÿõ πk :
∏∞

1 Υi → Υk, à òàêæå èõ âñåâîçìîæíûå êîíå÷íûå ïåðåñå÷åíèÿ, îáúåäèíåíèÿ è äîïîëíåíèÿ.

Òàêèì îáðàçîì âîçíèêàåò àëãåáðà A ñîáûòèé íà Ω: ñèñòåìà ïîäìíîæåñòâ, çàìêíóòàÿ îòíîñèòåëüíî êîíå÷íûõ

îáúåäèíåíèé,ïåðåñå÷åíèé è äîïîëíåíèé, ñîäåðæàùàÿ êðîìå òîãî ïóñòîå ìíîæåñòâî ∅ è äîïîëíåíèå ê íåìó Ω.
Êàæäûé ýëåìåíò â Ω îòîæäåñòâëåí ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ èç íóëåé è åäèíèö ω1ω2ω3 . . . Ñëåäóþùèå âàæíûå
âîïðîñû äåìîíñòðèðóþò íåêîòîðóþ îãðàíè÷åííîñòü àëãåáðû ñîáûòèé A, ïîðîæäåííîé ïðîîáðàçàìè:

� Ïóñòü ω ∈ Ω, Âõîäèò ëè ñîáûòèå {ω} â A?

� ßâëÿåòñÿ ëè A σ-àëãåáðîé?

20

Çäåñü âàæíî íå çàáûâàòü, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî îáúåäèíåíèÿ âëîæåííûõ σ-àëãåáð àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå íåâåðíî!
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� Âåðíî ëè, ÷òî ïåðåñå÷åíèå äâóõ σ-àëãåáð ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé?

Òàêèì îáðàçîì äëÿ òîãî, ÷òîáû âêëþ÷èòü â ðàññìîòðåíèå îäíîòî÷å÷íûå ñîáûòèÿ {ω} íåîáõîäèì ïåðåõîä îò

àëãåáðû ñîáûòèé A ê ïîðîæäàåìîé åþ σ-àëãåáðå, êîòîðàÿ èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê à σ-àëãåáðå áîðåëåâñêèõ
ïîäìíîæåñòâ íà îòðåçêå [0, 1].

Äåéñòâèòåëüíî, ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë óñòðîéñòâà ìíîæåñòâà Ω ìîæíî óñìîòðèòü îïÿòü-òàêè èç îòîæäåñòâ-

ëåíèÿ ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè èç íóëåé è åäèíèö, êàæäîé òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæíî

ñîïîñòàâèòü ðÿä � ¾äâîè÷íîå ðàçëîæåíèå äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà¿

∑∞
k=1

ωk

2k èç îòðåçêà [0, 1], òåì ñàìûì ïîëó÷àÿ

íåêîòîðîå íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î ñòðîåíèè Ω.

� Óïðàæíåíèå: âåðíî ëè, ÷òî ïðè òàêîì ñîîòâåòñòâèè ìíîæåñòâî Ω ñîâïàäàåò ñ [0, 1]? Îòâåò: íåò.

Òàêèì îáðàçîì Ω ñîâïàäàåò ñ îáúåäèíåíèåì îòðåçêà [0, 1] è ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâå òî÷åê, à ïðîîáðàçû ñîáûòèé ïðè

ïðîåêöèÿõ ïîðîæäàþò áîðåëåâñêóþ σ-àëãåáðó íà îòðåçêå.
Îñòàëîñü ïîíÿòü, êàê óñòðîåíà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà: â îáùåì ñëó÷àå íåçàâèñèìûõ ïîâòîðåíèé óñòðîéñòâî åå

íåòðèâèàëüíî è ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíîñòè. Íî êîãäà â åäèíè÷íîì ýêñïåðèìåíòå èñõîäû {0} è {1} ðàâíîâåðîÿòíû,
ýòà âåðîÿòíîñòíàÿ ìåðà â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ áîðåëåâñêîé ìåðîé íà îòðåçêå, ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ïðè ýòîì èìååò

ìåðó íîëü. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ëåãêî ïðåäúÿâèòü è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i.i.d. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí-èíäèêàòîðîâ

εk = 1{εk=1}, îïðåäåëåííûõ äëÿ k-ãî ïîâòîðåíèÿ ýêñïåðèìåíòà. Áîëåå òîãî, ÷ëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â ýòîì

ñëó÷àå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû (ñ òî÷íîñòüþ äî çíà÷åíèé íà ñîáûòèè ìåðû íîëü) ñâîèìè ãðà�èêàìè!

� Óïðàæíåíèå: íàðèñóéòå ãðà�èê ñ.â. ñîâïàäàþùåé ñ ïðîèçâåäåíèåì ε1ε3.

� Óïðàæíåíèå: Çàâèñèìû ëè ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ε1ε3 è ε1ε4?

� Óïðàæíåíèå: íàðèñóéòå �óíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ Fε1ε3?

△ Óñèëåííûé Çàêîí Áîëüøèõ ×èñåë â ñõåìå Áåðíóëëè

Äëÿ ìîäåëè ñ áåñêîíå÷íûì ïîâòîðåíèåì ýêñïåðèìåíòà ñ äâóìÿ èñõîäàìè èìååì i.i.d. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí {ξk} òàêèõ, ÷òî ξk 0 1
q p

, à òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èõ ñóìì Sk = ξ1+ . . .+ ξk � ò.å. ÷èñëå

óñïåõîâ â ïåðâûõ k èñïûòàíèÿõ. Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå î âåðîÿòíîñòè îñíîâûâàåòñÿ íà èíòóèòèâíîì ïðåä-

ñòàâëåíèè î ïðàâèëüíîñòè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ: ¾Sn â ïðåäåëå ïî n äàåò çíà÷åíèå p¿. Â òåîðèè ýòî íèêàê

íå ìîæåò áûòü âåðíûì äëÿ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïûòàíèé, îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî óòâåðæäåíèå

âûïîëíÿåòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà; ïîýòîìó ñëó÷àè, êîãäà îíî íåâåðíî, ÿâëÿþòñÿ èñêëþ÷åíèåì, êîòîðûì ìîæ-

íî ïðåíåáðå÷ü. Óïîìèíàâøàÿñÿ â ðàçäåëå 8.2 �ðèêâåíòèñòñêàÿ âåðñèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé êàê ðàç èñïîëüçóåò

ýòîò ïðèíöèï ïðè îïðåäåëåíèè ñàìîãî ïîíÿòèÿ âåðîÿòíîñòè. Ñ�îðìóëèðóåì òåïåðü (âåðñèþ) Óñèëåííîãî çàêîíà

Áîëüøèõ ×èñåë äëÿ óêàçàííîé ñèòóàöèè (â ïðèíöèïå, ýòî ñëåäñòâèå òàê íàçûâàåìîé Ëåììû Áîðåëÿ-Êàíòåëëè,

êîòîðàÿ â íàø êóðñ íå âîøëà).

Òåîðåìà 9.2 Äëÿ ëþáîãî ε > 0 âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îñóùåñòâèòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáûòèé

∣

∣

∣

∣

Sn

n
− p

∣

∣

∣

∣

> ε

ðàâíà 1.

Íåñìîòðÿ íà ñõîäñòâî ýòîé �îðìóëèðîâêè ñ çàêîíîì ¾íóëÿ è åäèíèöû¿ óòâåðæäåíèå ê íåìó íå ñâîäèòñÿ, ïî-

ñêîëüêó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Sm} íå ÿâëÿåòñÿ i.i.d.

Ëåììà 9.3 Ïóñòü A1, A2, . . . �áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü - ñîáûòèé â óêàçàííîé ñõåìå áåñêîíå÷íûõ

ïîâòîðåíèé, êàæäîå ñîáûòèå èç êîòîðûõ îïðåäåëåíî ñ ïîìîùüþ òîëüêî êîíå÷íîãî ÷èñëà èñïûòàíèé è P (Ak) =
ak. Åñëè ðÿä

∑

k ak ñõîäèòñÿ, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà ïðîèçîéäåò

21

ëèøü êîíå÷íîå ÷èñëî ñîáûòèé Ak

Äîêàçàòåëüñòâî Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî δ > 0 âûáåðåì r òàêèì, ÷òîáû ar+1 +
ar+2 + . . . < δ, ýòî âîçìîæíî èç-çà ñõîäèìîñòè ðÿäà. Ëåììà óòâåðæäàåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïðîèçîéòè N > 1
ñîáûòèÿì èç Ar+1 . . . ìåíüøå δ. Ýòî ëåãêî âèäåòü èç �îðìóëû âêëþ÷åíèé è èñêëþ÷åíèé ïîñêîëüêó

P (Ar+1 ∪ . . . ∪ AN) 6 ar+1 + ar+2 + . . . < δ

21

Ïåðå�îðìóëèðóéòå íå�îðìàëüíîå âûðàæåíèå ¾ïðîèçîéäåò¿ áîëåå ñòðîãî
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Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó ñàìîé òåîðåìû. Îáîçíà÷èì äëÿ a > 2 ÷åðåç Ak ñîáûòèå

∣

∣

∣

∣

Sk − kp√
kpq

∣

∣

∣

∣

>
√
2a lnk

åãî âåðîÿòíîñòü ìîæíî àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íî îöåíèòü ïî �îðìóëå Ìóàâðà-Ëàïëàñà (èëè ñ ïîìîùüþ �îðìóëû

îöåíêè âåðîÿòíîñòè áîëüøèõ îòêëîíåíèé ïðè ñëó÷àéíîì áëóæäàíèè, ñì. 5.5) â îêàæåòñÿ, ÷òî P (Ak) ∼ 1
ka , òî

åñòü èìååì ñõîäÿùèéñÿ ðÿä èç âåðîÿòíîñòåé è óñëîâèå Ëåììû âûïîëíåíî.

� Îñîáåííîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ÿçûêà σ-àëãåáð

Îïèñàíèå áåñêîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ è èõ ñåìåéñòâ ñâÿçàíî ñ àêñèîìàòèêîé òåîðèè ìíîæåñòâ, êàê èçâåñòíî,

ñîãëàñèÿ â òîì, ÷òî ñëåäóåò ñ÷èòàòü ¾îáùåîáÿçàòåëüíîé¿ ñèñòåìîé àêñèîì ñðåäè ìàòåìàòèêîâ íåò è íå ïðåäâè-

äèòñÿ. Â ïåðâîé ïîëîâèíå ÕÕ âåêà èìåëî ìåñòî óâëå÷åíèå ïàòîëîãè÷åñêèìè ïðèìåðàìè áåñêîíå÷íûõ ìíîæåñòâ,

êîòîðûå â çàâèñèìîñòè îò ñèñòåìû àêñèîì ìîãëè áû ñ÷èòàòüñÿ ¾ñóùåñòâóþùèìè¿, è äîñòàòî÷íî áûñòðî áûëà

îòìå÷åíà ðîëü àêñèîìû âûáîðà â ïîñòðîåíèè ïîäîáíûõ ïðèìåðîâ. Îäíàêî óæå ñòàíäàðòíûé ìàòåìàòè÷åñêèé

àíàëèç áåç àêñèîìû âûáîðà âûãëÿäèò â âûñøåé ñòåïåíè ñòðàííî: íàïðèìåð, ïðèäåòñÿ ãîâîðèòü î ïîäìíîæåñòâàõ

îòðåçêà â êîòîðûõ íå ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîãî ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà.

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, êîíñòðóêöèè áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ, σ-àëãåáð è ñîîòâåòñòâóþùèõ ìåð âêëþ÷àþò èí-
òóèòèâíî íåî÷åâèäíûå äëÿ ïðèêëàäíûõ èíòåðïðåòàöèé óòâåðæäåíèÿ òàêæå êàê ïðàâèëî ñâÿçàííûå ñ àêñèîìîé

âûáîðà, ìû ïðèâåäåì çäåñü (òîëüêî äëÿ èí�îðìàöèè, íî ìîæíî âîñïðèíèìàòü è êàê çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëü-

íîãî ðåøåíèÿ) íåêîòîðûå èç íèõ.

1. �àíåå (ñì. 9.6) áûëî ïðåäëîæåíî îïèñàíèå âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà {0, 1}∞ äëÿ áåñêîíå÷íûõ ïîâòî-

ðåíèé ðàâíîâåðîÿòíûõ èñõîäîâ, ñ òî÷íîñòüþ äî ìåðû íîëü ñîâïàäàþùåå ñ îòðåçêîì [0, 1]. Â êîíòèíóóìå

ýëåìåíòàðíûõ èñõîäîâ ìîæíî ââåñòè îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè, îòîæäåñòâëÿþùåå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðàçëè÷àþùèåñÿ íå áîëåå, ÷åì â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ïîçèöèé. Âûáèðàÿ ïî ýäåìåíòó â êàæäîì êëàññå ýê-

âèâàëåíòíîñòè ïî îäíîìó ýëåìåíòó ìû ïîëó÷àåì ïðèìåð íåáîðåëåâñêîãî ìíîæåñòâà (ïðèìåð íåêîíñòðóê-

òèâíûé, òàê êàê îïèðàåòñÿ íà àêñèîìó âûáîðà).

2. σ-àëãåáðà íàçûâàåòñÿ ñ÷åòíî-ïîðîæäåííîé, åñëè îíà ïîðîæäàåòñÿ íåêîòîðûì ñ÷åòíûì êëàññîì ïîäìíî-

æåñòâ. Íàïðèìåð σ-àëãåáðà B áîðåëåâñêèõ ïîäìíîæåñòâ â (0, 1] ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíî-ïîðîæäåííîé ïîëóèíòåðâà-
ëàìè ñ êîíöàìè â ðàöèîíàëüíûõ òî÷êàõ. Îäíàêî, íàïðèìåð, σ-àëãåáðà, ñîñòîÿùàÿ èç ñ÷åòíûõ ïîäìíîæåñòâ
èç B êîíå÷íî-ïîðîæäåííîé óæå íå ÿâëÿåòñÿ.

3. Îáúåäèíåíèå âëîæåííûõ äðóã â äðóãà σ-àëãåáð ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé, íî âîâñå íå îáÿçàíî áûòü σ-àëãåáðîé.

4. Îáúåäèíåíèå ñòðîãî âëîæåííûõ äðóã â äðóãà àëãåáð çàâåäîìî íå ÿâëÿåòñÿ σ-àëãåáðîé.

10 Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â îáùåì ñëó÷àå

Íàïîìíèì, ÷òî çà îòäåëüíûìè ïðèìåðàìè, ìû âûíîñèì çà ðàìêè êóðñà ñèíãóëÿðíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è

îñòàåìñÿ â ðàìêàõ ñåìåéñòâà, ñîäåðæàùåãî àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ñ.â. è ñìåøàííûå ñ.â. �- ïîñëåäíåå îçíà÷àåò,

÷òî â �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) ïðåäñòàâèìà â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ íåîòðèöàòåëüíûìè êîý��èöè-
åíòàìè a1 + a2 = 1 äâóõ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ: êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé, êîòîðàÿ òåì ñàìûì ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé

ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è íåïðåðûâíîé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ F2(x), äîïóñêàþùåé
ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èíòåãðàëà

F2(x) =

x
∫

−∞

f(t)dt

�àíåå áûëè èçëîæåíû îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è êîíñòðóêöèè äëÿ äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: â óñëîâèÿõ

àêñèîìàòèêè Êîëìîãîðîâà ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè íàçûâàþòñÿ èçìåðèìûå ïî Áîðåëþ ÷èñëîâûå �óíêöèè íà Ω.
�àññìîòðåííûå ðàíåå èíòóèòèâíî ÿñíûå ïîíÿòèÿ â íåäèñêðåòíîì âàðèàíòå èíîãäà òðåáóþò óòî÷íåíèé, âïðî÷åì

â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèé ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû áåç èçìåíåíèé. Áàçîâàÿ èäåÿ

çäåñü îïèðàåòñÿ íà ðàññìîòðåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ àïïðîêñèìàöèé îáùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

22

. Â íåêîòîðîì

âèäå ýòà èäåÿ èñïîëüçîâàëàñü óæå â îïðåäåëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì çíà÷åíèé.

22

òî åñòü èçìåðèìîé �óíêöèè ξ : Ω → R) ñ ïîìîùüþ äèñêðåòíûõ ñ.â., ïðèíèìàþùèõ êîíå÷íîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Òàêèå ñëó÷àéíûå

âåëè÷èíû íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè

46



10.1 ◦ Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå

Äëÿ ïðèíèìàþùèõ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ââåäåííîå ðàíåå ïîíÿòèå

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ åñòü íå ÷òî èíîå êàê èíòåãðàë â ñìûñëå Ëåáåãà äëÿ èçìåðèìîé �óíêöèè Ω → R, Â

îáùåì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ââîäèòñÿ èìåííî êàê èíòåãðàë ïî Ëåáåãó

∫

Ω

ξdP

îò èçìåðèìîé ïî Áîðåëþ �óíêöèè ξ(ω):

øàã 1 Ïóñòü ñíà÷àëà ξ(ω) íåîòðèöàòåëüíà. Èíòåãðàëîì Ëåáåãà îò íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ(ω),
èëè â íàøåì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì, íàçûâàåòñÿ, ïðåäåë

23 limnEξn ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé
Eξn ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξn èç àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn ↑ ξ (ò.å. âñå ξn 6 ξ è
limn ξn(ω) = ξ(ω)). Êîððåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ, òî åñòü îòñóòñòâèå çàâèñèìîñòè çíà÷åíèÿ ïðåäåëà îò âûáîðà
àïïðîêñèìèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äîêàçûâàåòñÿ â òåîðèè ìåðû

24

.

øàã 2 Äëÿ ñ.â. ξ èìååì äâå íåîòðèöàòåëüíûå ñ.â. ξ+ = max(ξ, 0) è ξ− = min(ξ, 0), åñëè ó îáåèõ îïðåäåëåíî

ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, òî ïîëàãàåì Eξ = Eξ+ − Eξ−

Ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ âûòåêàþò èç ñâîéñòâ èíòåãðàëà Ëåáåãà, â ÷àñòíîñòè, óêàçàííûå â ðàçäåëå

5.1 ñâîéñòâà ìàò.îæèäàíèé äëÿ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ñîõðàíÿþòñÿ, ïðèâåäåì íåêîòîðûå, ðàíåå ïðîïó-

ùåííûå (èëè ñ�îðìóëèðîâàííûå â âèäå çàäà÷):

1. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Eξη ïðîèçâåäåíèÿ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ η ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ

EξEη, åñëè ñîìíîæèòåëè îïðåäåëåíû.

2. Åñëè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå Eξ îïðåäåëåíî , òî äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A ⊂ Ω îïðåäåëåíî ìàò.îæèäàíèå

Eξ1A.

3. Ïóñòü ξ > 0 è Eξ = 0, òîãäà ξ = 0 âñþäó, êðîìå ìîæåò áûòü ñîáûòèÿ íóëåâîé âåðîÿòíîñòè.

Ìû îáñóæäàëè, ÷òî ñ.â. ñ �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x) ìîæíî ïîíèìàòü êàê òàâòîëîãè÷åñêîå îòîáðàæåíèå

ξ : R → R, ãäå âåùåñòâåííàÿ ïðÿìàÿ ïðåâðàùåíà â âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî ñ áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé è

ìåðîé, îïðåäåëåííîé ïðè ïîìîùè Fξ(x). Ýòî îáúÿñíÿåò îáîçíà÷åíèå Eξ =
∫

R
xdFξ äëÿ ìàò.îæèäàíèÿ. Äëÿ

àáñîëþíî íåïðåðûâíûõ ñ.â îïðåäåëåíà ïëîòíîñòü fξ(x) ðàñïðåäåëåíèÿ è Fξ(b) − Fξ(a) =
∫

(a,b] fξ(x)dx, ÷òî

ïîçâîëÿåò â ýòîì ñëó÷àå âû÷èñëÿòü Eξ =
∫

R
xdFξ êàê íåñîáñòâåííûé èíòåãðàë �èìàíà.

E(ξ) =

∞
∫

−∞

xfξ(x)dx

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíÿÿ �îðìóëà ëåãêî îáúÿñíÿåò, ïî÷åìó ìîìåíòû ñ.â. îïðåäåëåíû íå âñåãäà: äåéñòâèòåëüíî,

íå âñå íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû ñõîäÿòñÿ.

Â äàëüíåéøåì âñòðåòèòñÿ ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

25

ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ: äëÿ áîðåëåâñêîé �óíêöèè g :
R → R è ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ñ ïëîòíîñòüþ fξ(x) ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû g(ξ) ðàâíî

E (g(ξ)) =

∫

R

xdFg(ξ)(x) =

∫

R

g(x)dFξ

Äëÿ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ýòî âïîëíå î÷åâèäíî, ïðåäåëüíûé ïåðåõîä äàåò óäîáíóþ �îðìóëó äëÿ àáñî-

ëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí:

E (g(ξ)) =

∫

R

g(x)fξ(x)dx

23

Â îáùåì îïðåäåëåíèè èíòåãðàëà Ëåáåãà äîïóñêàþò çíà÷åíèå +∞ äëÿ ïðåäåëà, â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ýòî ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî íà-

äî ðàññìàòðèâàòü áåñêîíå÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ. Äëÿ ïðîñòîòû â íàøåì êóðñå ó÷àñòâóþò òîëüêî êîíå÷íûå ìàò.îæèäàíèÿ,

÷òî â äèñêðåòíîì ñëó÷àå îïèðàëîñü íà òðåáîâàíèå àáñîëþòíîé ñõîäèìîñòè ðÿäà

∑

aipi.
24

ÿâíî òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìîæíî âûáðàòü, íàïðèìåð, èç èíäèêàòîðîâ òàê:

ξn(ω) =
n2n
∑

k=1

k − 1

2n
1{ k−1

2n
6ξ(ω)< k

2n
}(ω) + n1{ξ(ω)>n}(ω)

25

Òàê íàçûâàåìàz ¾�îðìóëà ëåíèâîãî ñòàòèñòèêà¿
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Ïðèìåð: ïî÷åìó óñðåäíÿþò èçìåðåíèÿ?

Âåðíåìñÿ ê óæå ðàññìîòðåííîìó íàìè íåðàâåíñòâó ×åáûø¼âà è äîêàæåì åãî åùå ðàç äëÿ èìåþùåéDξ ïëîòíîñòü
ðàñïðåäåëåíèÿ fξ(x) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, âîñïîëüçîâàâøèñü ïðèâåäåííûì âûøå ïðàâèëîì

E (g(ξ)) =

∫

R

g(x)fξ(x)dx

Äåéñòâèòåëüíî:

E
(

(ξ − E(ξ))2
)

=

∫

R

(x−E(ξ))2fξ(x)dx >

∫

|x−E(ξ)|>ε

(x−E(ξ))2fξ(x)dx >

∫

|x−E(ξ)|>ε

ε2fξ(x)dx > ε2
∫

|x−E(ξ)|>ε

fξ(x)dx = ε2P (|x− E(ξ)| > ε)

èëè êàê îáû÷íî P {|ξ − E(ξ)| > ε} 6
D(ξ)
ε2 . Åñëè ξ = (η1 + η2 + . . . ηn)/n ãäå âñå ηk íåçàâèñèìû ìåæäó ñîáîé, òî

ïî ÇÁ× â �îðìå ×åáûøåâà ïîëó÷àåòñÿ P {|ξ − E(ξ)| > ε} 6
D(η)
nε2 è, çíà÷èò, ïðè áîëüøèõ n èíòåãðàë

∫ E(ξ)+ε

E(ξ)−ε

fξ(x)dx → 1

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âåñü íîñèòåëü �óíêöèè ïëîòíîñòè fξ(x) ñ ðîñòîì n ñîñðåäîòà÷èâàåòñÿ â ñêîëü óãîäíî

ìàëîì èíòåðâàëå âîêðóã E(ξ), òî åñòü óñðåäíåíèå èçìåðåíèé ηk äàåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ìàëî îòëè÷àþùóþñÿ

îò êîíñòàíòû E(ξ). Íå�îðìàëüíî âûðàæàÿñü, ¾óñðåäíåíèå ãîðàçäî áîëåå ñòàáèëüíî, ÷åì îòäåëüíûå èçìåðåíèÿ¿

Ïðèìåð: ¾ïðàâèëî òðåõ ñèãì¿

. Åñëè â íåðàâåíñòâå ×åáûø¼âà ïîëîæèòü ε = 3σ = 3
√

D(ξ) òî ïîëó÷àåòñÿ óíèâåðñàëüíàÿ îöåíêà

8
9 äëÿ âå-

ðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå îêàçàòüñÿ íå äàëåå 3σ îò ñâîåãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Äëÿ êîíêðåòíûõ

ðàñïðåäåëåíèé ýòà óíèâåðñàëüíàÿ îöåíêà ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííî óëó÷øåíà.

10.2 △ Íåðàâåíñòâà

Äëÿ íà÷àëà óïîìÿíåì

26

òåîðåìó î íåðàâåíñòâàõ, îòíîñÿùóþñÿ ê ñâîéñòâàì èíòåãðàëà Ëåáåãà ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé �óíêöèé, íî òîëüêî ñ�îðìóëèðóåì åå â òåðìèíàõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé.

Òåîðåìà 10.1 (Î ìàæîðèðóåìîé ñõîäèìîñòè) Ïóñòü ñ.â. η, ξ1, ξ2, . . . òàêîâû, ÷òî |ξn| < η, Eη ñóùåñòâó-

åò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξn(ω)} ñõîäèòñÿ ê ñ.â. ξ ïðè âñåõ ω ∈ Ω, êðîìå ìîæåò áûòü ìíîæåñòâà ìåðû

íîëü

27

. Òîãäà Eξ ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì Eξn → Eξ è E |ξn − ξ| → 0

Ñëåäñòâèå 10.2 Ïóñòü ñ.â. η, ξ1, ξ2, . . . òàêîâû, ÷òî |ξn| < η, ïðè íåêîòîðîì m > 0 Eηm ñóùåñòâóåò, ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü {ξn(ω)} ñõîäèòñÿ ê ñ.â. ξ ïðè âñåõ ω ∈ Ω, êðîìå ìîæåò áûòü ìíîæåñòâà ìåðû íîëü Òîãäà

Eξm ñóùåñòâóåò , ïðè÷åì Eξn → Eξ è E |ξn − ξ|m → 0

Ïðîäîëæèì àíàëîãèè ñ íåðàâåíñòâàìè èç òåîðèè èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî

Ïóñòü ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ è η òàêîâû, ÷òî 0 < Eξ2 <∞ è 0 < Eη2 <∞. Òîãäà E|ξη| <∞ è

(

E|ξη|
)2

6 Eξ2Eη2

Äîêàçàòåëüñòâî Ïåðåéäåì ê ñ.â. ξ̃ = ξ√
Exξ2

è η̃ = η√
Exη2

èìååì â ñèëó îáû÷íîãî íåðàâåíñòâà 2|xy| 6 x2 + y2

äëÿ x, y ∈ R

2E|ξ̃η̃| 6 Eξ̃2 + Eη̃2 = 2

E|ξη| 6 1

Íåðàâåíñòâî Êîøè-Áóíÿêîâñêîãî êîãäà Eξ2 = 0 èëè Exξ2 = 0, òðèâèàëüíî â ñèëó ñâîéñòâà 3, ïðèâåäåííîãî

âûøå.

26

Íàïîìíèì, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå ìàò.îæèäàíèÿ â íàøåì êóðñå îçíà÷àåò, ÷òî îíî < ∞
27

Ýòî òàê íàçûâàåìàÿ ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó, ñì äàëåå 11.1
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Íåðàâåíñòâî Èåíñåíà

Ïóñòü g = g(x) � âûïóêëàÿ âíèç èçìåðèìàÿ ïî Áîðåëþ ÷èñëîâàÿ �óíêöèÿ è Eξ <∞, òîãäà g (Eξ) 6 E [g(ξ)]

Äîêàçàòåëüñòâî Èç-çà âûïóêëîñòè ∀ x0 ∈ R ∃λ(x0) òàêîå, ÷òî
∀ x0 ∈ R g(x) > g(x0) + (x− x0)λ(x0)

Âûáèðàÿ òåïåðü x0 = Eξ x = ξ èìååì

g(ξ) > g(Eξ) + (ξ − Eξ)λ(Eξ)

è, ïðèìåíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ê ïîñëåäíåìó íåðàâåíñòâó, ïîëó÷àåì òðåáóåìîå: g (Eξ) 6 E [g(ξ)]

Ïîëåçíîå ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà Èåíñåíà: äëÿ 0 < s < t âûïîëíåíî

(E|ξ|s)1/s 6
(

E|ξ|t
)1/t

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ r = t/s > 1 è âûïóêëîé �óíêöèè g(x) = |x|r äëÿ ñ.â. η = |ξ|s íåðàâåíñòâî Éåíñåíà äàåò

òðåáóåìîå â âèäå [E(|ξ|s)]t/s 6 E(|ξ|t)
Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî íåðàâåíñòâà Ìàðêîâà, ×åáûøåâà, ×åðíîâà è Õ¼�äèíãà, ïîÿâèâøèåñÿ â ñâÿçè ñ äèñ-

êðåòíûìè ñ.â. òàêæå âåðíû, ïðè÷åì èõ äîêàçàòåëüñòâà äàæå íå òðåáóþò êîððåêöèè.

10.3 � Óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â îáùåì ñëó÷àå

�àíåå äëÿ ïðîñòûõ ñ.â. áûëà èçëîæåíà êîíñòðóêöèÿ óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ. Ñóùåñòâîâàíèå

óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ E(η|ξ) äëÿ ïàðû îáùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îáû÷íî îáúÿñíÿþò ïðè ïîìî-

ùè òåîðåìû �àäîíà-Íèêîäèìà (òàêæå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ) â òåîðèè ìåðû. Â ïîëíîé îáùíîñòè ýòî ïîíÿòèå

òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñî çíà÷åíèÿìè â ±∞ è ïîýòîìó ìû åãî ëèøü êîñíåìñÿ äëÿ îáùåé

èí�îðìàöèè.

Ïóñòü Ω,B, P � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è çàäàíà σ-ïîäàëãåáðà A â B òàêàÿ, ÷òî íåêîòîðàÿ ñëó÷àéíàÿ

âåëè÷èíà ξ íå îáÿçàòåëüíî èçìåðèìà îòíîñèòåëüíî A. Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàññìàòðèâàþò â îñíîâíîì ñëó÷àé,

êîãäà A ïîðîæäàåòñÿ ïðîîáðàçàìè (áîðåëåâñêèõ ìíîæåñòâ R) îäíîé èëè íåñêîëüêèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

øàã 1 Óñëîâíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì E(ξ|A) íåîòðèöàòåëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ îòíîñèòåëüíî A
íàçûâàåòñÿ (âîîáùå ãîâîðÿ ðàñøèðåííàÿ, òî åñòü ïðèíèìàþùàÿ è çíà÷åíèÿ â áåñêîíå÷íîñòè) èçìåðèìàÿ

îòíîñèòåëüíî A, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà òàêàÿ, ÷òî ∀A ∈ A ñîâïàäàþò èíòåãðàëû ïî ìåðå P :
∫

A

ξ =

∫

A

E(ξ|A)

�àçóìååòñÿ E(ξ|A) îïðåäåëåíà ëèøü ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæåñòâà íóëåâîé ìåðû.

øàã 2 Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñ.â. ξ óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E(ξ|A) ñ÷èòàåòñÿ îïðåäåëåííûì, åñëè

min
(

E(ξ−|A), E(ξ+|A)
)

<∞
è òîãäà E(ξ|A) = E(ξ+|A)− E(ξ−|A).

Âìåñòî òîãî, ÷òîáû âûâîäèòü çäåñü èç îäíîé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ (òåîðåìû �àäîíà-Íèêîäèìà) òåîðåìó ñó-

ùåñòâîâàíèÿ óñëîâíîãî ìàò.îæèäàíèÿ E(ξ|A), äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ äâóõ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ

âåëè÷èí ðàññìîòðèì áîëåå-ìåíåå ÿâíóþ êîíñòðóêöèþ, ïîâòîðÿþùóþ â îñíîâíîì çíàêîìûå ïîñòðîåíèÿ äëÿ äèñ-

êðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Èòàê, äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ, η) ò.å. ïàðû íåïðåðûâ-

íûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ äâóìåðíîé ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f(ξ,η)(x, y) ñíà÷àëà îïðåäåëèì äëÿ àðãóìåíòîâ

{y|fη(y) 6= 0} ÷èñëî E(ξ|η = y) �îðìóëîé

E(ξ|η = y) =
1

fη(y)

+∞
∫

−∞

xf{ξ,η}(x, y)dx

Äàëåå äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω ïîëîæèì

E
(

ξ
∣

∣

∣η
)

(ω) =

{

0, fη(η(ω)) = 0

E(ξ|η = η(ω)), fη(η(ω)) 6= 0

Åñëè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîñòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è âåêòîðîâ èíòåðïðåòèðîâàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîíÿòèÿ îáîá-

ùåííîé ïëîòíîñòè (òî åñòü δ-�óíêöèé), òî ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòè ïîñòðîåíèÿ äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ
ñëåäóþò ïðèâåäåííîé ðàíåå äèñêðåòíîé êîíñòðóêöèè.
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10.4 ◦ Âàæíûå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
Ìèíèìàëüíî-íåîáõîäèìûé ñïèñîê àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (çàäàâàåìûõ ñ ïîìîùüþ èõ ïëîò-

íîñòåé) ïðåäëàãàåòñÿ äëÿ çàïîìèíàíèÿ.

1. �àâíîìåðííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è âåêòîðû

(a) �àâíîìåðíîå íà îòðåçêå [a, b] ðàñïðåäåëåíèå

Fξ(x) =











0 x 6 a
x−a
b−a a < x 6 b

1 x > b

åãî òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü ÷åðåç ïëîòíîñòü:

fξ(x) =











0 x < a
1

b−a a 6 x 6 b

0 x > b

Ýòî âåðîÿòíîñòíàÿ ìîäåëü äëÿ âñòðîåííîãî â ÿçûê Ñ è openssl êîìïüþòåðíîãî ãåíåðàòîðà rand ïñåâ-

äîñëó÷àéíûõ ÷èñåë.

(b) �àíåå ðàññìîòðåííûå òðàäèöèîííûå ìîäåëè ãåîìåòðè÷åñêèõ âåðîÿòíîñòåé åñòåñòâåííî íàçûâàòü ðàâ-

íîìåðíî ðàñïðåäåëåííûìè â G ⊂ Rm
ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè

2. �àóññîâû ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû è âåêòîðû

(a) �àóññîâà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ïðèíèìàåò ëþáûå âåùåñòâåííûå çíà÷åíèÿ, çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

çàäàåòñÿ �îðìóëîé ïëîòíîñòè, ó÷àñòâóþò äâà ïàðàìåòðà m è σ > 0 :

fξ(x) =
1

σ
√
2π
e−

(x−m)2

2σ2

Íå�îðìàëüíûé ñìûñë âûòåêàåò èç �îðìóëû Ìóàâðà-Ëàïëàñà: ãàóññîâà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà � ïðåäåë

íîðìàëèçîâàííûõ ñóìì î÷åíü áîëüøîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ èíäèêàòîðîâ. Åñëè m = 0 è σ = 1, òî
èñïîëüçóþò òåðìèí íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ. Òðàäèöèîííî ãàóññîâó ïëîòíîñòü ñ ïàðàìåòðàìè

îáîçíà÷àþò N (m,σ2)

(b) �àóññîâû ñëó÷àéíûå âåêòîðû îïðåäåëÿþò ïðè ïîìîùè áîëüøîãî íàáîðà ïàðàìåòðîâ, êîòîðûå

îòâå÷àþò ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèÿì è êîâàðèàöèÿì êîìïîíåíò: n-ìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå çàäàåòñÿ
ñâîåé ïëîòíîñòüþ, çàâèñÿùåé îò ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ m1,m2, . . .mn è ñèììåòðè÷åñêîé, ïîëîæè-

òåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé Λ ïîðÿäêà n.

Íàïðèìåð, âîò êàê ãàóññîâñêîå ðàñïðåäåëåíèå óñòðîåíî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå:

g(x1, x2, x3) =

√

detΛ

(2π)3
exp



−1

2

3
∑

i,j=1

Λij(xi −mi)(xj −mj)



 ,

Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì óñòàíàâëèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòíûé ñìûñë ïàðàìåòðîâ: ìàòðèöà Λ ÿâëÿåòñÿ îáðà-

ùåíèåì ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç âñåâîçìîæíûõ ïîïàðíûõ êîâàðèàöèé êîìïîíåíò âåêòîðà, à íàáîð

m1,m2, . . .mn îáðàçóåò âåêòîð ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé êîìïîíåíò. Åñëè îïðåäåëèòü ¾Λ-ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ¿ (x,y)
Λ

= (Λx,y) =
∑3

i,j=1 Λ
ijxiyj è ñîîòâåòñòâóþùóþ Λ-¾äëèíó¿ |x|Λ =

√

(x,x)
Λ
, òî �îðìóëà ñòàíîâèòñÿ áîëåå íàïîìèíàþùåé �îðìóëó îäíîìåðíîãî ãàóññîâñêîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ:

g(x) =

√

detΛ

(2π)3
exp

[

−1

2

(

Λ(x−m),x−m
)

]

=

√

detΛ

(2π)3
e−

1
2 |x−m|2

Λ

Îïðåäåëåíèå ïëîòíîñòè ìíîãîìåðíîãî ãàóññîâà âåêòîðà â ðàçìåðíîñòè n:

√

detΛ

(2π)n
e−

1
2 |x−m|2

Λ
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Åñëè ìàòðèöà êîâàðèàöèé äèàãîíàëüíàÿ, òî è Λ äèàãîíàëüíàÿ è, íàïðèìåð â òðåõìåðíîì ñëó÷àå, íà

äèàãîíàëè ñòîÿò òðè ÷èñëà

1
σ2
1
, 1
σ2
3
, 1
σ2
3
, îò ýòîãî âñå åùå äîïîëíèòåëüíî óïðîùàåòñÿ:

g(x) =
1

(2π)3/2σ1σ2σ3
e
− 1

2

(

x1−m1
σ1

)2
− 1

2

(

x2−m2
σ2

)2
− 1

2

(

x3−m3
σ3

)2

=
∏

j

1√
2πσj

e
− 1

2

(

xj−mj
σj

)2

Ýòè ðàññóæäåíèÿ îáúÿñíÿþò ñëåäóþùåå âàæíîå óòâåðæäåíèå, êîòîðîå (õîòÿ áû â òðåõìåðíîì ñëó÷àå)

òðåáóåòñÿ óìåòü äîêàçûâàòü ñàìîñòîÿòåëüíî:

(
) åñëè êîìïîíåíòû ìíîãîìåðíîãî ãàóññîâñêîãî âåêòîðà íåêîððåëèðîâàíû, òî îíè íåçàâèñèìû. Âåðíî è

îáðàòíîå óòâåðæäåíèå.

Áîëüøèíñòâî ïðàêòèêîâ-íåìàòåìàòèêîâ íå ñêëîííû ðàçëè÷àòü îòëè÷èÿ â ïîíÿòèÿõ íåêîððåëèðîâàí-

íîñòè è íåçàâèñèìîñòè, â êîíå÷íîì ñ÷åòå ýòî ÷àñòü íàèâíîãî óáåæäåíèÿ â òîì, ÷òî ¾â ðåàëüíîé æèçíè

âñòðå÷àþòñÿ òîëüêî ãàóññîâû ðàñïðåäåëåíèÿ¿.

3. Ïîêàçàòåëüíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñ ïàðàìåòðîì λ > 0 èìååò ïëîòíîñòü:

fξ(x) =

{

0 x < 0

λe−λx x > 0

Íå�îðìàëüíûé ñìûñë: Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èçìåðÿåò äëèíó èíòåðâàëà âðåìåíè ìåæäó íàñòóïëåíèÿìè

¾óñïåõîâ¿ ïðè ¾íåïðåðûâíûõ¿ ïîâòîðåíèÿõ îïûòà, êîãäà ¾óñïåõ¿ ìàëîâåðîÿòåí íàñòîëüêî, ÷òî ñðåäíåå

÷èñëî ¾óñïåõîâ¿ çà åäèíè÷íîå âðåìÿ ðàâíî λ.

4. Ëîãíîðìàëüíàÿ ñ.â. Åñëè ýêñïîíåíòà ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ãàóññîâà N (m,σ2), òî ñàìà ñëó÷àéíàÿ âåëè-

÷èíà íàçûâàåòñÿ ëîãíîðìàëüíîé. Ýëåìåíòàðíîå óïðàæíåíèå äàåò ÿâíóþ �îðìóëó äëÿ åå ïëîòíîñòè:

f(x) =

{

0 x 6 0
1

xσ
√
2π

exp
[

− (ln x−m)2

2σ2

]

x > 0

5. Ñåìåéñòâà

(a) �àììà ðàñïðåäåëåíèÿ Êàê èçâåñòíî èç êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà ãàììà-�óíêöèÿ îò àðãó-

ìåíòà t > 0 îïðåäåëåíà ñëåäóþùåé �îðìóëîé

Γ(t) =

∫ ∞

0

ut−1e−udu

â êîìïëåêñíîì àíàëèçå ðàññêàçûâàåòñÿ êàê îíà àíàëèòè÷åñêè ïðîäîëæàåòñÿ íà äðóãèå êîìïëåêñíûå

çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà. Èçâåñòíî, ÷òî ãàììà-�óíêöèÿ èíòåðïîëèðóåò çíà÷åíèÿ �àêòîðèàëà, à èìåííî

ïðè íàòóðàëüíîì k:
Γ(k + 1) = k!

Èç îïðåäåëåíèÿ ãàììà �óíêöèè ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáûõ b > 0,r > 0 èíòåãðàë �óíêöèè ïîëîæèòåëü-

íîãî àðãóìåíòà

f[b,r](x) =
1

Γ(r)
brxr−1e−bx

ðàâåí 1, à ïîòîìó ýòà �óíêöèÿ çàäàåò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ, íàçûâàþùóþñÿ ãàììà-ïëîòíîñòüþ

ñ ïàðàìåòðîì r è ìàñøòàáíûì ïàðàìåòðîì b. Ïðè r = 1 ñîîòâåòñòâóþùàÿ ãàììà-ïëîòíîñòü ñîâïà-
äàåò ñ ïëîòíîñòüþ ïîêàçàòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 
 ïàðàìåòðîì b. Óïðàæíåíèå ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó
àíàëèçó íà âû÷èñëåíèå íåñîáñòâåííûõ èíòåãðàëîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äëÿ

ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïàðàìåòðîì r è ìàñøòàáíûì ïàðàìåòðîì b � ýòî r/b, à äèñïåðñèÿ, ñîîòâåò-

ñòâåííî, r/b2.

Ïðåäëîæåíèå 10.3 Ñåìåéñòâî ãàììà-ïëîòíîñòåé çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñâåðòêè:

f[b,r1] ∗ f[b,r2] = f[b,r1+r2]
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Äîêàçàòåëüñòâî Äåéñòâèòåëüíî, âû÷èñëåíèå ñâåðòêè äàåò âûðàæåíèå

f[b,r1] ∗ f[b,r2](x) =
br1+r2

Γ(r1)Γ(r2)
e−x

∫ ∞

0

(x− y)r1−1yr2−1dy

Ïîäñòàâëÿÿ y = xt âèäèì, ÷òî îòëè÷èå ñâåðòêè îò f[b,r1+r2] çàêëþ÷åíî ëèøü â ïîñòîÿííîì ìíîæèòåëå.

Îäíàêî ñâåðòêà ïëîòíîñòåé ïî ñìûñëó òàêæå äîëæíà áûòü ïëîòíîñòüþ, ïîýòîìó ýòîò ìíîæèòåëü

äîëæåí áûòü ðàâåí åäèíèöå.

(b) �àñïðåäåëåíèÿ χ2
- 
óììû êâàäðàòîâ íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîðìàëüíûõ. �àññìîòðèì ðàñïðå-

äåëåíèå êâàäðàòà íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N (0, 1). Ïðÿìûì âû÷èñëåíèåì ïðîâåðÿåòñÿ,÷òî

ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ êâàäðàòà íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû N (0, 1) ïðè ëþáîì x ñîâïàäàåò ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî êîý��èöèåíòà ñ f[ 12 ,

1
2 ]
(x), à çíà÷èò, ýòîò êîý��èöèåíò ðàâåí åäèíèöå è ìû

âäîáàâîê ïîëó÷àåì, ÷òî Γ(12 ) =
√
π. Âîñïîëüçîâàâøèñü Ïðåäëîæåíèåì 10.3 ìû ñðàçó ïîëó÷àåì, ÷òî

ñóììà n êâàäðàòîâ íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ðàñïðåäåëåíà ñ ïëîòíîñòüþ f[ 12 ,
n
2 ](x)

� ýòî è åñòü �îðìóëà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ χ2
ñ n ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

(
) �àñïðåäåëåíèÿ Êîøè. Äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ (òî åñòü ðàñïðåäåëåííûõ êàê N (0, 1))
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí α, β îòíîøåíèå α/β ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Êîøè. Îáùåå æå îïðåäåëåíèå ïëîò-

íîñòè Êîøè (ñ ìàñøòàáíûì ïàðàìåòðîì t) òàêîâî:

fξ(x) =
1

π

t

t2 + x2

Âàæíî, ÷òî ñâåðòêà ïëîòíîñòè Êîøè ñ ïàðàìåòðîì u è ïëîòíîñòè Êîøè ñ ïàðàìåòðîì v ÿâíî âû÷èñëÿ-
åòñÿ íåñëîæíûì èíòåãðèðîâàíèåì è â îòâåòå ïîëó÷àåòñÿ ñâåðòêà ïëîòíîñòè Êîøè ñ ïàðàìåòðîì u+v.
Ïðèìåíèòåëüíî ê ñòàòèñòè÷åñêèì �îðìóëàì ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óñðåäíåíèå i.i.d. â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ðàñïðåäåëåííûõ ïî çàêîíó Êîøè ñ.â. òàêæå ðàñïðåäåëåíî ïî çàêîíó Êîøè!

11 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè è ñõîäèìîñòü

11.1 ◦ Âèäû ñõîäèìîñòè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Ñõîäèìîñòü ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ξn(ω) äëÿ êàæäîãî àðãóìåíòà ω ∈ Ω ñ÷èòàåòñÿ ÷åðåçâû÷àéíî îãðàíè-

÷èòåëüíûì òðåáîâàíèåì è ïîòîìó â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé óïîòðåáëÿþòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå âèäû ñõîäèìîñòè

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {ξn} ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå ξ: ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, ñõîäèìîñòü
ïî÷òè âñþäó (èíà÷å íàçûâàåòñÿ ¾ñõîäèìîñòü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà¿), ñõîäèìîñòü â ñðåäíåì ïîðÿäêà m,
ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ.

Îïðåäåëåíèå Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïî âåðîÿòíîñòè (èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå ξn
P→ξ ),

åñëè äëÿ ëþáîãî ε > 0 P {|ξn − ξ| > ε} → 0 ïðè n→ ∞

Ýòîò âèä ñõîäèìîñòè ïîÿâëÿëñÿ â ñâÿçè ñ çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë â ñõåìå Áåðíóëëè, à èìåííî áûëî ïîêàçàíî,

÷òî

P

(

∣

∣

∣

Sn

n
− p
∣

∣

∣ > ε

)

→ 0, n→ ∞

Äîñòàòî÷íî ëåãêî ïðèäóìàòü ïðèìåð ñõîäÿùåéñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ξk}, ÷òîáû íè äëÿ êàêîãî

ω ∈ Ω íå ñóùåñòâîâàë áû ïðè n → ∞ ïðåäåë ξn(ω). Äëÿ òàêîãî ïðèìåðà óäîáíî âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî

(Ω,B, P ) 
 áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé B èíòåðâàëà (0, 1) = Ω è 
 îáû÷íîé ìåðîé (Ëåáåãà) P .

Îïðåäåëåíèå Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ ïî÷òè âñþäó (îáîçíà÷åíèå ξn
ï.â→ξ ), åñëè ìíîæåñòâî

W ⊂ Ω òåõ èñõîäîâ ω, â êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ξn(ω) ñòðåìèòñÿ ê ξ(ω), âî-ïåðâûõ, èçìåðèìî,
à âî-âòîðûõ, èìååò âåðîÿòíîñòü 1. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìíîæåñòâî èñõîäîâ ω ∈ Ω, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

çíà÷åíèé ξn(ω) íå ñõîäèòñÿ ê ïðåäåëó, ðàâíîìó ξ(ω), èìååò íóëåâóþ âåðîÿòíîñòíóþ ìåðó.

Ýòîò âèä ñõîäèìîñòè îñëàáëÿåò îáû÷íîå â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ïîíÿòèå ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé �óíêöèé òåì, ÷òî ðàçðåøàåò çíà÷åíèÿì íà ¾ìàëåíüêîì¿ ìíîæåñòâå àðãóìåíòîâ âåñòè

ñåáÿ êàê ïîïàëî. Â êàæäîì èç îñòàëüíûõ æå àðãóìåíòîâ ω̂ ÷èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn(ω̂) äîëæíà ñõîäèòü-
ñÿ ê ξ(ω̂). Îáúåäèíÿÿ óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñ óñëîâèåì ìàëîñòè ìíîæåñòâà, íà

êîòîðîì òàêîé ïðåäåë íå ñóùåñòâóåò, ïîëó÷àåì êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó
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Ïðåäëîæåíèå 11.1 Äëÿ âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà ξn
ï.â→ξ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ∀ε > 0

P

(

sup
k>n

|ξk − ξ| > ε

)

→ 0, n→ ∞

Îòñþäà, ìåæäó ïðî÷èì, ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî èç ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ξn
ï.â→ξ âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè

ξn
P→ξ (íî íå íàîáîðîò!).

Îïðåäåëåíèå Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñõîäÿùåéñÿ â ñðåäíåì ïîðÿäêà m (îáîçíà÷åíèå ξn
Lm

→ξ ), åñëè

E|ξn − ξ|m → 0 ïðè n→ ∞

Åñëè âûáðàòü m = 2 è âñïîìíèòü èíòåãðàëüíóþ �îðìóëó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âòîðîãî ìîìåíòà, òî ëåãêî âèäåòü,

÷òî îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì â òî÷íîñòè âîñïðîèçâîäèò îïðåäåëåíèÿ ñõîäèìîñòè â èçâåñòíîì èç �óíê-

öèîíàëüíîãî àíàëèçà ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå L2
. Äåéñòâèòåëüíî, ¾ðàññòîÿíèå¿ ìåæäó �óíêöèÿìè f, g ∈ L2

â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå ââîäèëîñü ÷åðåç ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå �óíêöèé, òî åñòü ÷åðåç

∫

fg � íåòðóäíî

âèäåòü àíàëîãèþ ñ ðàññìîòðåíèåè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûì âòîðûì ìîìåíòîì ξ, η êàê �óíêöèé íà Ω è

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ äëÿ íèõ âèäà E(ξη). Íà ñàìîì äåëå íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî èç ñõîäèìîñòè â ñðåäíåì

ïîðÿäêà m > 0 âûòåêàåò ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè ξn
P→ξ, â âèäó ñêàçàííîãî âûøå, ýòà ïðîâåðêà ïî êðàéíåé

ìåðå äëÿ ñëó÷àÿ m = 2� óïðàæíåíèå ïî �óíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó, ïîýòîìó ìû îãðàíè÷èìñÿ ïðîñòîé ññûëêîé

íà ýòîò �àêò.

Òàêèì îáðàçîì, ñðåäè ïåðâûõ òðåõ îïðåäåëåíèé ñàìûì ñëàáûì òðåáîâàíèåì îêàçàëîñü óñëîâèå ñõîäèìîñòè

ïî âåðîÿòíîñòè. Òåì íå ìåíåå,

Îïðåäåëåíèå A: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ èëè ñõîäÿùåéñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ (îáî-

çíà÷åíèå ξn ⇒ ξ ), åñëè ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fξn(x) ê Fξ(x) äëÿ âñåõ

òåõ àðãóìåíòîâ x, ãäå Fξ(x) íåïðåðûâíà.

Çàìåòüòå, ÷òî ïîñëåäíåå îïðåäåëåíèå èñïîëüçóåò òîëüêî çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ è äàæå íå ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû ξn îïðåäåëåíû íà îäíîì è òîì æå âåðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå Ω. Àëüòåðíàòèâíîå (íî ýêâè-
âàëåíòíîå, ÷òî åùå íàäî äîêàçàòü!) îïðåäåëåíèå ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ òàêîâî

Îïðåäåëåíèå Â: ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ èëè ñõîäÿùåéñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ (îáî-

çíà÷åíèå ξn ⇒ ξ ), åñëè äëÿ ëþáîé îãðàíè÷åííîé è íåïðåðûâíîé �óíêöèè g(x) âûïîëíåíî E [g(ξn)] → E [g(ξ)]

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà ýêâèâàëåíòíîñòè äâóõ îïðåäåëåíèé ëåæèò â èçó÷åíèè ñâîéñòâ ïî÷òè âñþäó ñõîäÿùèõñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé �óíêöèé âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà.

Èòàê, çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fn, ñõîäÿùàÿñÿ ê �óíêöèè

28 F âî âñåõ òî÷êàõ åå

íåïðåðûâíîñòè.

Ëåììà 11.2 Åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ.â. {ηn} ñõîäèòñÿ â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ À ê ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå η∞,

òî íàéäóòñÿ ñ.â. {ξn} ñ òàêèìè æå �óíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ Fk = Fηk
êàê è ó ηk, íî ñõîäÿùèåñÿ ïî÷òè

âñþäó ê íåêîòîðîé ξ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî Âûáåðåì ñòðóêòóðó âåðîÿòíîñòíîãî ïðîñòðàíñòâà (Ω,B, P ) 
 áîðåëåâñêîé σ-àëãåáðîé B èíòåð-

âàëà (0, 1) = Ω 
 îáû÷íîé ìåðîé (Ëåáåãà) P . Ïîëîæèì ξn(x) = sup{y : Fn(y) < x}, íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðÿåòñÿ,
÷òî Fξn(x) = Fn ïðè 1 6 n 6 ∞, òàê ÷òî òî÷êàõ åñòåñòâåííî îáîçíà÷àòü ξ∗(x) = F−1

∗ (x), x ∈ (0, 1) (∗ � èíäåêñ

n èëè îòñóòñòâèå èíäåêñà). Ïóñòü ax = sup{y : F (y) < x} è bx = inf{y : F (y) > x}, Ω0 = {z : ax = bx}, âîîáùå
ãîâîðÿ, ðàçíûå èíòåðâàëû (ax, bx) íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ, ïîýòîìó èõ ñ÷åòíîå èëè êîíå÷íîå ìíîæåñòâî è ïîòîìó
ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçðûâà Ω \ Ω0 ó �óíêöèè F íå áîëåå, ÷åì ñ÷åòíî

Ïðè x ∈ Ω0 èìååì F (y) < x, ∀y < F−1(x) è F (z) > x, ∀z > F−1(x). Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè F−1
n (x) →

F−1(x) ïðè ∀x ∈ Ω0 îñòàëîñü äîêàçàòü

lim inf
n→∞

F−1
n (x) > F−1(x)

lim sup
n→∞

F−1
n (x) 6 F−1(x)

28

êîòîðàÿ â ñâîèõ òî÷êàõ ðàçðûâà ìîæåò è íå áûòü �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ
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Ïåðâîå íåðàâåíñòâî: Ïóñòü y < F−1(x) � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè äëÿ F . Òàê êàê x ∈ Ω0, òî F (y) < x è äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ Fn(y) < x, òî åñòü F−1
n (x) > y.

Âòîðîå íåðàâåíñòâî: Ïóñòü y > F−1(x) � òî÷êà íåïðåðûâíîñòè äëÿ F . Òàê êàê x ∈ Ω0, òî F (y) > x è äëÿ

äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âûïîëíÿåòñÿ Fn(y) > x, òî åñòü F−1
n (x) 6 y.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ïðåäëîæåíèå 11.3 Îïðåäåëåíèÿ À è Â ðàâíîñèëüíû.

èç À âûâåäåì Â Âûáåðåì ñõîäÿùèåñÿ ï.â. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíâ ξn êàê â Ëåììå11.2. Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ g()
íåïðåðûâíà, òî êîìïîçèöèè �óíêöèé g(ξn) ï.â. ñõîäÿòñÿ ê g(ξ∞); ïî ñâîéñòâó èíòåãðàëà Ëåáåãà E(ξn) →
E(ξ∞)

èç Â âûâåäåì À Âûáåðåì íåïðåðûâíóþ �óíêöèþ

gx,ε(y) =











1 y 6 x

0 y > x+ ε

ëèíåéíî óáûâàåò x 6 y 6 x+ ε

Òîãäà äëÿ âñåõ x lim supn→∞ P (ξn 6 x) 6 P (ξinfty 6 x), ÷òî ïîëó÷àåòñÿ ïåðåõîäîì ê ïðåäåëó ïî ε → 0 â
öåïî÷êå íåðàâåíñòâ

lim sup
n→∞

P (ξn 6 x) 6 lim sup
n→∞

E (gx,ε(ξn)) = E (gx,ε(ξ∞)) 6 P (ξ∞ 6 x+ ε)

Òåïåðü ïåðåõîä ê ïðåäåëó ïî ε→ 0 â ñõîäíîé öåïî÷êå íåðàâåíñòâ

lim inf
n→∞

P (ξn 6 x) > lim inf
n→∞

E (gx−ε,ε(ξn)) = E (gx−ε,ε(ξ∞)) > P (ξ∞ 6 x− ε)

äàåò lim supn→∞ P (ξn 6 x) > P (ξ∞ < x) = P (ξ∞ 6 x) â òî÷êå x, ãäå F (x) íåïðåðûâíà.

11.2 � Ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè âëå÷åò ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ

Ïðîâåðèì óñëîâèå Â äëÿ ñõîäÿùåéñÿ ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξn
P→ξ. Ïóñòü íåïðåðûâíàÿ �óíêöèÿ

f : R → R îãðàíè÷åíà êîíñòàíòîé C, òîãäà íà îòðåçêå −N 6 x 6 N ∀ε > 0 ∃δ : |x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε/2
Ïðè ýòîì N ìîæíî âçÿòü íàñòîëüêî áîëüøèì, ÷òî P (|ξ| > N) < 1

4ε/C.

E |f(ξn)− f(ξ)| = E
(

|f(ξn)− f(ξ)| · 1{|ξn−ξ|>δ}
)

+ E
(

|f(ξn)− f(ξ)| · 1{|ξn−ξ|6δ}
)

=

= E
(

|f(ξn)− f(ξ)| · 1{|ξn−ξ|>δ}
)

+

+ E
(

|f(ξn)− f(ξ)| · 1{|ξn−ξ|6δ} · 1{|ξ|<N}
)

+ E
(

|f(ξn)− f(ξ)| · 1{|ξn−ξ|6δ} · 1{|ξ|>N}
)

Ïîýòîìó E |f(ξn)− f(ξ)| 6 2 · P (|ξn − ξ| > δ) + ε/2 + ε/2

Íî P (|ξn − ξ| > δ) → 0 ïî óñëîâèþ ñõîäèìîñòè ïî âåðîÿòíîñòè, à ε ìîæíî âûáèðàòü ïðîèçâîëüíî ìàëûì.

Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîé íåïðåðûâíîé è îãðàíè÷åííîé f âûïîëíåíû óñëîâèÿ Â è ïîòîìó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ξn
ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê ξ.

12 Àïïàðàò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé

12.1 ◦ Îïðåäåëåíèå è çà÷åì íóæíû õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè.

Â ýòîì ðàçäåëå íàì âñòðåòÿòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, òî åñòü ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ íå â R,

à C. Ïîñêîëüêó ìû óæå èìåëè äåëî ñî ñëó÷àéíûìè âåêòîðàìè, òî â ïðèíöèïå ìîæíî ïîíèìàòü òàêóþ ñëó÷àéíóþ

âåëè÷èíó ζ : Ω → C, êàê îáû÷íûé äâóìåðíûé ñëó÷àéíûé âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòè

îò ζ.
Ïóñòü çàäàíà ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ ñî çíà÷åíèÿìè â R, äëÿ äåéñòâèòåëüíîãî ïàðàìåòðà t ðàññìîòðèì êîì-

ïëåêñíîçíà÷íóþ ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó exp(itξ), åå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå E (exp(itξ)) êàê �óíêöèÿ ïàðàìåòðà
t íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ è îáîçíà÷àåòñÿ îáû÷íî ϕξ(t).
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Â ñëó÷àå ïðèíèìàþùåé òîëüêî íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η ðàíåå

âñòðåòèëàñü êîíñòðóêöèÿ, èçâåñòíàÿ ïîä íàçâàíèåì ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèèè Qη(z) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû η, âû-
áîðîì îáîçíà÷åíèÿ z äëÿ àðãóìåíòà ðîëü êîìïëåêñíûõ ýêñïîíåíò óäàëîñü çàòóøåâàòü. Ñåé÷àñ ìû âåðíåìñÿ ê

ïðîèçâîäÿùèì �óíêöèÿì, çàïèñàâ èõ àðãóìåíò êàê z = exp(it):

Qη(e
it) = eit0P (η = 0) + eit1P (η = 1) + . . .+ eitkP (η = k) + . . . = E (exp(itη))

Â ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ϕξ(t)
ñâÿçàíà ñ ïëîòíîñòüþ fξ(t) ñëåäóþùåé �îðìóëîé (êîòîðàÿ âñòðå÷àëàñü ïðè îáñóæäåíèè ñâîéñòâà çàìåí ïåðå-

ìåííîé â èíòåãðàëå Ëåáåãà äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ)

ϕξ(t) = E (exp(itξ)) =

−∞
∫

−∞

eitxfξ(x)dx

Åñëè îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ðàñïðåäåëåíèé: äèñêðåòíûìè èëè àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè èìå-

þùèìè âñå ìîìåíòû, òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ ìîæíî îïîçíàòü ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå:

â ñëó÷àå äèñêðåòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �îðìóëó (îáðàòíîãî) ïðåîáðàçîâàíèÿ ðÿäà Ôóðüå â �óíêöèþ ïàðà-

ìåòðà z, ëåæàùåãî íà îêðóæíîñòè,

â ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ �îðìóëó (îáðàòíîãî) èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ

Ôóðüå �óíêöèè fξ(x) â �óíêöèþ ïàðàìåòðà t ∈ R

Â ïðèíöèïå, äëÿ îïèñàíèÿ ñâîéñòâ èìåííî òàêèõ ðàñïðåäåëåíèé è èõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé ìîæíî

áûëî áû ïðîñòî ñîñëàòüñÿ íà íåñêîëüêî (âåñüìà íåòðèâèàëüíûõ) òåîðåì èç àíàëèçà îá îáùèõ ñâîéñòâàõ ïðå-

îáðàçîâàíèÿ Ôóðüå, â òîì ÷èñëå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå îáîáùåííûõ �óíêöèé

29

. Íî óæå äëÿ ñìåøàíûõ ñ.â.

ðàññóæäåíèÿ óñëîæíÿòñÿ è ïîòîìó â ïîäðîáíûå êóðñû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé òðàäèöèîííî âêëþ÷àþò ìíîæåñòâî

îáùèõ òåîðåì î õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèÿõ, êîòîðûå â óêàçàííûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ ìîãóò áûòü ïðîèíòåð-

ïðåòèðîâàíû êàê óòâåðæäåíèÿ èç îáû÷íîé òåîðèè ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå.

Â íàøåì êîðîòêîì ââîäíîì êóðñå èçëîæèòü ýòè òåîðåìû ñî âñåìè äîêàçàòåëüñòâàìè íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ

âîçìîæíûì, ïîýòîìó ïðèäåòñÿ îãðàíè÷èòüñÿ âåñüìà ñæàòûì èçëîæåíèåì ñ íåêîòîðûìè ïîÿñíåíèÿìè. Íà÷íåì ñ

ïîÿñíåíèé: ïî÷åìó âîîáùå èñïîëüçîâàíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé îêàçàëîñü ñòîëü çíà÷èìûì äëÿ òåîðèè

âåðîÿòíîñòåé.

Âî-ïåðâûõ, ìåæäó �óíêöèÿìè ðàñïðåäåëåíèÿ è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè �óíêöèÿìè ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíî-

çíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ïîýòîìó èçó÷åíèå ñâîéñòâ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî ïðîâîäèòü, èçó÷àÿ ñîîò-

âåòñòâóþùèå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè � ýòî òàê íàçûâàåìàÿ òåîðåìà îáðàùåíèÿ.

Òåîðåìà 12.1 (Òåîðåìà îáðàùåíèÿ) Ïóñòü Fξ(x) �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ (íåîáÿçàòåëüíî íåïðåðûâ-

íàÿ), à ϕξ(t) ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ. Òîãäà (÷òîáû íå îãðàíè÷èâàòüñÿ òîëüêî

àáñîëþòíî íåïðåðûâíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè) âî âñåõ òî÷êàõ a < b íåïðåðûâíîñòè Fξ âûïîëíåíî:

Fξ(b)− Fξ(a) = lim
ε→0

1

2π

+ε
∫

−ε

e−ita − e−itb

it
ϕξ(t)dt

Åñëè æå âäîáàâîê

∫ +∞
−∞ |ϕξ(t)|dt <∞, òî Fξ(x) èìååò ïëîòíîñòü fξ(x) ïðè÷åì

fξ(x) =
1

2π

+∞
∫

−∞

eitxϕξ(t)dt

Òåîðåìà ïî ñóòè óòâåðæäàåò îáðàòèìîñòü ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå è îòíîñèòñÿ ê �óíêöèîíàëüíîìó àíàëèçó.

×òîáû íå òåðÿòü ëîãèêó èçëîæåíèÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ïåðåíåñåíî â ñëåäóþùèé ïîäðàçäåë.

� Êîíòðîëüíûé âîïðîñ:℄ âåðíî ëè, ÷òî ëþáàÿ �óíêöèÿ ϕ(t) ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé äëÿ íåêîòîðîé
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ, òî åñòü ϕ(t) = ϕξ(t)?

29

ïîñêîëüêó ðàñïðåäåëåíèÿì äèñêðåòíûõ ñ.â. ìîæíî ñîïîñòàâèòü îáîáùåííûå ïëîòíîñòè, ñîñòîÿùèå èç ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé

δ-�óíêöèé
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Âî-âòîðûõ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè îò ñóììû íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâåäåíè-

åì õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé ñëàãàåìûõ � ýòî ïðÿìî ñëåäóåò èç ñâîéñòâà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. Ïîýòîìó äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí {ξk} è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Sn} åå ÷àñòè÷íûõ ñóìì Sn =
∑n

1 ξk õàðàêòåðèñòè÷åñêèå

�óíêöèè èìåþò íåñëîæíûé âèä: ϕSn(t) =
∏n

1 ϕξk(t).

Â òðåòüèõ, âàæíåéøèì ÿâëÿåòñÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü Fn
w→F �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ

30

ýêâèâàëåíòíà ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè ϕn → ϕ ñîîòâåòñòâóþùèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ýòî �

îñíîâíîé èíñòðóìåíò äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì î ñõîäèìîñòè ïî ðàñïðåäåëåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Òåîðåìà 12.2 (Òåîðåìà íåïðåðûâíîñòè) Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé Fn = Fn(x), x ∈
R ðàñïðåäåëåíèÿ è {ϕn} � ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé,

ϕn(t) =

∫ ∞

−∞
eitxdFn(x), t ∈ R òîãäà

1. Åñëè Fn
w→F , ãäå F = F (x) � íåêîòîðàÿ �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ, òî ϕn(t) → ϕ(t), ãäå ϕ(t) � õàðàê-

òåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ äëÿ F = F (x).

2. Åñëè ïðè êàæäîì t ∈ R ñóùåñòâóåò ïðåäåë limn ϕn(t) = ϕ(t) íåïðåðûâíûé â òî÷êå t = 0, òî îí

ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ F = F (x) è Fn
w→F

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 12.2 ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñëàáîé ñõîäèìîñòè �óíêöèé,

ïðèìåíåííîãî ê âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòÿì eitx Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî ãðî-
ìîçäêîå è èñïîëüçóåò íå âïîëíå òðèâèàëüíûå ðåçóëüòàòû �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, èíòåðåñóþùèõñÿ îò-

ñûëàåì ê ïåðâîìó òîìó ó÷åáíèêà À.Øèðÿåâà, �ëàâà III ¾Ñõîäèìîñòü âåðîÿòíîñòíûõ ìåð¿, �3.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 12.1

Ïðåäâàðèòåëüíî âçãëÿíåì íà ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Êàê îòìå÷åíî âûøå åñëè ðàñïðåäåëåíèå èìååò

ïëîòíîñòü fξ(x), òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ � ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò èíòåãðèðóåìîé �óíêöèè, ïîýòîìó

ïëîòíîñòü ïðåäñòàâèìà êàê ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå îò (èíòåãðèðóåìîé) �óíêöèè ϕξ(t):

fξ(x) =
1

2π

∞
∫

−∞

e−itxϕξ(t)dt

Èíòåãðèðóÿ ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè è ïðèìåíÿÿ òåîðåìó Ôóáèíè ïîëó÷àåì

Fξ(b)− Fξ(a) =

b
∫

a

f(x)dx =
1

2π

b
∫

a





∞
∫

−∞

e−itxϕξ(t)dt



 dx

Â îáùåì æå ñëó÷àå ðàññóæäåíèå â öåëîì ïîõîæåå, ïðè èñïîëüçîâàíèè íîâûõ îáîçíà÷åíèé Φ,Ψc(x):

Φc
def

=
1

2π

∫ c

−c

e−ita − e−itb

it
ϕξ(t)dt =

1

2π

∫ c

−c

e−ita − e−itb

it





∞
∫

−∞

eitxdFξ



 dt

=
1

2π

∞
∫

−∞





c
∫

−c

e−ita − e−itb

it
eitxdt



 dFξ =

∞
∫

−∞

Ψc(x)dFξ

30

Íàïîìíèì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ.â. íàçûâàåòñÿ ñëàáî ñõîäÿùåéñÿ èëè ñõîäÿùåéñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ (îáîçíà÷åíèå ξn ⇒ ξ ),
åñëè ïðè n → ∞ èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ Fξn (x) ê Fξ(x) äëÿ âñåõ òåõ àðãóìåíòîâ x, ãäå Fξ(x) íåïðåðûâíà.
Òåðìèí ¾ñëàáàÿ ñõîäèìîñòü¿ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ çàêðåïëåí, ñîãëàñíî òðàäèöèÿì �óíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà, çà óêàçàííûì

òèïîì ñõîäèìîñòè Fξn (x)
w
→Fξ(x).
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Îïÿòü ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà Ôóáèíè, ñïðàâåäëèâàÿ â ñèëó íåðàâåíñòâ:

∣

∣

∣

∣

e−ita − e−itb

it
eitxdt

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣

∣

b
∫

a

e−itxdx
∣

∣

∣
6 b− a

c
∫

−c

∞
∫

−∞

(b− a)dFξ 6 2c(b− a) <∞

�óíêöèÿ g(s, t) =
t
∫

s

sinu
u du ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî ñâîèì àðãóìåíòàì è ñòðåìèòñÿ ê π) ïðè óâåëè÷åíèè

îòðåçêà èíòåãðèðîâàíèÿ. Ôóíêöèÿ Ψc(x) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç g, òàê êàê:

Ψc(x) =
1

2π

c
∫

−c

sin t(x − a)− sin t(x− b)

t
dt =

1

2π







c(x−a)
∫

−c(x−a)

sinu

u
du−

c(x−b)
∫

−c(x−b)

sinu

u
du







Ôóíêöèÿ Ψc(x) îãðàíè÷åíà ïî ìîäóëþ ïðè âñåõ x, c è

lim
c→∞

(x)Ψc(x) = Ψ(x) =











0 x < a èëè x− b
1
2 x = a èëè x = b

1 a < x < b

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ âåðîÿòíîñòíîé ìåðû µ íà R, îòâå÷àþùåé �óíêöèè Fξ âûïîëíåíî:

Φc =

∫ ∞

−∞
Ψc(x)dFξ → int∞−∞Ψ(x)dFξ = µ(a, b) +

µ({a})
2

+
µ({b})

2

=Fξ(b−)− F (a) +
1

2
[Fξ(a)− Fξ(a−) + Fξ(b)− Fξ(a)]

=
Fξ(b)− Fξ(b−)

2
− Fξ(a)− Fξ(a−)

2
= Fξ(b)− Fξ(a)

äëÿ òî÷åê íåïðåðûâíîñòè �óíêöèè Fξ(x). Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû îáðà-

ùåíèÿ.

Äëÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ Fξ(x) äîñòàòî÷íî ïîäñòàâèòü â ïîëó÷èâøååñÿ âûðàæåíèå Fξ(x) =
∫ x

−∞ fξ(u)du

Äëÿ èí�îðìàöèè: õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

Ïîñêîëüêó �óíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ F~ξ(x) ñëó÷àéíîãî âåêòîðà (ξ1, ξ2, . . . ξm) çàâèñèò îò âåêòîðíîãî àðãóìåíòà

x = (x1, . . . xm) ∈ Rm
ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ïî îïðåäåëåíèþ çàâèñèò îò âåêòîðíîãî

àðãóìåíòà t = (t1, . . . tm) ∈ Rm
è âûðàæàåòñÿ òàêæå ÷åðåç ìàòåìàòè÷åñêîí îæèäàíèå :

ϕ~ξ(t) =

∫

Rm

ei(t,x)dF~ξ(x)

Íåêîòîðûå ïðèìåðû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé

1. Äèñêðåòíàÿ ïóàññîíîâñêàÿ ñ.â. �àíåå áûëà íàéäåíà �îðìóëà ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè, îñòàëîñü ïîäñòàâèòü

â íåå z = eit. Îòâåò: exp
[

λ(eit − 1)
]

2. �àóññîâà ñ.â.

(a) Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ϕN (0,1)(t) äëÿ ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿN (0, 1) ðàâíà e−t2/2
.

Äîêàçàòåëüñòâî îïèðàåòñÿ íà ñëåäóþùèé �àêò èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà a > 0

∫ +∞

−∞
exp

[

−ax2 ± bx− c
]

dx =

√

π

a
exp

[

b2

a
− c

]
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êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü ïðîâåðÿåòñÿ âû÷èñëåíèåì ñ çàìåíîé ïåðåìåííîé íà ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû.

Ïðèìåíèì ýòîò �àêò ê èíòåãðàëó îò îäíîìåðíîé ïëîòíîñòè ñòàíäàðòíîãî ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ

ðàâíîé

1√
2π

exp
(

−x2

2

)

1√
2π

∫ +∞

−∞
exp

[

−1

2
x2 + itx

]

dx = e−t2/2

�åêîìåíäóåòñÿ ýòîò �àêò òâåðäî ïîìíèòü.

(b) Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ ϕN (m,σ2)(t) äëÿ îáùåãî ãàóññîâà ðàñïðåäåëåíèÿ N (m,σ2) âûâîäèòñÿ èç

ñîîòíîøåíèÿ η = ξ−m
σ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí: ñòàíäàðòíîé ãàóññîâîé η è îáùåé ξ; äàëåå ïðèìåíèì ïåðâîå

ñâîéñòâî èç ñëåäóþùåãî ðàçäåëà 12.2. Îòâåò: ϕξ(t) = exp
(

itm− t2σ2

2

)

3. Äëÿ ñàìîïðîâåðêè óìåíèÿ àíàëèòè÷åñêè âû÷èñëÿòü íåñîáñòâåííûå èíòåãðàëû âû÷èñëèòå ñàìîñòîÿòåëüíî

õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ �óíêöèþ ñòàíäàðòíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ Êîøè ñ ïëîòíîñòüþ

1
π · 1

1+x2 . Îòâåò: e
−|t|

.

12.2 △ Ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé

Èíäåêñ ñ.â. ξ â ïåðå÷íå ñâîéñòâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè ϕξ(t) êîå-ãäå áóäåì ïðîïóñêàòü.

1. Äëÿ a, b ∈ R ϕaξ+b(t) = eibt · ϕξ(at). Äåéñòâèòåëüíî:

ϕaξ+b(t) = E
(

eit(aξ+b)
)

= eitbE
(

eitaξ
)

= eitb · ϕξ(at)

2. |ϕ(t)| 6 ϕ(0) = 1 ýòî ñëåäóåò íåïîñðåëñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.

3. ϕξ(t) ðàâíîìåðíî íåïðåðûâíà ïî àðãóìåíòó t ∈ R, ïîñêîëüêó

|ϕξ(t+ h)− ϕξ(t)| =
∣

∣

∣E
[

eitξ(eihξ − 1)
]

∣

∣

∣ 6 |E(eihξ − 1)|−→
h→0

0

4. ϕ(t) = ϕ(−t) ýòî òàêæå ñëåäóåò íåïîñðåëñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ.

5. ϕ(t) âåùåñòâåííîçíà÷íàÿ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ñèììåòðè÷íà,
òî åñòü ∀B ∈ B(R) âûïîëíÿåòñÿ P (ξ ∈ B) = P (ξ ∈ −B), ãäå −B = {−x : x ∈ B}.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ â îäíó ñòîðîíó ïðè âû÷èñëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ èñïîëüçóåì

àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé ñèììåòðè÷íîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû òàêæå ñèììåòðè÷íûìè ïðîñòûìè ñëó÷àéíû-

ìè âåëè÷èíàìè. Îáðàòíî,

ϕ−ξ(t) = ϕξ(−t) = ϕξ(t) = ϕξ(t)

òî åñòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè ξ è −ξ ñîâïàäàþò, à, çíà÷èò, ïî òåîðåìå îáðàùåíèÿ ñîâïàäàþò è

�óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ.

6. Åñëè äëÿ íåêîòîðîãî n > 1 E|ξ|n <∞, òî ∀k 6 n ñóùåñòâóþò ïðîèçâîäíûå ϕ[k](t), ïðè÷åì

Eξk =
ϕ[k](0)

ik
ϕ(t) =

n
∑

k=0

(it)k

k!
Eξk + ε(t)

(it)k

k!

ãäå ε(t) 6 3E|ξ|n è limt→n ε(t) = 0 Â ÷àñòíîì ñëó÷àå àáñîëþòíî íåïðåðûâíûõ ðàñïðåäåëåíèé ýòî óòâåð-

æäåíèå î âîçìîæíîñòè äè��åðåíöèèðîâàíèÿ ïîä çíàêîì èíòåãðàëà. Íàäî òîëüêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ñîîòâåò-

ñòâóþùèå èíòåãðàëû âèäà

∫ +∞

−∞
xkeitxfξ(x)dx

ñõîäÿòñÿ, òî åñòü ñîîòâåòñòâóþùèå ìîìåíòû ∀k 6 n êîíå÷íûå. Íî èç óñëîâèÿ E|ξ|n <∞ ñëåäóåò E|ξ|k <∞
ïðè ∀k 6 n � ýòî ñëåäñòâèå íåðàâåíñòâà äëÿ àáñîëþòíûõ ìîìåíòîâ

(

E|ξ|k
)1/k

6 (E|ξ|nk)1/n; (ñì. íåðà-
âåíñòâî Éåíñåíà). Ïîýòîìó äè��åðåíöèèðîâàíèå ïî ïàðàìåòðó t ïîä çíàêîì èíòåãðàëà çàêîííî è çàîäíî

âîçíèêàåò âûðàæåíèå ïðîèçâîäíûõ ÷åðåç ìîìåíòû � ýòî âûðàæåíèå óæå âñòðå÷àëîñü ïðè ðàññìîòðåíèè

ñâÿçè ïðîèçâîäÿùåé �óíêöèè äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Àíàëîã �îðìóëû Òåéëîðà ïîëó÷àåòñÿ êîì-

áèíàöèåé ðàçëîæåíèÿ Òåéëîðà ýêñïîíåíòû è ïî÷ëåííûì èíòåãðèðîâàíèåì. Íåñêîëüêî áîëåå òåõíè÷åñêîå,

ðàññóæäåíèå äëÿ îáùåé �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ, ìû ïðîïóñòèì.

58



Çàìå÷àíèå

Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî 6 óòâåðæäàåò â ÷àñòíîñòè, ÷òî ìîìåíòû E(ξk) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ ìîæíî âûðàçèòü

÷åðåç ïðîèçâîäíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè: ϕ
[k]
ξ (0) = ikE(ξk). Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ î âçàèìíî

îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ðàñïðåäåëåíèÿ è åãî ìîìåíòîâ, ïîñêîëüêó, íà ïåðâûé âçãëÿä, çíàíèå âñåõ ìîìåíòîâ

ñ.â. ξ ïî èäåå äîëæíî áû îáåñïå÷èòü ðàçëîæåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèè â ðÿä Òåéëîðà è, ñëåäîâàòåëüíî,

ïî òåîðåìå îáðàùåíèÿ îäíîçíà÷íîå âîññòàíîâëåíèå �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Fξ(x). Îäíàêî òàêîå óòâåðæäåíèå
áóäåò íåâåðíî

31

íàïðèìåð ïîòîìó, ÷òî îöåíêà îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà ε â îáùåì ñëó÷àå ñõîäèìîñòü ðÿäà íå îáåñïå÷èò.

13 Âàæíåéøèå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì âåðñèè Öåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåîðåìû è Çàêîíà Áîëüøèõ ×èñåë, ðàíåå

âñòðåòèâøèõñÿ ïðè çíàêîìñòâå ñ äèñêðåòíûì ðàñïðåäåëåíèåì Áåðíóëëè.

13.1 △ Çàêîí Áîëüøèõ ×èñåë â âåðñèè Õèí÷èíà

�àíåå èçó÷åííàÿ âåðñèÿ ÇÁ× áûëà äîêàçàíà äëÿ íåîáÿçàòåëüíî îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ ñëó-

÷àéíûõ âåëè÷èí, íà âòîðîé ìîìåíò êîòîðûõ íàëîæåíû íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå âàæíà âåðñèÿ ÇÁ×, â êîòîðîé òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ âòîðûõ ìîìåíòîâ

âîîáùå îòñóòñòâóåò:

Òåîðåìà 13.1 Äëÿ i.i.d. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè

îæèäàíèÿìè E(ξk) = a èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè:

Sn

n
=
ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn

n

P→ a

Äîêàçàòåëüñòâî Êàê îáû÷íî, âû÷èòàÿ èç âñåõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí êîíñòàíòó a, ñâåäåì âñå ê ñëó÷àþ a = 0.
Òåïåðü èñïîëüçóåì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå �óíêöèè: ïóñòü ϕξ(t) = E (exp(itξ)), ïîñêîëüêó ïåðâûé ìîìåíò íàëè÷å-

ñòâóåò è ðàâåí íóëþ, òî ïðîèçâîäíàÿ õàð.�óíêöèè îïðåäåëåíà è ϕ′
ξ(0) = ia = 0.

Èç íåçàâèñèìîñòè èìååì

ϕSn/n(t) =

[

ϕξk

( t

n

)

]n

=

[

1 + ϕ′
ξ(0)

t

n
+ o
( t

n

)

]n

=

[

1 + o
( t

n

)

]n

→ 1

Òàêèì îáðàçîì õàð.�óíêöèÿ ϕSn/n(t) ñõîäèòñÿ ê õàð.�óíêöèè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ïðèíèìàþùåé çíà÷åíèå

íîëü ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà (è, òåì ñàìûì, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ïî ðàñïðåäåëåíèþ). Íî ìû èìååì äåëî ñ

óñðåäíåíèÿìè ñ.â., à ðàíåå â 10.1 áûëî çàìå÷åíî, êàê âåäóò ñåáÿ íîñèòåëè ìåðû ïðè óñðåäíåíèÿõ. Ïîýòîìó â

ýòîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå âåðíà è ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, äåéñòâèòåëüíî, äëÿ äàííîãî ε > 0 ðàññìîòðèì

�óíêöèþ-¾øàïî÷êó¿ ψ(x) ðàâíóþ åäèíèöå â íóëå è íóëþ ïðè àðãóìåíòàõ ïî ìîäóëþ áîëüøèõ, ÷åì ε. Òîãäà
E (ψ(Sn/n)) → E (ψ(0)) = 1. Íî E (ψ(Sn/n)) 6 1− P (|Sn/n| > ε) ïîýòîìó P (|Sn/n| > ε) → 0

Óñèëåííûì ÇÁ× íàçûâàåòñÿ óòâåðæäåíèå, â êîòîðîì ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè çàìåíÿåòñÿ ñõîäèìîñòüþ ñ âåðî-

ÿòíîñòüþ åäèíèöà. ×àñòíûé ñëó÷àé áûë ðàññìîòðåí ðàíåå äëÿ ñõåìû Áåðíóëëè, âîîáùå æå, ó÷èòûâàÿ âàðèàíòû

ñ âåðñèÿìè áåñêîíå÷íûõ çíà÷åíèé ó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è ìàò.îæèäàíèé, ñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ðàçíûõ �îð-

ìóëèðîâîê ÓÇÁ×. Äëÿ èí�îðìàöèè îòìåòèì çäåñü, ÷òî èìååò ìåñòî ïîõîæàÿ íà òåîðåìó Õèí÷èíà ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà Êîëìîãîðîâà:

Òåîðåìà 13.2 Äëÿ i.i.d. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ êîíå÷íûìè àáñîëþòíûìè ìà-

òåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè E(|ξk|) = b èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ïî÷òè âñþäó:

Sn

n
=
ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn

n

ï.â→ E(ξ1) = a

Îòìåòèì , ÷òî òåîðåìà Êîëìîãîðîâà äîïóñêàåò îáðàùåíèå

32

â ñëåäóþùåì ñìûñëå:

31

Êîíòðïðèìåð îáåñïå÷èâàåò, íàïðèìåð, ëîãíîðìàëüíàÿ ñ.â. β ñ ïëîòíîñòüþ fβ(x) =
1

x
√
2π

exp
(

− ln2 x/2
)

x > 0, ïîäðîáíîñòè ñì.

R.Durrett �Probability theory and Examples�, �3.3.5

32

Äîêàçàòåëüñòâà îáåèõ òåîðåì ìîæíî íàéòè, íàïðèìåð, â êíèãå À.Øèðÿåâ �Âåðîÿòíîñòü�.
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Òåîðåìà 13.3 Äëÿ i.i.d. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêèõ, ÷òî

Sn

n
=
ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn

n

ï.â→ C <∞

Òîãäà E|ξ1| <∞ è E(ξ1) = C

13.2 △ Öåíòðàëüíàÿ Ïðåäåëüíàÿ Òåîðåìà äëÿ íåçàâèñèìûõ îäèíàêîâî ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Òåîðåìà 13.4 Äëÿ i.i.d. ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ξ1, ξ2, . . . ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ ìàòåìàòè÷åñêîå îæè-

äàíèå a è äèñïåðñèþ σ2
, ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñóìì âèäà

Sn−an
σ
√
n
. Òîãäà èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü

ïî ðàñïðåäåëåíèþ:

Sn − an

σ
√
n

⇒ N (0, 1)

Äîêàçàòåëüñòâî Ïðåîáðàçóÿ âåëè÷èíû ξk → ξk−a
σ âèäèì, ÷òî â óñëîâèè ìîæíî ïðåäïîëàãàòü a = 0 è σ = 1, à

ïîòîìó

ϕ Sn
√

n
(t) = ϕSn

(

t√
n

)

=

(

ϕξ

( t√
n

)

)n

=

(

1− t2

2n
+ o
( t2

n

)

)n

→ e−t2/2 = ϕN (0,1)(t)

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî � ýòî êëàññè÷åñêèé âòîðîé çàìå÷àòåëüíûé ïðåäåë èç ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ïðåäûäó-

ùèå ðàâåíñòâà � ñâîéñòâà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ �óíêöèé (ñì.âûøå)

13.3 △ Ñõåìà ñåðèé è òåîðåìà Ïóàññîíà

Èçëîæåííûå âûøå òåîðåìû îòíîñèëèñü ê àñèìïòîòè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ âåðîÿòíîñòåé (íîðìèðîâàííûõ è öåí-

òðèðîâàííûõ) ñóìì Sn = ξ1 + . . .+ ξn ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé i.i.d. ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí. �àññìîòðèì áîëåå îáùóþ

ìîäåëü, íàçûâàåìóþ ñõåìîé ñåðèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî n > 1 çàäàíà çàäàíà òðåóãîëüíàÿ òàáëèöà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ξ11
ξ21 ξ22
ξ31 ξ32 ξ33
. . . . . . . . . . . . .

â êàæäîé ñòðî÷êå èìååò ìåñòî íåçàâèñèìîñòü (íî íåîáÿçàòåëüíî îäèíàêîâûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ). Ïîëîæèì

Sn = ξn1 + . . .+ ξnn

Òåîðåìà Ïóàññîíà

Ïóñòü çàäàíà ñõåìà ñåðèé äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí è â êàæäîé ñòðîêå âûïîëíåíî i.i.d. Êðîìå òîãî,

P (ξnk = 1) = pnk, P (ξnk = 0) = qnk = 1 − pnk, è ïðè n→ ∞ âûïîëíåíî max16k6n pnk −→ 0 è
∑n

k=1 pnk → λ > 0.
Òîãäà äëÿ m = 0, 1, . . .

P (Sn = m) −→ λme−λ

m!

Äîêàçàòåëüñòâî Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ �óíêöèÿ E
(

eitξnk
)

= pnke
it + qnk è, çíà÷èò

ϕSn(t) =

n
∏

k=1

(

pnke
it + qnk

)

=

n
∏

k=1

(

1 + pnk(e
it − 1)

)

−→ exp
[

λ(eit − 1)
]

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñîâïàäàåò ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé �óíêöèåé èçâåñòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (êàêîé?).
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13.4 � Âåðñèè Öåíòðàëüíîé Ïðåäåëüíîé Òåîðåìû

ÖÏÒ äëÿ ðàçíîðîäíûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, èìååòñÿ ìíîãî âåðñèé äëÿ ÖÏÒ, îòëè÷àþùèõñÿ �îðìóëèðîâêàìè óñëîâèé íà ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü {ξk} (èëè ñõåìó ñåðèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi,j), à âûâîäû êàñàþòñÿ ñõîäèìîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñóìì

Sn â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê (íåîáÿçàòåëüíî ñòàíäàðòíîìó) ãàóññîâó çàêîíó. Â ýòîì ðàçíîîáðàçèè óñëîâèé ìîæíî

âûäåëÿòü òå, â êîòîðûõ íå òðåáóåòñÿ îäèíàêîâàÿ ðàñïðåäåëåííîñòü ξk, à óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè ñîõðàíåíû. Â

ýòîì êîíòåêñòå íàèáîëåå èçâåñòíû âàðèàíòû äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé Ëèíäåáåðãà, êîòîðûå â âåðñèè äëÿ ñõåìû

ñåðèé áóäóò òàêæå è íåîáõîäèìû. Ïðèâåäåì êëàññè÷åñêèé âàðèàíò óñëîâèÿ Ëèíäåáåðãà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ξ1, ξ2, . . . íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí 
 êîíå÷íûìè âòîðûìè ìîìåíòàìèâ îáîçíà÷åíèÿõ äëÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ
îæèäàíèé mk = Eξk, è äèñïåðñèé σ2

k = Eξ2k −m2
k = Dξk, D

2
n = D(Sn):

Êëàññè÷åñêîå óñëîâèå Ëèíäåáåðãà Äëÿ ëþáîãî ε > 0 è n→ ∞

1

D2
n

n
∑

k=1

∫

{x:|x−mk|>εDn}

(x−mk)
2dFξk −→ 0

Ïðè âûïîëíåíèè ýòîãî óñëîâèÿ ñïðàâåäëèâà (êëàññè÷åñêàÿ) Öåíòðàëüíàÿ Ïðåäåëüíàÿ Òåîðåìà:

Sn − E(Sn)

Dn
=⇒ N (0, 1)

Äîêàçàòåëüñòâî â ïðèíöèïå îñíîâàíî íà òîé æå ñõåìå ïðåäåëà ϕn(t) → e−t2/2 = ϕN (0,1)(t) õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

�óíêöèé ϕn(t) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
Sn−E(Sn)√

D(Sn)
. Äîêàçàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè íå î÷åíü êîðîòêîå.

Ïðèìåð

Ïóñòü êàæäàÿ èç íåçàâèñèìûõ ñ.â. ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà ñèììåòðè÷íîì îòðåçêå [−ak, ak], ò. å. ñ ïëîòíî-
ñòüþ

1
2ak

, òåì ñàìûì σ2
k = 1

3a
2
k. Åñëè âñå ak < const à ðÿä

∑

k a
2
k ðàñõîäèòñÿ, òî óñëîâèå Ëèíäåáåðãà äëÿ ÖÏÒ

âûïîëíåíû, ïîòîìó ÷òî èíòåãðèðîâàíèå â �îðìóëå óñëîâèÿ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïîêàçàòåëÿ n ïðîèñõîäèò

ïî îáëàñòè, ãäå ïëîòíîñòü íóëåâàÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ðÿä

∑

k a
2
k ñõîäèòñÿ, òî âñå Dn ñ ðîñòîì n îñòàíóòñÿ îãðàíè÷åííûìè è óñëîâèå ìîæåò

íå âûïîëíÿòüñÿ è öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà íå ïðèìåíèìà, âî âñÿêîì ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè-

÷èí Sn/Dn èìåííî ê ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíå íåò. Ìåíåå î÷åâèäíûé ñëó÷àé, ãäå öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ

òåîðåìà íå ïðèìåíèìà, � ýòî ñëó÷àé a2k = 2k, òîãäà 3D2
n = 2n+1−2 < a2n è ëåâàÿ ÷àñòü óñëîâèÿ Ëèíäåáåðãà áóäåò

áîëüøå 1/2 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëåíüêèõ çíà÷åíèÿõ t. Ïîêà ÷òî íà ýòîì ïðèìåðå âèäíà âîçìîæíîñòü íàðóøåíèÿ

óñëîâèé Ëèíäåáåðãà.

Ñõåìà ñåðèé äëÿ ÖÏÒ, íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü óñëîâèé Ëèíäåáåðãà

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ξk} íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí òàêîâà, ÷òî Eξk = mk, Dξk = σ2
k Dn =

∑n
1 σ

2
k,

ïðåâðàòèì ýòè äàííûå â òàáëèöó ñõåìû ñåðèé, ïîëîæèâ ξnk = (xik −mk)/Dn. Ñóììà â êàæäîé ñòðîêå îáîçíà-

÷àåòñÿ êàê îáû÷íî ÷åðåç Sn = ξn1 + . . .+ ξnn, ÿñíî, ÷òî DSn = 1. Âàðèàíò óñëîâèÿ Ëèíäåáåðãà:

∀ε > 0 lim
n→∞

n
∑

k=1

E
[

ξ2nk1{|ξnk|>ε}
]

= 0

Êëàññè÷åñêàÿ ÖÏÒ (õîòü ìû è íå ñòàëè âîñïðîèçâîäèòü äåòàëè åå äîêàçàòåëüñòâà) óòâåðæäàåò, ÷òî ñ.â. Sn

ñõîäÿòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ êN (0, 1). Âìåñòî òîãî, ÷òîáû òðåáîâàíèé, ÷òî ξnk = (ξk−mk)/Dn ìîæíî ðàññìîòðåòü

óñëîâèÿ â òàáëèöå ñåðèé: Eξnk = 0, DSn = 1. Àíàëîãè÷íî êëàññè÷åñêîé �îðìóëèðîâêå ýòè óñëîâèÿ (Ëèíäåáåðãà)
äîñòàòî÷íû, ÷òîáû Sn ñõîäèëîñü áû ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê N (0, 1). Çàìå÷àòåëüíûì îáñòîÿòåëüñòâîì ýòîé âåðñèè

ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî â íåé ýòè óñëîâèÿ òàêæå è äîñòàòî÷íû .
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Ïðèìåð-òåñò, êîãäà ÖÏÒ âûïîëíÿåòñÿ, à óñëîâèå Ëèíäåáåðãà íå âûïîëíåíî.

Ïóñòü äèñïåðñèè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåçàâèñèìûõ ãàóññîâñêèõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-

íèåì {ξk} ïðè k > 2 ðàñòóò êàê Dξk = 2k−2
, Dξ1 = 1. Ýòî íàïîìèíàåò ðàññóæäåíèå ïðåäûäóùåãî ïðèìåðà ñ

ðàâíîìåðíûìè ðàñïðåäåëåíèÿìè, òî åñòü óñëîâèå Ëèíäåáåðãà íàðóøàåòñÿ â ñõåìå

ξnk =
ξk

√
∑n

i=1Dξi
=

ξk√
2− 2k−1

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðåäåëîì ðàñïðåäåëåíèé â ñõåìå ñåðèé áóäåò N (0, 1), ïîòîìó, ÷òî â êàæäîé ñòðîêå ñõåìû

ñåðèé ëåãêî íàéòè ñóììó è îíà îêàæåòñÿ ãàóññîâîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé N (0, 1), êàê ýòî ìîæåò áûòü?
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