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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Åù¼ ïðî âåðòèêàëüíûå êàñàòåëüíûå

Ýòî íåáîëüøîå äîïîëíåíèå � ñòóäåíòû íå âïîëíå ïîíèìàþò, ïî÷åìó íàäî ñ÷èòàòü, ÷òî óðàâ-

íåíèå xdy/dx = y èìååò ðåøåíèÿìè ïîëóîñè íà âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé. Ñêîðåå âñåãî, âû ðàññêà-

çûâàëè íå÷òî ïîäîáíîå, îòâå÷àÿ íà âîïðîñû ñòóäåíòîâ. Åñëè, íà Âàø âçãëÿä, ãðóïïà ýòî óæå

óñâîèëà, ìîæíî ê ýòîìó íå âîçâðàùàòüñÿ. Åñëè íåò, ñòîèò âñòàâèòü ýòî â ðàçáîð ïÿòèìè-

íóòêè, ðåøåíèÿ äðóãèõ çàäà÷ è ò.ï.

Íà ëåêöèÿõ äîêàçûâàëè òàêóþ òåîðåìó: èíòåãðàëüíûå êðèâûå óðàâíåíèÿ

dy

dx
=
G(x, y)

F (x, y)

ñîâïàäàþò â îáëàñòè F ̸= 0 ñ ôàçîâûìè êðèâûìè àâòîíîìíîé ñèñòåìû ẋ = F (x, y), ẏ = G(x, y).
Ãîâîðÿ ãåîìåòðè÷åñêè, â êàæäîé òî÷êå ïðÿìàÿ èç ïîëÿ íàïðàâëåíèé, çàäàâàåìîãî óðàâíåíèåì
dy/dx = G/F , áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ âåêòîðîâ, ïðîïîðöèîíàëüíûõ âåêòîðó ñêîðîñòè (F,G) äëÿ
ýòîé ñèñòåìû. Ýòî ñîîáðàæåíèå ïîçâîëÿåò ïðîäîëæèòü ïîëå íàïðàâëåíèé è â òå òî÷êè, ãäå F = 0,
G ̸= 0.

Ïðîäîëæèâ ïîëå íàïðàâëåíèé (â ýòèõ òî÷êàõ îíî áóäåò âåðòèêàëüíûì), ìîæíî ðàññìîòðåòü
åãî èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Îïðåäåëåíèå îñòà¼òñÿ ïðåæíèì: â êàæäîé òî÷êå îíà êàñàåòñÿ ïðÿìîé
ïîëÿ, îäíàêî òàêàÿ êðèâàÿ óæå íå îáÿçàíà áûòü ãðàôèêîì ôóíêöèè y = y(x), à ìîæåò áûòü ëþáîé
ãëàäêîé êðèâîé γ íà ïëîñêîñòè. Êðèâàÿ γ áóäåò ëîêàëüíî çàäàâàòüñÿ ëèáî â âèäå y = y(x) (è
òîãäà óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ dy/dx = G/F �ïðè F ̸= 0), ëèáî â âèäå x = x(y). Â ïîñëåäíåì
ñëó÷àå èñïîëüçóåì òó æå òåîðåìó ñ çàìåíîé x íà y: ôàçîâûå êðèâûå ñèñòåìû ẋ = F , ẏ = G
ñîâïàäàþò â îáëàñòè G ̸= 0 ñ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè óðàâíåíèÿ dx/dy = F (x, y)/G(x, y).

Èòàê, óðàâíåíèå dy/dx = ϕ(x, y) åñòåñòâåííî ðåøàòü âìåñòå ñ óðàâíåíèåì dx/dy = 1/ϕ(x, y),
òî÷íåå, âìåñòå ñ óðàâíåíèåì dx/dy = ψ(x, y), ãäå ψ = 1/ϕ, òàì, ãäå ϕ ̸= 0, à äàëåå ψ ïðîäîëæàåòñÿ
ïî íåïðåðûâíîñòè êóäà âîçìîæíî.

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ îäíîé ïåðåìåííîé

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà
dy

dx
+ P (x)y = Q(x), (1)

ãäå ôóíêöèè P è Q íåïðåðûâíû íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (a, b). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x, y) =
Q(x)− P (x)y (y′ = f) íåïðåðûâíà ïî x è y, à ïî y � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â îòêðûòîé
ïîëîñå (a, b) × R ⊂ R2, òî ïî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ ÷åðåç ëþáóþ
òî÷êó ýòîé ïîëîñû (x0, y0) ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ.

Áîëåå òîãî, êàê ñëåäóåò èç äàëüíåéøèõ ôîðìóë, ðåøåíèÿ áóäóò îïðåäåëåíû íà âñ¼ì èíòåðâàëå
(a, b). Íà ñàìîì äåëå, ýòî îáùåå ñâîéñòâî ëèíåéíûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì, îíî áóäåò äîêàçàíî íà
ëåêöèè.

Îäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (1) Q(x) ≡ 0, òî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíûì.

y′(x) + P (x)y = 0

Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì âåùåñòâåííûõ ÷èñåë
R: åñëè y1(x) è y2(x) � ðåøåíèÿ, òî αy1 + βy2 � òîæå ðåøåíèÿ ïðè ∀α, β ∈ R.
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Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå � ýòî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè:

dy

y
= −P (x) dx,

ïðè ýòîì ïåðåõîäå ê ðàçäåëåíèþ ïåðåìåííûõ íóæíî ó÷åñòü, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå y(x) ≡ 0.

Èíòåãðèðóÿ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àåì ðåøåíèå:

ln

∣∣∣∣y(x)C

∣∣∣∣ = −
∫ x

x0

P (u) du ⇒ y(x) = C exp

(
−
∫ x

x0

P (u) du

)
.

Ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà C ôèêñèðóåòñÿ íà÷àëüíûìè äàííûìè: C = y0 è ðåøåíèå ñóùåñòâóåò
äëÿ ∀(x0, y0) ∈ (a, b)× R.

Íåîäíîðîäíîå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

Ïóñòü òåïåðüQ(x) ̸≡ 0. Ìíîæåñòâî ðåøåíèé íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ � àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî.
Åñëè y1(x) è y2(x) � äâà ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ:

y′1 + P (x)y1 = Q(x), y′2 + P (x)y2 = Q(x),

òî èõ ðàçíîñòü y(x) = y1 − y2 � ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî
óðàâíåíèÿ:

y′ + P (x)y = 0.

Èëè, ãîâîðÿ äðóãèìè ñëîâàìè, îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ äàåòñÿ ñóììîé êàêîãî-ëèáî ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ è îáùåãî ðåøåíèÿ ñîîò-

âåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ ïîèñêà ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçóþò ìåòîä âàðè-
àöèè ïîñòîÿííîé.

Íàéäåì ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ:

y′(x) + P (x)y = Q(x). (2)

Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ýòàïà.

1 øàã. Ðåøàåì îäíîðîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îòâå÷àþùåå äàííîìó óðàâíåíèþ:

ỹ′ + P (x)ỹ = 0.

Ñåìåéñòâî îáùèõ ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

ỹ = C exp(−F (x)), F (x) =

∫
P (x)dx.

2 øàã. Ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (2) èùåì â ñïåöèàëüíîì âèäå

y = C(x) exp(−F (x)),

ãäå C(x) � íåèçâåñòíàÿ ïîêà ôóíêöèÿ. Ïîñêîëüêó ýêñïîíåíòà íå îáðàùàåòñÿ â íóëü, çäåñü íå
âîçíèêàåò îãðàíè÷åíèé: ëþáàÿ ôóíêöèÿ y(x) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â òàêîì âèäå.

Äëÿ ïîèñêà C(x) âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ y′

y′ = C ′(x)e−F + C(x)e−F (−F ′) = C ′(x)e−F − C(x)e−FP (x)

(çäåñü ìû ó÷ëè, ÷òî F ′(x) = P (x)) è ïîäñòàâèì ðåçóëüòàò â óðàâíåíèå (2):

C ′(x) = eF (x)Q(x).
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Ïîëó÷åííîå ïðîñòåéøåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ C(x) âñåãäà èìååò ðåøåíèå, òàê êàê
ïðàâàÿ ÷àñòü � èçâåñòíûå ÿâíî íåïðåðûâíûå ôóíêöèè ïåðåìåííîé x:

C(x) =

∫ x

x0

eF (u)Q(u)du+ C0 = Φ(x) + C0,

ãäå C0 � ïðîèçâîëüíàÿ êîíñòàíòà. Â èòîãå ïîëó÷àåì òàêîé îòâåò:

y(x) = e−F (x)Φ(x) + C0e
−F (x).

Çäåñü ïåðâîå ñëàãàåìîå åñòü ÷àñòíîå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2),
à âòîðîå ñëàãàåìîå � îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ.

Çàäà÷à 4.1. Íàéòè îáùåå ðåøåíèå ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ:

y′ + 2xy = xex
2
.

Ðåøåíèå. Ðåøàåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå:

ỹ′ + 2xỹ = 0 ⇒ ỹ(x) = Ce−x2
.

Ïîäñòàâëÿåì â íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå ñîîòâåòñòâóþùèé àíçàö ñ çàìåíîé êîíñòàíòû C íà ôóíê-
öèþ C(x) è ðåøàåì ïîëó÷èâøååñÿ äëÿ íåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå:

C ′(x) = xe2x
2 ⇒ C(x) =

1

4
e2x

2
+ C0,

ãäå C0 � ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî äèô-
ôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

y(x) = C0e
−x2

+
ex

2

4
.

◀

Çàäà÷à 4.2. xy′ − 2y = 2x4.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå ìîæíî ðàçðåøèòü îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé ïðè x ̸= 0. Íàéäåì ðåøåíèå,
íàïðèìåð, ïðè x > 0. Â ýòîé îáëàñòè ìîæíî ïîäåëèòü îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ íà x è ïåðåéòè ê
ñòàíäàðòíîìó âèäó (1):

y′ − 2

x
y = 2x3.

Çäåñü P (x) = −2/x, à Q(x) = 2x3.

1 øàã. Ðåøàåì îäíîðîäíîå óðàâíåíèå:

ỹ′ − 2

x
ỹ = 0 ⇒ ỹ = Cx2.

2 øàã. Èùåì ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â âèäå y(x) = C(x)x2:

d

dx
(C(x)x2)− 2

x
C(x)x2 = 2x3 ⇒ C ′(x)x2 = 2x3.

Òàê êàê ìû ðàññìàòðèâàåì îáëàñòü x > 0, òî ìíîæèòåëü x2 ìîæíî ñîêðàòèòü:

C ′(x) = 2x ⇒ C(x) = x2 + C0,

ñëåäîâàòåëüíî, y(x) = x2C(x) = x4 + C0x
2 � îáùåå ðåøåíèå íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ â îáëàñòè

x > 0.
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Ïðè x < 0 âñå àíàëîãè÷íî:
y(x) = x4 + C̃0x

2, x < 0,

ãäå êîíñòàíòà C̃0 íåçàâèñèìà îò êîíñòàíòû C0.
Îáà ñåìåéñòâà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ ãëàäêî ïðîäîëæàþòñÿ â îñîáóþ òî÷êó x = 0, è ïîýòî-

ìó ëþáóþ èíòåãðàëüíóþ êðèâóþ èç îáëàñòè îòðèöàòåëüíûõ x ìîæíî ãëàäêî �ñêëåèòü� ñ ëþáîé
èíòåãðàëüíîé êðèâîé èç îáëàñòè ïîëîæèòåëüíûõ x. Ïîëó÷èâøàÿñÿ êðèâàÿ áóäåò óäîâëåòâîðÿåò
íàøåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ íà âñåé âåùåñòâåííîé îñè, íî åå íåëüçÿ çàäàòü íà÷àëü-
íûìè äàííûìè âèäà y(x0) = y0, ïîñêîëüêó ýòè íà÷àëüíûå äàííûå ôèêñèðóþò òîëüêî ïðàâóþ
(ïðè x0 > 0) èëè ëåâóþ (ïðè x0 < 0) âåòâè êðèâîé. Îäíîçíà÷íîñòü ðåøåíèÿ åñòü òîëüêî â ïîëó-
ïëîñêîñòÿõ x > 0 è x < 0.

Çàìå÷àíèå. Ïîìåíÿâ â èñõîäíîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè êîîðäèíàòíóþ êàðòó

dy

dx
=

2(y + x4)

x
⇒ dx

dy
=

x

2(y + x4)
,

ìû âèäèì, ÷òî 2 ëó÷à
x = 0, y > 0 è x = 0, y < 0

òàêæå ÿâëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè êðèâûìè íàøåãî óðàâíåíèÿ. ◀

ÿ




