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Ëåêöèÿ 4. Èíâàðèàíòû ãðàôîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ

Ìû îïðåäåëÿëè ìíîãî÷ëåí Òàòòà ãðàôîâ êàê ðåçóëüòàò íåêîòîðîé ïîäñòàíîâêè
ïåðåìåííûõ â óíèâåðñàëüíûé èíâàðèàíò Òàòòà. Åãî ìîæíî îïðåäåëèòü è ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ýòî ìóëüòèïëèêàòèâíûé èíâàðèàíò ãðàôîâ, äëÿ êîòîðîãî TXn(x , y) = yn íà
ãðàôå ñ îäíîé âåðøèíîé è n ïåòëÿìè, òàêîé, ÷òî

TG (x , y) =

{
TG ′e (x , y) + TG ′′e (x , y) åñëè e ðåáðî, íå ÿâëÿþùååñÿ ìîñòîì
xTG ′′e (x , y) åñëè e � ìîñò

Ìîñòîì â ãðàôå íàçûâàåòñÿ ðåáðî, óäàëåíèå êîòîðîãî óâåëè÷èâàåò ÷èñëî êîìïîíåíò
ñâÿçíîñòè â ãðàôå.

Òåì ñàìûì, ïåðåìåííàÿ y â ìíîãî÷ëåíå Òàòòà �îòâå÷àåò� çà ïåòëè, ïåðåìåííàÿ x � çà
çâåíüÿ.

Çàäà÷à. Ïóñòü ãðàô G ïîëó÷åí îòîæäåñòâëåíèåì îäíîé âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà G1 ñ
âåðøèíîé ñâÿçíîãî ãðàôà G2. Äîêàæèòå, ÷òî TG = TG1TG2 .
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Ëåêöèÿ 4. Èíâàðèàíòû ãðàôîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ

Èíâàðèàíòû ãðàôîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ òàêæå ìîãóò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèÿì
óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ.

De�nition

Ìíîãî÷ëåíîì Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà BΓ(x , y , z) ñâÿçíîãî âëîæåííîãî ãðàôà Γ íàçûâàåòñÿ
èíâàðèàíò âëîæåííûõ ãðàôîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèþ óäàëåíèÿ-ñòÿãèâàíèÿ

BΓ(x , y , z) =

{
BΓ′e (x , y , z) + BΓ′′e (x , y , z) åñëè e ðåáðî, íå ÿâëÿþùååñÿ ìîñòîì
xBΓ′′e (x , y , z) åñëè e � ìîñò

Òðåáóåòñÿ îáúÿñíèòü, êàê çàäàåòñÿ öèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê ïîëóðåáåð â âåðøèíå ãðàôà Γ′′e ,
ïîëó÷åííîé â ðåçóëüòàòå ñòÿãèâàíèÿ ðåáðà e:
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Ëåêöèÿ 4. Èíâàðèàíòû ãðàôîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ

Äëÿ çàâåðøåíèÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà íåîáõîäèìî çàäàòü
íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ðåêóðñèè.

De�nition

Õîðäîâîé äèàãðàììîé íàçûâàåòñÿ âëîæåííûé ãðàô ñ îäíîé âåðøèíîé.

Çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà íà õîðäîâîé äèàãðàììå çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

BD(x , y , z) =
∑

U⊂E(D)

y |U|z1−bc(D|U )+|U|,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà ðåáåð (õîðä) E (D)
õîðäîâîé äèàãðàììû D, ÷åðåç D|U îáîçíà÷åíà õîðäîâàÿ ïîääèàãðàììà â D,
îáðàçîâàííàÿ ïîäìíîæåñòâîì õîðä U, à ÷åðåç bc(D) � êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè
ãðàíèöû (ò.å., êîëè÷åñòâî ãðàíåé) âëîæåííîãî ãðàôà D.
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Ëåêöèÿ 4. Èíâàðèàíòû ãðàôîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ

Íàïðèìåð, äëÿ õîðäîâîé äèàãðàììû ñ äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè èìååì

BD(x , y , z) = 1 + 2y + y2z2.

Äåéñòâèòåëüíî, ñòåïåíè ïåðåìåííîé y â ìîíîìàõ ìíîãî÷ëåíà BD ðàâíû êîëè÷åñòâó õîðä
â ñîîòâåòñòâóþùåì ïîäìíîæåñòâå ìíîæåñòâà õîðä E (D). Ñòåïåíè ïåðåìåííîé z
âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Äëÿ õîðäîâîé äèàãðàììû ñ îäíîé õîðäîé êîëè÷åñòâî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû
ðàâíî 2, ïîýòîìó ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïåðåìåííîé z âî âêëàäå òàêîé äèàãðàììû ðàâåí
1− 2 + 1 = 0. Äëÿ õîðäîâîé äèàãðàììû ñ äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè êîëè÷åñòâî
êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû ðàâíî 1, ïîýòîìó ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïåðåìåííîé z â åå
âêëàäå ðàâåí 1− 1 + 2 = 2.

Íèæå íàì áóäåò óäîáíåå ðàññìàòðèâàòü íåñêîëüêî èçìåíåííûé ìíîãî÷ëåí
Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà. À èìåííî, ìû ïîëîæèì B̃Γ(x , y , z) = BΓ(x , y − 1, z).
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Êàæäîìó âëîæåííîìó ãðàôó Γ ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâîéñòâåííûé âëîæåííûé ãðàô Γ∗.
Åñëè Γ çàäàí êàê ñëåä ãðàíèöû ïðè ñêëåèâàíèè íàáîðà ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïî
íåêîòîðîé ñõåìå, òî äâîéñòâåííûé ê íåìó ãðàô Γ∗ ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ñêëåéêè
çâåçäî÷åê, îáðàçîâàííûõ öåíòðàìè ìíîãîóãîëüíèêîâ è ïîëóðåáðàìè, ñîåäèíÿþùèìè ýòè
öåíòðû ñ ñåðåäèíàìè ñòîðîí ìíîãîóãîëüíèêîâ, ïî òîé æå ñàìîé ñõåìå.

Åãî âåðøèíû âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò ãðàíÿì âëîæåííîãî ãðàôà Γ, åãî ãðàíè
� âçàèìíî-îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþò âåðøèíàì âëîæåííîãî ãðàôà Γ, è ðåáðà âëîæåííûõ
ãðàôîâ Γ è Γ∗ íàõîäÿòñÿ âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñâèè ìåæäó ñîáîé.

Ïðè çàäàíèè âëîæåííîãî ãðàôà òðîéêîé ïåðåñòàíîâîê (α, σ, φ) äâîéåñòâåííûé ê íåìó
âëîæåííûé ãðàô çàäàåòñÿ òðîéêîé ïåðåñòàíîâîê (α, φ, σ), äåéñòâóþùèõ íà òîì æå ñàìîì
ìíîæåñòâå ïîëóðåáåð.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 4. Äâîéñòâåííîñòü ãðàôîâ íà ïîâåðõíîñòÿõ

Êàæäîìó âëîæåííîìó ãðàôó Γ ìîæíî ñîïîñòàâèòü äâîéñòâåííûé âëîæåííûé ãðàô Γ∗.
Åñëè Γ çàäàí êàê ñëåä ãðàíèöû ïðè ñêëåèâàíèè íàáîðà ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ ïî
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ìíîæåñòâå ïîëóðåáåð.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ
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Ëåêöèÿ 4. Äâîéñòâåííîñòü è ìíîãî÷ëåí Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà

Theorem

Ïóñòü Γ � ïëîñêèé âëîæåííûé ãðàô. Òîãäà ìíîãî÷ëåí B̃Γ(x , y , z) íå çàâèñèò îò z è

B̃Γ(x , y , z) = B̃Γ∗(y , x , z).

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ëåêöèÿ 4. ×àñòè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü

Îïåðàöèþ äâîéñòâåííîñòè ìîæíî îñóùåñòâèòü íà îòäåëüíîì ðåáðå è íà ëþáîì
ïîäìíîæåñòâå ðåáåð.

Ïóñòü e � çâåíî âî âëîæåííîì ãðàôå Γ. Âëîæåííûé ãðàô Γ ∗ {e} ïîëó÷àåòñÿ èç Γ
ñòÿãèâàíèåì ðåáðà e è çàìåíîé åãî ïåòëåé e∗, íà÷àëîì è êîíöîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíà, îáðàçîâàííàÿ ñêëåéêîé êîíöîâ çâåíà e, ñ ñîõðàíåíèåì îòíîñèòåëüíûõ
öèêëè÷åñêèõ ïîðÿäêîâ âõîäÿùèõ â íèõ ïîëóðåáåð.

Íàïðîòèâ, åñëè e � ïåòëÿ â Γ, òî äâîéñòâåííîñòü ïî íåé ïðèâîäèò ê ðàñùåïëåíèþ
âåðøèíû, êîòîðîé ýòà ïåòëÿ èíöèäåíòíà; ýòà âåðøèíà ïðåâðàùàåòñÿ â äâå âåðøèíû,
ñîåäèíåííûå ðåáðîì e∗. Îñòàëüíûå ïîëóðåáðà, èíöèäåíòíûå ýòîé âåðøèíå, ñîõðàíÿþò
îòíîñèòåëüíûé ïîðÿäîê ìåæäó ñîáîé è ïî îòíîøåíèþ ê ïîëóðåáðàì ðåáðà e,
ðàñïðåäåëÿÿñü ñîîòâåòñòâåííî ïî äâóì íîâûì âåðøèíàì.

×àñòè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü ïî ðåáðó äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîñòüþ:
(Γ ∗ {e}) ∗ {e∗} = Γ.
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Ëåêöèÿ 4. ×àñòè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü

Theorem

×àñòè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü ïî ðàçëè÷íûì ðåáðàì íåçàâèñèìà:

Γ ∗ {e1} ∗ {e2} = Γ ∗ {e2} ∗ {e1} äëÿ ëþáûõ e1, e2 ∈ V (Γ).

Corollary

×àñòè÷íóþ äâîéñòâåííîñòü ìîæíî îñóùåñòâëÿòü ïðî ïðîèçâîëüíîìó íàáîðó ðåáåð

E ⊂ V (Γ): âëîæåííûé ãðàô Γ ∗ E ′ êîððåêòíî îïðåäåëåí äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà
E ′ ⊂ V (Γ). Âëîæåííûé ãðàô Γ ∗ V (Γ) ñîâïàäàåò ñ äâîéñòâåííûì âëîæåííûì ãðàôîì Γ∗.
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Ëåêöèÿ 4. ×àñòè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü

Theorem

Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

Γ′′e = (Γ ∗ {e})′e∗

� ñòÿãèâàíèå çâåíà e âî âëîæåííîì ãðàôå Γ ÿîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèåé äâîéñòâåííîñòè ïî

ýòîìó ðåáðó è ïîñëåäóþùåãî óäàëåíèÿ äâîéñòâåííîìó ê íåìó ðåáðà e∗.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 4. ×àñòè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü
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Ñåìèíàðû 4. Çàäà÷è

Ðàçáåéòå ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè íà ïàðû äâîéñòâåííûõ.

Îïèøèòå ìíîãîãðàííèê, äâîéñòâåííûé çâåçä÷àòîìó èêîñàýäðó.

Êàêîé âëîæåííûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ñòàíäàðòíîìó âëîæåíèþ ãðàôà
Ïåòåðñîíà â ïðîåêòèâíóþ ïëîñêîñòü?

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 4. Çàäà÷è

Ïóñòü D � õîðäîâàÿ äèàãðàììà, G = g(D) � åå ãðàô ïåðåñå÷åíèÿ. Äîêàæèòå, ÷òî
÷èñëî êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè ãðàíèöû õîðäîâîé äèàãðàììû D ðàâíî óâåëè÷åííîìó
íà 1 êîðàíãó ìàòðèöû ñìåæíîñòè A(g(D)) ðàññìàòðèâàåìîé íàä ïîëåì èç 2
ýëåìåíòîâ.

Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïëîñêîãî âëîæåííîãî ãðàôà (ò.å. äëÿ ãðàôà, âëîæåííîãî â ñôåðó)
ìíîãî÷ëåí Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà ñîâïàäàåò ñ ìíîãî÷ëåíîì Òàòòà. Â ÷àñòíîñòè,
ìíîãî÷ëåí Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà íå çàâèñèò îò âëîæåíèÿ ïëàíàðíîãî ãðàôà (ò.å.,
ãðàôà, äîïóñêàþùåãî âëîæåíèå â ñôåðó) â ñôåðó.

Íàéäèòå êîëè÷åñòâî ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ âëîæåíèé à) ãðàôà K4; á) òðèàíãóëÿöèè
5-óãîëüíèêà; â) ãðàôà K5; ã) îñòîâà êóáà â îðèåíòèðóåìûå ïîâåðõíîñòè ðàçëè÷íîãî
ðîäà.

Âû÷èñëèòå ìíîãî÷ëåí Áîëëîáàøà�Ðèîðäàíà äëÿ êàæäîãî èç ïåðå÷èñëåííûõ âûøå
âëîæåííûõ ãðàôîâ.
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