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Òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë è çàäà÷è äëÿ ðàçáîðà íà ñåìèíàðå

Íà ýòîì ñåìèíàðå íóæíî ðàçîáðàòü ìàòåðèàë ïðî ìîíîäðîìèþ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (áûë â ñå-
ìèíàðå �4, äëÿ óäîáñòâà äóáëèðóþ çäåñü) è îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ. Óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè� äî-
ïîëíèòåëüíûé ñþæåò: ðàçáèðàéòå åãî òîëüêî åñëè áóäåò äîñòàòî÷íî âðåìåíè è íå áóäåò âîïðîñîâ
îò ñòóäåíòîâ.

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïðàâîé ÷àñòüþ. Ìîíîäðîìèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêîé ïî âðåìåíè ïðàâîé ÷àñòüþ:

ẋ = f(x, t), f(x, t+ T ) ≡ f(x, t).

Òàêèå óðàâíåíèÿ ìîãóò îïèñûâàòü ïðîöåññû, ïðîèñõîäÿùèå â ïåðèîäè÷åñêè ìåíÿþùèõñÿ óñëîâè-
ÿõ (íàïðèìåð, â áèîëîãèè ïàðàìåòðû ìîãóò ìåíÿòüñÿ ñ ñóòî÷íûì èëè ãîäîâûì ðèòìîì).

Êàê áóäóò ñåáÿ âåñòè èõ ðåøåíèÿ? Ìû ñåãîäíÿ îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ

ẋ = P (t)x+Q(t).

ãäå ôóíêöèè P è Q èìåþò ïåðèîä T . Êàê ìû âèäåëè, ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îïðåäåëåíû
ïðè âñåõ t ∈ R. Áîëåå òîãî, îíè îáðàçóþò àôôèííîå ïðîñòðàíñòâî, à ëþáîå îòîáðàæåíèå âèäà
et0 : x 7→ x(t0) áóäåò èçîìîðôèçìîì ýòîãî ïðîñòðàíñòâà íà àôôèííóþ ïðÿìóþ R. Ðàññìîòðèì
îòîáðàæåíèå Φ = eT ◦ e−1

0 : ÷òîáû íàéòè Φ(y), íóæíî âçÿòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ñ íà÷àëüíûì
óñëîâèåì x(0) = y è âû÷èñëèòü x(T ). Îíî íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèåì ìîíîäðîìèè. Êàê ñëåäóåò
èç ñêàçàííîãî, ýòî àôôèííîå îòîáðàæåíèå ïðÿìîé íà ñåáÿ.

Îòîáðàæåíèå ìîíîäðîìèè ïîëåçíî, íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ïðè t → ∞,
ïîñêîëüêó x(nT ) = Φn(x(0)) (ïî÷åìó?).

Çàäàäèìñÿ ñëåäóþùèìè âîïðîñàìè: åñòü ëè ó íàøåãî óðàâíåíèÿ ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå? êàê
ñåáÿ âåäóò äðóãèå ðåøåíèÿ?

Èç âûøåïðèâåä¼ííûõ ôîðìóë ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå ìîíîäðîìèè èìååò âèä Φ(y) = Ay+B,
ãäå

A = exp

(∫ T

0
P (t) dt

)
.

Â ÷àñòíîñòè, A > 0. Òîãäà âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ:

� A > 1: Φ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó z = B/(1−A), äëÿ äðóãèõ òî÷åê Φn(y) óäàëÿþòñÿ îò z.

� 0 < A < 1: Φ èìååò íåïîäâèæíóþ òî÷êó z = B/(1− A), äëÿ äðóãèõ òî÷åê Φn(y) ñòðåìÿòñÿ
ê z.

� A = 1: íåïîäâèæíûõ òî÷åê ëèáî íåò ñîâñåì (åñëè B ̸= 0� òîãäà Φn(y) ñòðåìÿòñÿ ê ∞ äëÿ
ëþáîãî y), ëèáî âñå òî÷êè íåïîäâèæíû (B = 0).

Ïåðåâîäÿ ýòó êëàññèôèêàöèþ íà ÿçûê ðåøåíèé óðàâíåíèÿ, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ïðè A ̸= 1 åñòü
îäíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (à îñòàëüíûå ðåøåíèÿ ê íåìó ïðèáëèæàþòñÿ èëè îò íåãî óäàëÿþòñÿ),
à ïðè A = 1 ëèáî ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé âîâñå íåò, ëèáî âñå îíè òàêîâû.

Çàäà÷à 5.1. Ïðè êàêèõ c óðàâíåíèå

ẋ = (sin t− c)x+ cos t

èìååò õîòÿ áû îäíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå?
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Ðåøåíèå. lnA =
∫ 2π
0 (sin t − c) dt. Èíòåãðàë â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí 0 òîëüêî ïðè c = 0� çíà÷èò,

A ̸= 1 ïðè c ̸= 0, è ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Îñòàëñÿ ñëó÷àé c = 0.
Ïîëüçóÿñü ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé, íàõîäèì, ÷òî x(t) = C(t)e− cos t,

B = C(2π)− C(0) =

∫ 2π

0
cos tecos t dt.

Óáåäèìñÿ, ÷òî B > 0 (òàê ÷òî ïðåîáðàçîâàíèå ìîíîäðîìèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê íå èìååò, à âñå
ðåøåíèÿ íàøåãî ÄÓ ñòðåìÿòñÿ ê +∞ ïðè t→ +∞. Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ñäåëàåì çàìåíó ïåðåìåííîé
u = 2π − t íà [π, 2π], è ïîëó÷èì, ÷òî B = 2

∫ π
0 cos tecos t dt, à òåïåðü çàìåíîé v = π − t íà [π/2, π]

ïðèä¼ì ê

B = 2

∫ π/2

0
cos t

(
ecos t − e− cos t

)
dt > 0.

Îáðàòèòå âíèìàíèå ñòóäåíòîâ, ÷òî äëÿ îòâåòà íà âîïðîñ î çíàêå B èíòåãðàë ìû íå ñ÷èòàëè ÿâíî

(òåì áîëåå, ÷òî îí è íå áåð¼òñÿ). ◀

Îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå âèäà
dy/dx = f(x, y),

ïðàâàÿ ÷àñòü ðàçðåøåííîãî êîòîðîãî � îäíîðîäíàÿ ôóíêöèÿ íóëåâîãî ïîðÿäêà, òî åñòü

f(αx, αy) = f(x, y) ∀α ̸= 0.

Òîãäà, âçÿâ α = 1/x, ïîëó÷àåì: f(x, y) = f(1, y/x) ≡ ϕ
( y
x

)
(â îáëàñòè x ̸= 0) èëè f = ψ

(
x
y

)
(â

îáëàñòè y ̸= 0).
Èòàê, èñõîäíîå óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå:

dy

dx
= ϕ

(y
x

)
. (1)

Óðàâíåíèÿ ñ ïîäîáíîé ïðàâîé ÷àñòüþ íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè.

Çàìå÷àíèå. Òóò âîçìîæíà íåêîòîðàÿ ïóòàíèöà â òåðìèíîëîãèè, ïîñêîëüêó òåðìèí îäíîðîäíîå

óðàâíåíèå ïðèìåíÿåòñÿ, êàê ìû âèäåëè â ïðîøëûé ðàç, òàêæå â òåîðèè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (1) ïðèâîäèòñÿ ê óðàâíåíèþ ñ ðàçäåëÿþùèìèñÿ ïåðåìåííûìè çàìåíîé
èñêîìîé ôóíêöèè y(x) íà ôóíêöèþ u(x) ñîãëàñíî ôîðìóëå:

y(x)

x
= u(x).

Äàëåå íóæíî âûðàçèòü ïðîèçâîäíóþ y′ â òåðìèíàõ íîâîé ïåðåìåííîé:

y(x) = xu(x) ⇒ dy

dx
= u+ xu′

è ïîäñòàâèòü â èñõîäíîå óðàâíåíèå:

u+ xu′ = ϕ(u), xu′ = ϕ(u)− u ≡ F (u)

� ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè äëÿ u(x) ðàçäåëèëèñü.

Çàìå÷àíèå. Ó îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òî÷êà (0, 0) âñåãäà îñîáàÿ. Êðîìå òîãî, óðàâíåíèå (1)
èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíîãî ðàñòÿæåíèÿ:

y → ỹ = λy, x→ x̃ = λx, λ ∈ R/0.

Ïîýòîìó ñèñòåìà èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ òîæå îáëàäàåò ýòîé ñèììåòðèåé.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè λ = −1 ïîëó÷àåì ïîâîðîò íà 180◦ îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò è êàðòèíà
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî òàêîãî ïîâîðîòà.

2



Çàäà÷à 5.2.

x
dy

dx
= x+ y.

Ðåøåíèå. Â îáëàñòÿõ x > 0 è x < 0 ðàçðåøàåì óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíîé:

dy

dx
= 1 +

y

x
.

Ïðàâàÿ ÷àñòü íåïðåðûâíà ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ â ïîëóïëîñêîñòÿõ x > 0 è x < 0, è, êðîìå
òîãî, ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî y ñóùåñòâóåò è íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå ýòèõ ïîëóïëîñêîñòåé.
Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ, ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó
(x0, y0) ïðè x0 ̸= 0 ïðîõîäèò åäèíñòâåííàÿ èíòåãðàëüíàÿ êðèâàÿ íàøåãî óðàâíåíèÿ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé âáëèçè âåðòèêàëüíîé ïðÿìîé x = 0 ïåðåéäåì â äðóãóþ
êàðòó (òî åñòü, áóäåì èñêàòü çàâèñèìîñòü x(y)):

dx

dy
=

x

x+ y
.

Èòàê, ìû âèäèì, ÷òî íà ïðÿìîé x = 0 ñóùåñòâóþò äâå èíòåãðàëüíûå êðèâûå íàøåãî óðàâíåíèÿ
� ýòî ëó÷è {x = 0, y > 0} è {x = 0, y < 0}. Òî÷êà íà÷àëà êîîðäèíàò (0, 0) � îñîáàÿ, â íåé íåò
ïîëÿ íàïðàâëåíèé è óðàâíåíèå íå îïðåäåëåíî.

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî íà ïðÿìûõ y = αx (èëè x = β y) íàøå ïîëå íàïðàâëåíèé ïîñòîÿííî:

dy

dx
= 1 +

y

x
= 1 + α = const.

Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ ðàâíà òàíãåíñó óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé â äàííîé òî÷êå, òî ïîëó÷àåì,
÷òî ïðÿìûå y = αx � èçîêëèíû, òî åñòü èíòåãðàëüíûå êðèâûå ïåðåñåêàþò èõ ïîä îäíèì è òåì
æå óãëîì. Íà ïðÿìîé y = −x âñå èíòåãðàëüíûå êðèâûå èìåþò ëîêàëüíûé ýêñòðåìóì:

dy

dx

∣∣∣∣
y=−x

= 0.

Íàéäåì ðåøåíèÿ â îáëàñòè x > 0, â êîòîðîé âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ è
åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ. Âûïîëíÿÿ ïîäñòàíîâêó y = xu, ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàâåíñòâ:

dy

dx
= 1 +

y

x
⇒ u+ xu′ = 1 + u ⇒ du

dx
=

1

x
⇒ u = ln

∣∣∣ x
C

∣∣∣ .
Ïîñêîëüêó u = y/x, òî y(x) = x ln |x/C| ïðè x > 0.

Â îáëàñòè x < 0 ïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ òàêîãî æå âèäà, íî ñî ñâîèì
íåçàâèñèìûì ïàðàìåòðîì C̃.

Êðîìå òîãî, ëó÷è x = 0, y > 0 è x = 0, y < 0 � òîæå èíòåãðàëüíûå êðèâûå. Íà÷àëî êîîðäèíàò
� îñîáàÿ òî÷êà.

Çàìåòèì, ÷òî äîñòàòî÷íî íàéòè ðåøåíèÿ òîëüêî â îáëàñòè x > 0 èëè â îáëàñòè x < 0. Ñåìåé-
ñòâî èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ âî âòîðîé îáëàñòè ïîëó÷èòñÿ ïîâîðîòîì ïëîñêîñòè íà 180◦. ◀

∗Óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè

Ýòó òåìó ðàçáèðàéòå òîëüêî åñëè îñòàíåòñÿ âðåìÿ.
Ñóùåñòâóåò âàæíûé êëàññ íåëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, êîòðûå ñâîäÿòñÿ ê

ëèíåéíûì ñòåïåííîé ïîäñòàíîâêîé. Ýòî óðàâíåíèÿ Áåðíóëëè, êîòîðûå èìåþò ñëåäóþùèé îáùèé
âèä:

dy

dx
+ P (x)y = Q(x)yα,

ãäå âåùåñòâåííàÿ êîíñòàíòà α ̸= 0, 1. Óðàâíåíèå Áåðíóëëè ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ñòåïåííîé çà-
ìåíîé èñêîìîé ôóíêöèè.
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Ïðåæäå âñåãî îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ α > 0 âñåãäà åñòü òðèâèàëüíîå
ðåøåíèå y(x) ≡ 0. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî y > 0, è ïîïðîáóåì ïîäîáðàòü òàêóþ çàìåíó: z = yβ .

dz

dx
= βyβ−1 dy

dx
= −βP (x)yβ + βQ(x)yα+β−1 = −βP (x)z + βQ(x)z(α+β−1)/β.

Òàêèì îáðàçîì, çàìåíà z = y1−α ïðèâîäèò óðàâíåíèå ê ëèíåéíîìó.
Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé y (åñëè α ∈ Z) ðàáîòàåò òà æå ïîäñòàíîâêà. Åñëè α ÷¼òíî, òî

y < 0 îòâå÷àþò çíà÷åíèÿ z < 0. Åñëè æå α íå÷¼òíî, òî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðåøàåòñÿ ïî-
ïðåæíåìó ïðè z > 0, íî ïðè îáðàòíîé çàìåíå áåð¼òñÿ îòðèöàòåëüíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ z = y1−α:
y = −z1/(1−α).

Çàäà÷à 5.3.
dy

dx
+ 2y + x5 y3 = 0.

Ðåøåíèå. Óðàâíåíèå èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå y(x) ≡ 0. Äëÿ y ̸= 0:

1

y3
dy

dx
+

2

y2
+ x5 = 0.

Ââîäèì íîâóþ ôóíêöèþ z = y−2, íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ z′ = −2y−3y′ è ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ
íà z(x):

−1

2
z′ + 2z + x5 = 0.

Ýòî ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì âàðèàöèè ïîñòîÿííîé,
ðàçîáðàííûì âûøå. ◀

Çàäà÷à 5.4.
dy

dx
(2x2y ln y − x) = y, y > 0.

Ðåøåíèå. Çàâèñèìîñòü îò y íå ÿâëÿåòñÿ ñòåïåííîé, ïîýòîìó äëÿ y(x) äàííîå óðàâíåíèå íå ÿâëÿ-
åòñÿ óðàâíåíèåì Áåðíóëëè. Áóäåì òðàêòîâàòü åãî êàê óðàâíåíèå íà x(y), ñ÷èòàÿ y íåçàâèñèìîé
ïåðåìåííîé:

dy

dx
=

1

dx/dy
⇒ 2x2 yln y − x = y

dx

dy
.

Íà ôóíêöèþ x(y) ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå Áåðíóëëè. Îòìåòèì, ÷òî x ≡ 0 � ðåøåíèå. Äàëåå äåëèì
íà x2 è ââîäèì íîâóþ ôóíêöèþ z(y):

z(y) =
1

x(y)
⇒ dz

dy
− z

y
= −2ln y.

Ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå íà z(y), êîòîðîå áóäåì ðåøàòü â îáëàñòÿõ: y > 0 è z > 0 èëè z < 0.
Ðåøåíèå îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ: z̃(y) = Cy. Ñëåäîâàòåëüíî, àíçàö äëÿ íåîäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ
z(y) = C(y)y:

C ′(y)y = 2ln y ⇒ C(y) = ln2y + C0.

Â èòîãå ïîëó÷àåì îòâåò: z(y) = y(ln2y + C0). Ó÷èòûâàÿ ñâÿçü z(y) è x(y), ïîëó÷àåì ñåìåéñòâî
èíòåãðàëüíûõ êðèâûõ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ â ñëåäóþùåì âèäå:

xy(ln2y + C0) = 1.

◀
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