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Ëåêöèÿ 5. Ñèñòåìû ìíîæåñòâ

Çà ãðàôàìè è âëîæåííûìè ãðàôàìè ñòîèò îáùàÿ êîìáèíàòîðíàÿ ñòðóêòóðà, êîòîðàÿ
êîäèðóåò èõ ñóùåñòâåííûå ñâîéñòâà è óäîáíà äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â àáñòðàêòíîì êîíòåêñòå.

Ñèñòåìîé ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ïàðà (E ; Φ), ñîñòîÿùàÿ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà E è
ìíîæåñòâà Φ ⊂ 2E åãî ïîäìíîæåñòâ. Ñèñòåìà ìíîæåñòâ (E ; Φ) íàçûâàåòñÿ ñîáñòâåííîé,
åñëè ìíîæåñòâî Φ íåïóñòî; â äàëüíåéøåì, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñîáñòâåííûå
ñèñòåìû ìíîæåñòâ.

Ïîäîáíî ãðàôàì è âëîæåííûì ãðàôàì, ñèñòåìû ìíîæåñòâ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñ
òî÷íîñòüþ äî èçîìîðôèçìà: äâå ñèñòåìû ìíîæåñòâ (E1; Φ1) è (E2; Φ2) íàçûâàþòñÿ
èçîìîðôíûìè, åñëè ñóùåñòâóåò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå E1 → E2, ïåðåâîäÿùåå
íàáîð ìíîæåñòâ Φ1 âçàèìíî-îäíîçíà÷íî â Φ2.
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Ëåêöèÿ 5. Äåëüòà-ìàòðîèäû

De�nition

Ñîáñòâåííàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ (E ; Φ) íàçûâàåòñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì, åñëè äëÿ íåå
âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ àêñèîìà ñèììåòðè÷íîãî îáìåíà:
äëÿ ëþáîé ïàðû ïîäìíîæåñòâ φ, ψ ∈ Φ è äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà a ∈ φ∆ψ ñóùåñòâóåò
ýëåìåíò b ∈ φ∆ψ, òàêîé, ÷òî (φ∆{a, b}) ∈ S .

Çäåñü ÷åðåç ∆ îáîçíà÷åíà îïåðàöèÿ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè íà ìíîæåñòâàõ,
φ∆ψ = (φ \ ψ) ∪ (ψ \ φ). Â àêñèîìå ñèììåòðè÷íîãî îáìåíà ýëåìåíò b ìîæåò êàê
ñîâïàäàòü ñ ýëåìåíòîì a, òàê è áûòü îòëè÷íûì îò íåãî. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Φ
íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè ïîäìíîæåñòâàìè äåëüòà-ìàòðîèäà (E ; Φ).
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Ëåêöèÿ 5. Äåëüòà-ìàòðîèäû: ïðèìåðû

Âñå ñîáñòâåííûå ñèñòåìû ìíîæåñòâ íà ìíîæåñòâå èç îäíîãî ýëåìåíòà ÿâëÿþòñÿ
∆-ìàòðîèäàìè: ({1}, {∅}), ({1}, {{1}}), ({1}, {∅, {1}}).

Âîò ïðèìåð ñèñòåìû ìíîæåñòâ, íå ÿâëÿþùåéñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì, íà ìíîæåñòâå èç 3
ýëåìåíòîâ: ({1, 2, 3}, {∅, {1, 2}, {2, 3}, {1, 2, 3}}).

Çàäà÷à. Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïàðû äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâ â ýòîé ñèñòåìå ìíîæåñòâ è
ýëåìåíòà â èõ ñèììåòðè÷åñêîé ðàçíîñòè, äëÿ êîòîðûõ íå âûïîëíÿåòñÿ àêñèîìà
ñèììåòðè÷íîãî îáìåíà.
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Ëåêöèÿ 5. Äåëüòà-ìàòðîèäû ãðàôîâ

Êàæäîìó ïðîñòîìó ãðàôó G è êàæäîìó âëîæåííîìó ãðàôó Γ ìîæíî ñîïîñòàâèòü
äåëüòà-ìàòðîèä. Äëÿ ãðàôà êîíñòðóêöèÿ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì. Íàïîìíèì, ÷òî
ãðàô G íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííûì, åñëè îïðåäåëèòåëü åãî ìàòðèöû ñìåæíîñòè A(G )
íàä ïîëåì èç äâóõ ýëåìåíòîâ ðàâåí 1. Äåëüòà-ìàòðîèäîì δ(G ) = (V (G ); Φ(G )) ãðàôà G
íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà V (G ) âåðøèí ãðàôà G è
ìíîæåñòâà Φ(G ) ⊂ 2V (G) åãî ïîäìíîæåñòâ, ïðè÷åì ïîäìíîæåñòâî U ⊂ V (G ) âåðøèí
ãðàôà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì (ò.å. U ∈ Φ(G )) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíäóöèðîâàííûé
èì ïîäãðàô G |U íåâûðîæäåí.

Theorem (À. Áóøå)

Äëÿ ïðîñòîãî ãðàôà G ñèñòåìà ìíîæåñòâ δ(G ) ÿâëÿåòñÿ ∆-ìàòðîèäîì.
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Ëåêöèÿ 5. Äåëüòà-ìàòðîèäû ïðîñòûõ ãðàôîâ

Theorem (À. Áóøå)
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Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ëåêöèÿ 5. Äåëüòà-ìàòðîèäû

Â ñâîþ î÷åðåäü, äåëüòà-ìàòðîèäîì δ(Γ) = (E (Γ); Φ(Γ)) âëîæåííîãî ãðàôà Γ íàçûâàåòñÿ
ñèñòåìà ìíîæåñòâ, ñîñòîÿùàÿ èç ìíîæåñòâà E (Γ) ðåáåð âëîæåííîãî ãðàôà Γ è ìíîæåñòâà
S(Γ) ⊂ 2E(Γ) åãî ïîäìíîæåñòâ, ïðè÷åì ïîäìíîæåñòâî U ⊂ E (Γ) ðåáåð âëîæåííîãî ãðàôà
ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì (ò.å. U ∈ Φ(Γ)) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îñòîâíûé âëîæåííûé
ïîäãðàô Γ|U èìååò ñâÿçíóþ ãðàíèöó.

Theorem (À. Áóøå)

Ñèñòåìà ìíîæåñòâ δ(Γ) ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì.

Â ñëó÷àå, åñëè ðîä âëîæåííîãî ãðàôà Γ ðàâåí íóëþ (ò.å. ýòî ãðàô, âëîæåííûé â ñôåðó),
ïîäìíîæåñòâî åãî ðåáåð äîïóñòèìî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèé
îñòîâíûé ïîäãðàô Γ|U ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì. Â ñëó÷àå ïðîèçâîëüíîãî ðîäà äîïóñòèìûå
ïîäìíîæåñòâà ðåáåð äåëüòà-ìàòðîèäà δ(Γ) íàçûâàþòñÿ òàêæå êâàçèäåðåâüÿìè.
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Ëåêöèÿ 5. Äåëüòà-ìàòðîèäû õîðäîâûõ äèàãðàìì

Åñëè Γ � âëîæåííûé ãðàô ñ îäíîé âåðøèíîé, ò.å. õîðäîâàÿ äèàãðàììà, òî
ñîîòâåòñòâóþùèå îïðåäåëåíèÿ ñîãëàñîâàíû:

Theorem

Åñëè C � õîðäîâàÿ äèàãðàììà, ò.å. âëîæåííûé ãðàô ñ îäíîé âåðøèíîé, òî

äåëüòà-ìàòðîèä δ(C ) åñòåñòâåííî èçîìîðôåí äåëüòà-ìàòðîèäó δ(g(C )) åå ãðàôà
ïåðåñå÷åíèé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ãðàíèöà õîðäîâîé äèàãðàììû C ñâÿçíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åå
ãðàô ïåðåñå÷åíèé g(C ) íåâûðîæäåí.
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Ëåêöèÿ 5. ×åòíîñòü äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Äåëüòà-ìàòðîèä ãðàôà, êàê è äåëüòà-ìàòðîèä îðèåíòèðîâàííîãî âëîæåííîãî ãðàôà
ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì. Äåëüòà-ìàòðîèä (E ; Φ) íàçûâàåòñÿ ÷åòíûì, åñëè êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ
âî âñåõ åãî äîïóñòèìûõ ìíîæåñòâàõ èìååò îäíó è òó æå ÷åòíîñòü, |φ| ≡ |ψ| mod 2 äëÿ
âñåõ φ, ψ ∈ Φ.
Ïîñêîëüêó íàñ â ïåðâóþ î÷åðåäü èíòåðåñóþò âëîæåííûå ãðàôû íà îðèåíòèðóåìûõ
ïîâåðõíîñòÿõ, äàëåå ìû áóäåì ãîâîðèòü òîëüêî î ÷åòíûõ äåëüòà-ìàòðîèäàõ, õîòÿ
áîëüøèíñòâî îïèñûâàåìûõ íèæå êîíñòðóêöèé ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ è íà äåëüòà-ìàòðîèäû,
íå ÿâëÿþùèåñÿ ÷åòíûìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 5. ×àñòè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü äëÿ äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Ïóñòü Γ � âëîæåííûé ãðàô. ×òî ïðîèñõîäèò ñ åãî äåëüòà-ìàòðîèäîì ïðè çàìåíå åãî
÷àñòè÷íî-äâîéñòâåííûì ãðàôîì Γ ∗ {e}, e ∈ E (Γ)?

Àíàëèç ñòðóêòóðû âëîæåííîãî ãðàôà â îêðåñòíîñòè ðåáðà e ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
êâàçèäåðåâà φ ⊂ E (Γ), φ ∈ Φ(Γ), ñîäåðæàùåãî e, ðàçíîñòü φ \ {e∗} áóäåò êâàçèäåðåâîì
â Γ ∗ {e}; íàîáîðîò, åñëè φ íå ñîäåðæèò e, òî φ t {e∗} ÿâëÿåòñÿ êâàçèäåðåâîì â Γ ∗ {e}.
Òåì ñàìûì, âëîæåííîìó ãðàôó Γ ∗ {e} îòâå÷àåò äåëüòà-ìàòðîèä (E (Γ); Φ(Γ)) ∗ {e}. Çäåñü
ìû îòîæäåñòâèëè ìíîæåñòâî ðåáåð âëîæåííîãî ãðàôà Γ ∗ {e} ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð
èñõîäíîãî âëîæåííîãî ãðàôà Γ è ÷åðåç Φ(Γ) ∗ {e} îáîçíà÷èëè ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ
{φ∆{e}|φ ∈ Φ(Γ).

Theorem

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåëüòà-ìàòðîèäà (E ; Φ) è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà e ∈ E , ñèñòåìà
ìíîæåñòâ (E ; Φ ∗ {e}) ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 5. ×àñòè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü äëÿ äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Ïóñòü Γ � âëîæåííûé ãðàô. ×òî ïðîèñõîäèò ñ åãî äåëüòà-ìàòðîèäîì ïðè çàìåíå åãî
÷àñòè÷íî-äâîéñòâåííûì ãðàôîì Γ ∗ {e}, e ∈ E (Γ)?

Àíàëèç ñòðóêòóðû âëîæåííîãî ãðàôà â îêðåñòíîñòè ðåáðà e ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ âñÿêîãî
êâàçèäåðåâà φ ⊂ E (Γ), φ ∈ Φ(Γ), ñîäåðæàùåãî e, ðàçíîñòü φ \ {e∗} áóäåò êâàçèäåðåâîì
â Γ ∗ {e}; íàîáîðîò, åñëè φ íå ñîäåðæèò e, òî φ t {e∗} ÿâëÿåòñÿ êâàçèäåðåâîì â Γ ∗ {e}.
Òåì ñàìûì, âëîæåííîìó ãðàôó Γ ∗ {e} îòâå÷àåò äåëüòà-ìàòðîèä (E (Γ); Φ(Γ)) ∗ {e}. Çäåñü
ìû îòîæäåñòâèëè ìíîæåñòâî ðåáåð âëîæåííîãî ãðàôà Γ ∗ {e} ñ ìíîæåñòâîì ðåáåð
èñõîäíîãî âëîæåííîãî ãðàôà Γ è ÷åðåç Φ(Γ) ∗ {e} îáîçíà÷èëè ìíîæåñòâî ïîäìíîæåñòâ
{φ∆{e}|φ ∈ Φ(Γ).

Theorem

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåëüòà-ìàòðîèäà (E ; Φ) è ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà e ∈ E , ñèñòåìà
ìíîæåñòâ (E ; Φ ∗ {e}) ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 5. ×àñòè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü äëÿ äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 5. ×àñòè÷íàÿ äâîéñòâåííîñòü äëÿ äåëüòà-ìàòðîèäîâ

Â îáùåì ñëó÷àå, îïðåäåëèì îïåðàöèþ ñêðó÷èâàíèÿ (èëè ÷àñòè÷íîé äâîéñòâåííîñòè)
äåëüòà-ìàòðîèäà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü U ⊂ E � ïîäìíîæåñòâî áàçîâîãî
ìíîæåñòâà E äåëüòà-ìàòðîèäà D = (E ; Φ). Ñêðó÷èâàíèåì D ∗ U äåëüòà-ìàòðîèäà D ïî

ïîäìíîæåñòâó U íàçûâàåòñÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ D ∗ U = (E ; Φ ∗ U), ãäå
Φ ∗ U = {φ∆U|φ ∈ Φ}. Äëÿ äåëüòà-ìàòðîèäîâ âëîæåííûõ ãðàôîâ îïåðàöèÿ ñêðó÷èâàíèÿ
ñîîòâåòñòâóåò ÷àñòè÷íîé äâîéñòâåííîñòè.

Theorem

Ñêðó÷èâàíèå äåëüòà-ìàòðîèäà ïî ïðîèçâîëüíîìó ïîäìíîæåñòâó åãî áàçîâîãî ìíîæåñòâà

ÿâëÿåòñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 5. Áèíàðíûå äåëüòà-ìàòðîèäû

De�nition

Äåëüòà-ìàòðîèä δ(G ) ãðàôà G íàçûâàåòñÿ ãðàôè÷åñêèì. Ðåçóëüòàò ñêðó÷èâàíèÿ
ãðàôè÷åñêîãî äåëüòà-ìàòðîèäà ïî ïîäìíîæåñòâó åãî áàçîâîãî ìíîæåñòâà íàçûâàåòñÿ
áèíàðíûì äåëüòà-ìàòðîèäîì.

Theorem

Äåëüòà-ìàòðîèä δ(Γ) ëþáîãî âëîæåííîãî ãðàôà Γ íà îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì áèíàðíûì.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 5. Áèíàðíûå äåëüòà-ìàòðîèäû

Theorem

Äåëüòà-ìàòðîèä δ(Γ) ëþáîãî âëîæåííîãî ãðàôà Γ íà îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì áèíàðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü âî âëîæåííîì ãðàôå Γ áîëüøå îäíîé âåðøèíû. Âîçüìåì çâåíî e ∈ E (Γ) (ò.å. ðåáðî,
íå ÿâëÿþùååñÿ ïåòëåé). Òîãäà âî âëîæåííîì ãðàôå Γ ∗ {e} íà îäíó âåðøèíó ìåíüøå, ÷åì
â Γ. Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ ÷àñòè÷íóþ äâîéñòâåííîñòü íà çâåíüÿõ, ìû òàêèì
îáðàçîì ñâîäèì âëîæåííûé ãðàô Γ ê âëîæåííîìó ãðàôó ñ îäíîé âåðøèíîé � õîðäîâîé
äèàãðàììå.

Äåëüòà-ìàòðîèä õîðäîâîé äèàãðàììû èçîìîðôåí äåëüòà-ìàòðîèäó åå ãðàôà ïåðåñå÷åíèé
è ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, ãðàôè÷åñêèì. Äåëüòà-ìàòðîèä âëîæåííîãî ãðàôà Γ ïîëó÷àåòñÿ
èç äåëüòà-ìàòðîèäà õîðäîâîé äèàãðàììû ÷àñòè÷íîé äâîéñòâåííîñòüþ ïî ïîäìíîæåñòâó
ðåáåð, ê êîòîðûì ìû ïðèìåíÿëè ÷àñòè÷íóþ äâîéñòâåííîñòü. Ïîýòîìó îí áèíàðíûé.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 5. Áèíàðíûå äåëüòà-ìàòðîèäû

Theorem

Äåëüòà-ìàòðîèä δ(Γ) ëþáîãî âëîæåííîãî ãðàôà Γ íà îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì áèíàðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü âî âëîæåííîì ãðàôå Γ áîëüøå îäíîé âåðøèíû. Âîçüìåì çâåíî e ∈ E (Γ) (ò.å. ðåáðî,
íå ÿâëÿþùååñÿ ïåòëåé). Òîãäà âî âëîæåííîì ãðàôå Γ ∗ {e} íà îäíó âåðøèíó ìåíüøå, ÷åì
â Γ. Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ ÷àñòè÷íóþ äâîéñòâåííîñòü íà çâåíüÿõ, ìû òàêèì
îáðàçîì ñâîäèì âëîæåííûé ãðàô Γ ê âëîæåííîìó ãðàôó ñ îäíîé âåðøèíîé � õîðäîâîé
äèàãðàììå.

Äåëüòà-ìàòðîèä õîðäîâîé äèàãðàììû èçîìîðôåí äåëüòà-ìàòðîèäó åå ãðàôà ïåðåñå÷åíèé
è ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, ãðàôè÷åñêèì. Äåëüòà-ìàòðîèä âëîæåííîãî ãðàôà Γ ïîëó÷àåòñÿ
èç äåëüòà-ìàòðîèäà õîðäîâîé äèàãðàììû ÷àñòè÷íîé äâîéñòâåííîñòüþ ïî ïîäìíîæåñòâó
ðåáåð, ê êîòîðûì ìû ïðèìåíÿëè ÷àñòè÷íóþ äâîéñòâåííîñòü. Ïîýòîìó îí áèíàðíûé.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 5. Áèíàðíûå äåëüòà-ìàòðîèäû

Theorem

Äåëüòà-ìàòðîèä δ(Γ) ëþáîãî âëîæåííîãî ãðàôà Γ íà îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì áèíàðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü âî âëîæåííîì ãðàôå Γ áîëüøå îäíîé âåðøèíû. Âîçüìåì çâåíî e ∈ E (Γ) (ò.å. ðåáðî,
íå ÿâëÿþùååñÿ ïåòëåé). Òîãäà âî âëîæåííîì ãðàôå Γ ∗ {e} íà îäíó âåðøèíó ìåíüøå, ÷åì
â Γ. Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ ÷àñòè÷íóþ äâîéñòâåííîñòü íà çâåíüÿõ, ìû òàêèì
îáðàçîì ñâîäèì âëîæåííûé ãðàô Γ ê âëîæåííîìó ãðàôó ñ îäíîé âåðøèíîé � õîðäîâîé
äèàãðàììå.

Äåëüòà-ìàòðîèä õîðäîâîé äèàãðàììû èçîìîðôåí äåëüòà-ìàòðîèäó åå ãðàôà ïåðåñå÷åíèé
è ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, ãðàôè÷åñêèì. Äåëüòà-ìàòðîèä âëîæåííîãî ãðàôà Γ ïîëó÷àåòñÿ
èç äåëüòà-ìàòðîèäà õîðäîâîé äèàãðàììû ÷àñòè÷íîé äâîéñòâåííîñòüþ ïî ïîäìíîæåñòâó
ðåáåð, ê êîòîðûì ìû ïðèìåíÿëè ÷àñòè÷íóþ äâîéñòâåííîñòü. Ïîýòîìó îí áèíàðíûé.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ëåêöèÿ 5. Áèíàðíûå äåëüòà-ìàòðîèäû

Theorem

Äåëüòà-ìàòðîèä δ(Γ) ëþáîãî âëîæåííîãî ãðàôà Γ íà îðèåíòèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè

ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì áèíàðíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü âî âëîæåííîì ãðàôå Γ áîëüøå îäíîé âåðøèíû. Âîçüìåì çâåíî e ∈ E (Γ) (ò.å. ðåáðî,
íå ÿâëÿþùååñÿ ïåòëåé). Òîãäà âî âëîæåííîì ãðàôå Γ ∗ {e} íà îäíó âåðøèíó ìåíüøå, ÷åì
â Γ. Ïîñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿÿ ÷àñòè÷íóþ äâîéñòâåííîñòü íà çâåíüÿõ, ìû òàêèì
îáðàçîì ñâîäèì âëîæåííûé ãðàô Γ ê âëîæåííîìó ãðàôó ñ îäíîé âåðøèíîé � õîðäîâîé
äèàãðàììå.

Äåëüòà-ìàòðîèä õîðäîâîé äèàãðàììû èçîìîðôåí äåëüòà-ìàòðîèäó åå ãðàôà ïåðåñå÷åíèé
è ÿâëÿåòñÿ, òåì ñàìûì, ãðàôè÷åñêèì. Äåëüòà-ìàòðîèä âëîæåííîãî ãðàôà Γ ïîëó÷àåòñÿ
èç äåëüòà-ìàòðîèäà õîðäîâîé äèàãðàììû ÷àñòè÷íîé äâîéñòâåííîñòüþ ïî ïîäìíîæåñòâó
ðåáåð, ê êîòîðûì ìû ïðèìåíÿëè ÷àñòè÷íóþ äâîéñòâåííîñòü. Ïîýòîìó îí áèíàðíûé.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 5. Çàäà÷è

Íàéäèòå äåëüòà-ìàòðîèäû âñåõ âëîæåííûõ ãðàôîâ ñ äâóìÿ ðåáðàìè. Êàêèå èç íèõ
ÿâëÿþòñÿ ãðàôè÷åñêèìè?

Ïóñòü Φ(Γ) = {{1}, {2}, {1, 2, 3}} � íàáîð êâàçèäåðåâüåâ ñâÿçíîãî âëîæåííîãî
ãðàôà Γ. ×òî ýòî çà âëîæåííûé ãðàô?

Äîêàæèòå, ÷òî äåëüòà-ìàòðîèä âëîæåííîãî ãðàôà èçîìîðôåí äåëüòà-ìàòðîèäó
ïðîñòîãî ãðàôà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïóñòîå ìíîæåñòâî äîïóñòèìî.

Êàê óçíàòü ÷èñëî âåðøèí âî âëîæåííîì ãðàôå Γ ïî åãî äåëüòà-ìàòðîèäó
(E (Γ); Φ(Γ))?

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 5. Çàäà÷è

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷åòíîãî äåëüòà-ìàòðîèäà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì
íèêàêîãî âëîæåííîãî ãðàôà.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåèçîìîðôíûõ âëîæåííûõ ãðàôîâ ñ èçîìîðôíûìè
äåëüòà-ìàòðîèäàìè.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåèçîìîðôíûõ âëîæåííûõ ãðàôîâ ðàçëè÷íîãî ðîäà ñ
èçîìîðôíûìè äåëüòà-ìàòðîèäàìè.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåèçîìîðôíûõ ïðîñòûõ ãðàôîâ ñ èçîìîðôíûìè
äåëüòà-ìàòðîèäàìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 5. Çàäà÷è

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ÷åòíîãî äåëüòà-ìàòðîèäà, íå ÿâëÿþùåãîñÿ äåëüòà-ìàòðîèäîì
íèêàêîãî âëîæåííîãî ãðàôà.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåèçîìîðôíûõ âëîæåííûõ ãðàôîâ ñ èçîìîðôíûìè
äåëüòà-ìàòðîèäàìè.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåèçîìîðôíûõ âëîæåííûõ ãðàôîâ ðàçëè÷íîãî ðîäà ñ
èçîìîðôíûìè äåëüòà-ìàòðîèäàìè.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð äâóõ íåèçîìîðôíûõ ïðîñòûõ ãðàôîâ ñ èçîìîðôíûìè
äåëüòà-ìàòðîèäàìè.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 5. Çàäà÷è

Ïóñòü Γ � âëîæåííûé ãðàô ðîäà 0. Ïðîâåðüòå, ÷òî îñòîâíûå äåðåâüÿ â íåì îáðàçóþò
äåëüòà-ìàòðîèä íà ìíîæåñòâå E (Γ) åãî ðåáåð, íå èñïîëüçóÿ îáùóþ òåîðåìó î
äåëüòà-ìàòðîèäàõ âëîæåííûõ ãðàôîâ.

Ñ. Ê. Ëàíäî Èíâàðèàíòû ãðàôîâ, óçëîâ è âëîæåííûõ ãðàôîâ



Ñåìèíàðû 5. Çàäà÷è
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